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1 はじめに

1986年, 従来の物性物理の常識を超えた銅酸化物高温超伝導体が発見され, さらに. 2004年にフェルミ
原子ガスで, 想像を遥かに越えた超強結合の超流動が実現していることが確認され, 量子多体問題を解く
ことの重要性が再認識されている. しかしながら, 2次元以上の高次元空間で量子多体問題を解析的に解く
ことは極めて困難であり. 代わって数値シミュレーションが有力な手法として注目されている.
本論文では, 量子多体問題を数値シミュレーションする方法として, 全自由度を考慮して基底状態 (およ
び数個の励起状態) を計算する厳密対角化法, 全ての状態を計算する全対角化, 重要な自由度のみを考慮し
て基底状態を計算する密度行列繰り込み群の 3つの手法に注目する. また. 実際に地球シミュレータを用
いて得られた数値シミュレーションの結果を紹介する.

2 厳密対角化法

厳密対角化法は量子多体問題をシミュレーションする方法の 1つであり. モデルの全自由度を”厳密に”
考慮したハミルトニアンを”対角化 (固有状態を計算)” する方法である. 実際はエネルギーの低い固有状態
が低温で支配的であるため, 全ての固有状態を必要とすることは稀であり, 現実的には基底状態あるいはそ
の近傍の数個の励起状態を求めれば良く. 計算量の点から解法には反復法が利用される. 以下では厳密対角
化法に伝統的に利用されてきた Lanczoe 法 [1] に基づく固有値計算法, および Knyazev の提案した共役勾
配法による固有値計算法 (LOBPCG) $[2, 3]$ の 2 っの解法を説明し, 後者の手法により計算時間が格段に短
縮されることを示す. また, 実際た地球シミュレータを利用して 1000億次元を越えるハミルトニアンの基
底状態を計算した際の計算性能および, 実際に得られた物理結果を紹介する.

2.1 Lanczos $\mathfrak{F}$

格子上の量子多体問題の典型的なモデルとしてババードモデルがある. このババードモデルのエネルギー
を表現するハミルトニアンは大規模な対称疎行列であるため, 基底状態の計算にはメモリ量が少ない Lanczoe
法に基づく固有値計算方法が伝統的に用いられてきた (図 l(a) 参照). しかし. Lanczos法は反復の途中で.
固有値固有ベクトルの精度を評価することが難しく, あらかじめ余裕を持った反復回数を決めて計算する
ことになる. また, 反復計算では固有ベクトルを直接計算しないため. 反復計算終了後に固有ベクトルを計
算するための追加の演算を必要とするため, 計算量に関する欠点が指摘されている [4].
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22 共役勾配法

この Lanczos法の欠点を克服するため, 我々は量子問題の固有値計算に前処理付共役勾配法 (PCG法) の

理論に基づいた計算方法を採用した [2, 3, 4]. これは, PCG 法を利用して Rayleigh商

$\rho(x)=\frac{(x,Ax)}{(x,x)}$ (1)

を最小にする x(固有ベクトル), および, その時の値 \mbox{\boldmath $\rho$}(oe)(最小固有値) を求める方法である. ここで $A$ は

対称疎行列とする. 図 l(b) に Knyazev により提案された方法 (LOBPCG) を示す $[2, 3]$ . ここで, $T$ は前

処理行列である. このアルゴリズムでは, 反復毎に残差 $(Ax-\mu x)$ を計算しており, また, 反復ベクトル
$x$ がそのまま固有ベクトルになるため, Lanczoe法で指摘された計算量に関する欠点を回避することがで
きる. ただし, 並列計算を行なう場合, Lanczos法より約 1.6倍のメモリを必要とするため. 計算できるハ
ミルトニアンの大きさは Lanczos法の約 3分の 2に制限される. この PCG 法は連立一次方程式の計算と同
様に固有値計算においても適切な前処理を施すことで収束性は向上することが報告されている. 図 2に前

処理に

1. 前処理なし $(T=I)$

2. 点ヤコビ $(T=D^{-1})$

.
3. 零シフト点ヤコビ $(T=(D-\mu_{k}I)^{-1})$

を利用して実際に 20サイトのババードモデルから導かれる約 15億次元のハミルトニアンを地球シミュレー
タの 10 ノード (80 プロセッサ) で計算した際の収束性を示す. この結果から, 零シフト点ヤコビが最も収
束性が優れていることが確認できる.

$x_{0}$ $:=an$ initial guaes.
&:=1, $v_{-1}:=0,v_{0}$ $:=x_{0}/\Vert x_{0}||$

do $i=0,1,\ldots m-1$ , or until $\beta_{1}<\epsilon$

$u_{t}$ $:=Hv_{i}-\beta_{1}v:-1$

$\alpha_{i}$ $:=(u_{i},v_{k})$

$w_{i+1}$ $:=u:-\alpha_{i}v$:
$\beta_{i+1}:=||w_{i}||$

$v_{1+1}:=w_{i}/\beta_{i+1}$

enddo
(a) Lanczos za

図 1: 反復解法による固有値計算のアルゴリズム
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図 3: 23サイトの三角格子

図 2: 前処理による収束性の比較

2.3 地球シミュレータを利用した大規棋計算
ここでは, 表 1に示されたサイズのハミルトニアンの基底状態を Lanczos法および前処理付共役勾配法

(PCG 法) を用いて地球シミュレータで計算する. その際の反復回数, 誤差, および計算時間 (全ての計算
時間 (Rtal), 固有値計算部分のみの計算時間 (Solver)) を表 2(a) に, 計算速度 (Flops 値) を表 2(b) に示
す. この時 PCG 法の前処理には零シフトヤコビを利用している. 結果から, PCG 法は Lanczos 法よりも
短時間で基底状態を計算できる上, 1000億次元以上のハミルトニアンの基底状態を約 1分で計算できるこ
とが確認できる. また, 計算性能にしても PCG法は 512 ノー\vdash を利用した計算で 16447TFlop というピー
ク性能の 50%を越える性能を達成している. 一方, Lanczos法は PCG 法よりもメモリの使用量が少ないた
め PCG 法では計算不可能な約 1600億次元になる model 4の基底状態を約 6分かかるが計算できる. この
行列サイズは我々の知る限りババードハミルトニアンの厳密対角化において最大の次元である.
また, 図 3に示した 23サイトの三角格子ハパードモデルから導かれる約 1200億次元のハミルトニアンの

基底状態を PCG 法を利用して地球シミュレータの 624 ノード (4992 プロセッサ) 上で計算したところ, 約
45秒で基底状態を得ることができた. この時の計算速度は 245TFlops であり, これはピーク性能の 61%で
ある [5].

2.4 厳密対角化を用いたシミュレーション

ここでは. 2次元 $5x5$ サイトに調和ポテンシャル $V/t=1$ を加えた引力ババードモデル $(U/t=-10)$ の
粒子密度分布を図 4および図 5に示す. 粒子数はそれぞれ $(4\downarrow, 4\uparrow)$ および $(6\downarrow,6\uparrow)$ である. この結果から密
度分布がチェッカーボード状になることが確認できるが, このような密度分布は実際に高温超伝導体の磁束
コア内などで頻繁に観測されている [6].

3 全対角化

時間発展などのよりリアルな量子状態を調査するためにはハミルトニアンの全固有値と固有ベクトルを
計算する必要がある. このような場合は, 反復法を利用しても減次などの直接法的な操作が必要になるた
め, 疎行列であっても最初から密行列とみなし直接的な方法で計算するのがコスト的にも優れている. その
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表 1; モデル 1–4のサイト数, 粒子数, ハミルトニアンの次元, 計算に利用する地球シミュレータのノー
ド数. 必要なメモリ量. PCG 法でモデル 4を計算するには 107TB のメモリ量を必要とするが, 地球シ
ミュレータのメモリ量を越えているため計算できない.

表 2; 地球シミュレータを利用して表 1のモデルを Lanczos法および PCG 法で計算した際の計算性能.

(b) Flops rate.

ため, 本研究では以下の 3つの手順

1. lIouaeholder変換で 3重対角行列に変換 (Red),

2. 三重対角行列の固有値固有ベクトルを計算 (Eig),

3. 得られた固有ベクトルを Householder逆変換 (Backtrafo).

を経る演算を行なう (図 6参照)[5]. これらの演算のうち, 順変換および逆変換は自作し, 固有値固有ベ
クトルの計算部分は ScaLAPACK の分割統治法を利用するが. 地球シミュレータは ScaLAPACK を正式サ
ポートしていないため, ScaLAPACK のルーチン (pcstedc) を移植した.
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図 4: 5 $x5$ サイトモデルでの 8粒子 $(4\downarrow, 4\uparrow)$ 図 5: 5 $x5$ サイトモデルでの 12粒子 $(6\downarrow, 6\uparrow)$

の粒子密度分布. ただし $U/t=-10$. $V/t=1$ の粒子密度分布. ただし $U/t=-10,$ $V/t=1$
である. である.

図 6: 全対角化のアルゴリズム

3.1 地球シミュレータを利用した大規模計算

実際に地球シミュレータを利用してテスト行列を計算した際の結果を図 7. 8に示す. 図 7より, 数千の
プロセッサ数でも優れたスケーラビリティを達成していることがわかる. また. 図 8から 624 ノード (4992
プロセッサ) を利用し, 400,000次元の行列の全固有値・固有ベクトルを約 12,000秒で計算することに成功
したことが確認できる [5]. このときの計算性能は

1. Householder変換で 3重対角行列に変換 (Red) :12.$0Tflops$ (29% of the peak)

2. 得られた固有ベクトルを Householder逆変換 (Backtrafo) :30.$7Tflops$ (75% of the peak)

であった [5]. この結果から開発した固有値計算ルーチンが地球シミュレータの性能を十分に引き出してい
ることが確認できる.
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3.2 全対角化を利用したシミュレーション

全対角化ルーチンを利用して. 粒子密度分布の時間発展を計算する. 対象とするモデルは 16 サイトバ
バードモデルで粒子数は 6個 $(3\downarrow, 3\uparrow)$ であり, ポテンシャルを図 9のように time$=0$ で急激に変化させ
る. こうした操作は光学格子上でのフェルミ原子ガスを使って容易に実現可能である. このとき, 計算
すべきハミルトニアンの次元は 313,600である. 粒子分布のスナップショットを図 10に示す. 手前から
$U/t=-10,$ $-5,$ $-2,$ $-1,1,2,5,10$である. この結果から. 粒子間の相互作用が強い ( $U/t$ の絶対値が大きい)
と左側にトラップされた状態は崩壌せず. 相互作用が弱い ($U/t$ の絶対値が小さい) と崩壊してしまうこと
が確認できる.

図 7: 行列の次元を 280,000に固定し. プロセッサ数 図 8: 624 ノード (4992 プロセッサ) を利
を増加させた時の経過時間. 用して計算した結果.

図 9: ポテンシャルの変化. time$=0$ で左図から右図へ変化させる.

time$=0$ time$=\{00(a.u.)$

図 10: 粒子密度分布の時間変化. 手前から $U/t=-10,$ $-5,$ $-2,$ $-1,1,2,5,10$.
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4 密度行列繰り込み群

ここまで示してきた方法は, 全ての自由度を扱うために, モデルを少し大きくしただけでも行列が巨大
になり, 計算が困難 (不可能) になってしまう. そこで, 全ての自由度ではなく, 図 11のように重要な自由
度のみを考慮して基底状態を計算する方法として密度行列繰り込み群 (DMRG) がある $[7, 8]$ . この方法は,

図 12のように, 4 サイトのモデルからはじめ. あらかじめ決めておいた数の状態のみを考慮しながら必要
なサイズまでモデルを大きくし, その後, 図 13のように system と environment の境界を左右に動かすこ
とで精度を向上させる (この手続きは sweep と呼ばれている) 計算手法である. 1次元モデルであれば厳密
対角化よりも大きいモデルを扱うことができるが, 図 14のようにそのまま 2次元モデルに適用した場合,
繰り込む方向に対し垂直な方向の拡大にともなって, 計算するハミルトニアンの大きさが指数関数的に大
きくなるため, 実際は図 15のように 2次元モデルを 1次元として扱うことで実現してきた. 実際. この方
法を利用して計算した 2次元モデルのシミュレーション結果がいくつも報告されているが, 精度や収束性
に問題があることが指摘されている [9]. そこで, 我々は図 14の方法を並列化することで. 直接 2次元モデ
ルを計算する.

図 11: DMRG の繰り込み方法. 全体 (superblock) は system と environmentから構成されている. system を

繰り込み新たなシングルサイト ( $\bullet$) を追加し, それに合わせて適切な environment配置し, 新しい superblock
を構成する.

4.1 2次元モデルに対する密度行列繰り込み群

ここでは図 14の方法で 2次元モデルを DMRG 法を用いて計算した場合の 5 $x10$サイトの 2次元ハイゼ

ンベルグモデルおよび 3 $x10$ サイトの 2次元ババードモデル ($U/t=10$. 境界条件: open) の DMRG 法で
計算した際の反復回数 (sweep 回数) と最小固有値の関係を図 16に, ババードモデルに対する繰り込み数と

最小固有値の関係を図 17に示す. この結果から, 今回の計算条件ではどちらのモデルに対しても反復回数
は 2, 3回で収束していることが確認できる. また, 精度が要求される場合. ハイゼンベルグモデルは 100

個程度の成分を繰り込めば十分であるが, ババードモデルは数百個の成分を繰り込む必要があることが確
認できた. 図 15の方法で 2次元ババードモデルを計算する際には数千個の成分を繰り込む必要があり, ま

た反復回数も数十回必要という報告 [10] があることがら, 本手法の精度および収束性は格段に優れている
ことがわかる.
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$\mathfrak{Q}$

M-site system

図 12: 無限系の計算方法. 1 ステップ毎に 2 サ 図 13: 有限系の計算方法. system と environ-
イトつつ増加するため, この方法を利用して, mentの境界を左右に動かすこと (sweep) で, 精

度を向上させる.モデルサイズを必要な大きさ (この図では $M$サ
イト) まで拡大させる.

図 14: 2次元モデルを直接 DMRG で扱う方法 図 15: 2次元モデルを 1次元モ
デルとして扱う方法.

5 まとめ

量子多体問題を計算する方法として, 厳密対角化法, 全対角化, 密度行列繰り込み群 (DMRG) の 3つの

方法を紹介し, 厳密対角化と全対角化については地球シミュレータを利用した際の性能評価とシミュレー
ション結果を紹介した. 性能評価に関しては 4000を越えるプロセッサでも良好な並列性能が得られ, その
性能を有効に引き出せていることが確認できた. またシミュレーション結果は地球シミュレータを利用する
ことで初めて得られた結果であり. この点からもその性能を有効活用していることがわかる.

DMRG に関しては現在開発中であるため地球シミュレータを利用した並列計算性能等を紹介することが
できないが, テスト計算により 2次元モデルを直接 DMRG で計算することで精度や収束性が格段に向上す
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図 16: 繰り込み数 $(m)$ と最小固有値の関係. (a) は 5 $x10$サイトハイゼンベルグモデル. (b) は 3 $x10$ サ
イトババードモデル.

Sweep count

図 17: 3 $x10$ サイトババードモデルを DMRG で計算した際の反復回数 ($8weep$ count) と最小固有値の関
係. $m$ は繰り込み数.

ることが確認できた. 今後は, 並列プログラムを改良し, 1000を越えるプロセッサを利用した並列計算で
これまで以上のサイズの問題を計算することを予定している.
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