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1. BORSUK-ULAM の定理

本稿では, 古典的な Borsuk-Ulamの定理の等変版への一般化とそれに関連する

いくつかの結果および未解決問題を述べたい.

古典的な Borsuk-Ulamの定理は次のように述べられる.

定理 1.1 (Borsuk-Ulamの定理 [2]). (BU1): 任意の連続写像 $f$ : $S^{\mathfrak{n}}arrow \mathbb{R}^{\mathfrak{n}}$ に

対して, $f(-x)=f(x)$ となる点 $X\in$ 辞が存在する.

よく知られているように, Borsllk-Ulamの定理は様々な言い換えができる. 変換

群論の観点からは次のようないいかえ (BU2), (BU3) が知られている.

定理 1.2. 位数 2の巡回群 $C_{2}$ は球面およびユークリッド空間上に対心的に作用し

ているとする. このとき,

$(BU2):C_{2}$写像 $f$ : $S^{m}arrow S^{n}$ が存在するれば $m\leq n$である.

(BU3): $C_{2}$写像 $f:S^{n}arrow \mathbb{R}^{n}$ が存在すれば $f^{-1}(0)\neq\emptyset$である.
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(BUI)-(BU3) は同値な命題であることは容易に確かめられる. したがって, こ

れらの命題はすべて Borsuk-Ulamの定理と呼ばれている. 証明には様々な方法が

知られているが, 代数トポロジーの手法を用いる証明は, コホモロジー論のーつの

応用として (BU2) を示すことが多い. ここでは, May [16] にある証明を紹介する.

はじめに次の補題を準備する.

補題 1.3. $C_{2}$ 写像 $f$ : $S^{m}arrow S^{n}$ から誘導される軌道空間 (実射影空間) の間の連

続写像を $\overline{f}:\mathbb{R}P^{m}arrow \mathbb{R}P^{n}$ とする. このとき, $m>n$ならば

$\overline{f}_{*}=0$ : $\pi_{1}(\mathbb{R}P^{m})arrow\pi_{1}(\mathbb{R}P^{n})$

である.

証明, $n=1$ のときは, $\overline{f}_{*}:$ $\pi_{1}(\mathbb{R}P^{m})\cong \mathbb{Z}_{2}arrow\pi_{1}(\mathbb{R}P^{1})\cong \mathbb{Z}$ であるから. $f_{*}=0$ と

なる.

次に $n\geq 2$ とする. $u_{k}\in H^{1}(\mathbb{R}P^{k};\mathbb{Z}_{2})\cong \mathbb{Z}_{2}$ で生成元を表す. $\overline{f}$から誘導される

1次コホモロジーの準同型

$\overline{f}^{*}:$ $H^{1}(\mathbb{R}P^{n};\mathbb{Z}_{2})arrow H^{1}(\mathbb{R}P^{m};\mathbb{Z}_{2})$

について, $\overline{f}^{l}=0$ を示す. もし $\overline{f}^{l}\neq 0$ とすると $\overline{f}^{*}(u_{n})=u_{m}$ とならざるを得ない.

したがって, $\overline{f}^{*}(u_{n}^{m})\cdot=u_{m}^{m}\in H^{m}(\mathbb{R}P^{m};\mathbb{Z}_{2})$ となるが, $m>n$ より $u_{n}^{m}=0$ となる

ので $\overline{f}^{l}(u_{n}^{m})=0$である. 一方 $u_{m}^{m}\neq 0$ であるから, 矛盾が生じる. ゆえに, $\overline{f}^{*}=0$

である. 普遍係数定理と Hurewicz の定理より 9 $\overline{f}_{*}=0$がいえる. 口

(BU2) の証明. $m>.n$ とすると, 補題 13から, $\overline{f}$のリフト $g:\mathbb{R}^{m}arrow$ 乎が存在し,

$p_{n}og=\overline{f}$ となる. ここで $Pk$ : $S^{k}arrow \mathbb{R}P^{k}$は自然な射影を表す. $f$ と一 $f$および $gop_{m}$

はともに $\overline{f}op_{m}$ のリフトであり, $p_{n}ogop_{m}=p_{n}of$ となるから, $gop_{m}(x)=\pm f(x)$

である. リフトの一意性より, $gop_{m}=f$ または $gop_{m}=-f$が成り立つ. しかし,
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右辺の $f$ あるいは一 $f$ は $C_{2}$ 同変であるが, $gop_{m}$ は $gop_{m}(x)=gop_{m}(-x)$ であ

るので $C_{2}$ 同変でない. これは矛盾である. ゆえに $m\leq n$ である. 口

BOrSuk-Ulam の定理は数多くの一般化が知られている. そのうちの一つとして

次の結果を述べておく.

定理 1.4 ($mod p$ Borsuk-Ulam定理). $C_{p}$ は mod $P$ホモロジー球面 $M,$ $N$ に自由に

作用しているとする. $C_{p}$ 写像 $f$ : $Marrow N$ が存在するならば dim $M\leq$ dim $N$ で

ある.

証明は, $[61, [11]$ などにある.

注意. この結果は昔からよく知られているが, 誰が最初に証明したのかは筆者はよ

く知らない.

この定理の応用として次の 2つの結果を示そう.

系 1.5. $G$ は非自明な有限群とし, $M,$ $N$ はある素数 $p||G|$ について mOd $P$ ホモロ

ジー球面とする. $G$ は $M,$ $N$ に自由に作用とする. このとき, $G$写像 $f$ : $Marrow N$

が存在するならば dim $M\leq\dim N$ である.

証明. $C_{p}\leq G$が存在するので作用を $C_{p}$ に制限して mod $p$ BOrSuk-Ulam定理を用

いればよい. 口

系 1.6. $M,$ $N$は有理ホモロジー球面とする. $S^{1}$ は $M,$ $N$ になめらかで不動点自由

に作用するとする $(M^{S^{1}}=N^{S^{1}}=\emptyset)$ . このとき,. $S^{1}$ 写像 $f$ : $Marrow N$ が存在する

ならば dimM $\leq\dim N$ である.
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証明. $M,$ $N$ は有限個の軌道型しかもたないので, ある素数位数の巡回群 $C_{p}\leq S^{1}$

が存在して, $M,$ $N$ は mOd $P$ ホモロジー球面で $M^{C_{p}}=N^{C_{p}}=\emptyset$ となる. したがっ

てら作用は自由作用である. 作用を $C_{p}$ に制限して $mod pBorsuk$-Ulam定理を用

いればよい. 口

その他の一般化については [1], [7], [8], [9], [10], [11], [12], [14] などを見られたい.

[13] には Burnside環を応用した Borsuk-Ulamの定理の証明がある. また, サーベ

イとして [22], [23] がある. 組み合わせ論の観点からの Borsuk-Ulamの定理と応用

に関する教科書に [15] がある.

2 等変 BORSUK-ULAM定理

$G$空間の間の連続写像 $f$ : $Xarrow Y$ が $G$等変 $(isovar\dot{\tau}ant)$ とは, $f$ が $G$ 同変であ

り, イソトロピー群を保つとき : $G_{f(x)}=G_{x}(\forall x\in X)$ をいう. 別の述べ方をする

と, 等変写像とは $X$ の各軌道上では単射となる同変写像のことである. 等変写像

は $G$空間や $G$多様体の分類に関して, 非常に重要な概念である (cf. [24], [3], [5]).

我々は, Borsuk-Ulam型定理の観点から, 等変写像を考察したい. Borsuk-Ulamの

定理の等変版はA. G. Wassermtにより研究された. 特に次の結果がmod $P$ Borsuk-

Ulam定理の応用として得られる.

定理 2.1 (等変Borsuk-Ulam定理). $G$ はコンパクト可解リー群とする. 表現空間

$V,$ $W$ の間に $G$等変写像 $f$ : $Varrow W$ が存在するならば

dim $V$ -dim $V^{G}\leq\dim W$ -dim $W^{G}$

が成り立つ.

この定理は, 表現空間の間の等変写像を扱っているが, 表現球面であっても成り

立つ. それには次の補題に注意すればよい.
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補題 2.2. $V,$ $W$を表現空間とする. 次の (1)$-(4)$ に関して, (1) $\Rightarrow(2)\Leftrightarrow(3)\Leftrightarrow(4)$

が成り立つ. さらに, Iso $SV\subset IsoSW$ をみたすならば, (1) $\Leftrightarrow(2)$ も成り立つ.

(1) 等変写像 $f:SVarrow SW$ が存在する.

(2) 等変写像 $f$ : $Varrow W$が存在する.

(3) 等変写像 $f$ : $(V^{G})^{\perp}arrow-(W^{G})^{\perp}$が存在する.

(4) 等変写像 $f$ : $S(V^{G})^{\perp}arrow S(W^{G})^{\perp}$ が存在する.

ここで, $(V^{G})^{\perp}$ は $V^{G}$の直交補空間を表す.

注意. [19] では (1)$-(4)$ は同値であると主張しているが, そのためには条件 I8O $SV\subset$

Iso $SW$ が必要である. 実際 $W^{G}=0$なる表現に対し, $V=W\oplus \mathbb{R}$ とおくと, 等変

写像 $id\oplus O:Varrow W$が存在するが, 等変写像 $f$ : $SVarrow SW$ は存在しない. なぜ

ならば, $SV$ には $G$不動点が存在するが $SW$ には存在しない. したがって同変写

像すら存在しないからである. なお, [19] の主結果の証明にはこの注意の影響はな

いことを付言しておく.

さて, Wasserman [25] は非可解群で等変 Borsuk-Ulam定理が成り立つ群をいく

つか見つけているが, 反例は未だに見つかっていない. そこで, 次のような問題を

考えるのは自然である.

問題. 任意のコンパクト・リー群について, 等変 Borsuk-Ulam定理が成り立つか ?

この問いは未解決であるが, 先にも述べたようにWassemanは有限群がある種

の条件をみたせば等変 Borsuk-Ulam定理が成り立つこことを示している. たとえ

ば, 交代群 $A_{5},$
$\ldots,$

$A_{11}$ がその例である. しかし, $A_{n}(n\geq 12)$ では不明である.

上の問題の特別な場合として
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問題. $A_{n}(n\geq 12)$ について, 等変 Borsuk-Ulam定理が成り立つか ?

また, 有限群でないコンパクトリー群でもほとんどわかっていない. $SO(3)$ ,

$SU(2)$ ですら未解決である. これらの群は表現自体は非常によくわかっているが,

表現空間自体の軌道構造が複雑であることから, その閥の等変写像となるとよくわ

からないというのが現状である.

問題. $SO(3),$ $SU(2)$ について, 等変 Borsuk-Ulam定理が成り立つか ?

Wa-ssemumは等変Boruk-Ulam定理が成り立つ群を $Borsuk-Ulam$群 (BUG) と

名付けた. BUG に関しては, 次の性質が容易に示される.

補題 2.3. $G$ はコンパクト・リー群とし, 部分群とは閉部分群を意味する.

(1) $G$ が BUG で $H$が正規部分群ならば商群 $G/H$ も BUG である.

(2) $G/H,$ $H$ が BUG ならば $G$ も BUG である.

この補題により有限群については, 単純群について調べればよいことになる.

問題. $G$ が BUG なら任意の部分群 $H$ も BUG か ?

なお, $SO(3),$ $SU(2)$ の任意の真部分群は BUG であることを付け加えておく.

Wassermanの結果以外には [17] の弱等変 Borsuk-Ulam定理が知られている.

定理 2.4 ([17]). 任意のコンパクトリー群 $G$ に対して, 無限大に発散する広義単

調増加関数 $\varphi_{G}$ : $Narrow N$が存在して, 次が成り立つ :
.等変写像 $f$ : $Varrow W$ が存在すれば,

$\varphi$ ($\dim V$ -dim $V^{G}$ ) $\leq\dim W$ -dim $W^{G}$

である.
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注意. $G=SO(3)$ のときは, $\varphi(x)=x/2$ ととれることがわかるが, 他の群で $\varphi$

の具体的な形はほどんど調べられていない. もちろん, $\varphi(x)=x$ ととれると等変

Bonusk-Ulam定理が成り立つことになる.

問題. $\varphi$ を評価せよ.

3. 等変 $BoRSUK-ULAM$型定理とその逆

この節では, $G$ は有限群とする. $G$空間 $X$ の特異集合 $x>1$ は

$X^{>1}= \bigcup_{1\neq H\leq G}X^{H}$

で定義される.

mod $P$ Boruk-Ulam定理の応用として次の結果が示される.

定理 3.1 ([20]). $W$ は $G$表現とする. $M$ を $G$が自由に作用する $mod |G|$ ホモロジー

球面とする. 等変写像 $f$ : $Marrow SW$ が存在するならば Borsuk-Ulam型不等式

dim $M+1\leq\dim SW$ –dim $SW>1$

が成り立つ. ここで, $SW>1=\emptyset$ の場合は dim $SW>1=-1$ と定める.

さらにこの定理の逆も成り立つ.

定理 3.2 ([20]). 上と同じ条件の下で Borsuk-Ulam型不等式

dim $M+1\leq\dim SW-\dim SW>1$

が成り立つとき, 等変写像 $f$ : $Marrow SW$ が存在する.

この結果は同変障害理論から示されるがその際にキーとなる事実は以下のことで

ある.

$SW_{k\infty}=SW\backslash SW>1$
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とおき,

$d=\dim SW$ -dim $SW>1$

とおく.

$\bullet$ 等変写像 $f$ : $Marrow SW$ の存在性は同変写像 $f$ : $Marrow SW_{\hslash\infty}$ の存在性と同

値である.

$\bullet$ $SWa_{\infty}$ は $(d-2)$ 連結である.

以上の結果からわかるように, 等変 Borsuk-Ulam型定理は等変写像の非存在性

に関する定理, その逆は存在性に関する定理と解釈出来る.

4. 等変ホモトピー類の分類

等変写像の存在がいえるとき, どのくらいたくさん存在するという問題は自然

な問いであろう. ここでは, 等変ホモトピー類の分類問題を考えたい. 同変ホモト

ピーが等変であるとき, 等変ホモトピーという. [X, Y]撃を等変写像 $f$ : $Xarrow Y$

の等変ホモトピー類全体の集合 (等変ホモトピー集合) とする.

問題. [X, Y]撃を決定せよ.

一般には, この問題は同変写像の場合と同様に非常に難しい問題である. そこで

我々は次の設定で分類問題を考察したい.

$\bullet$ $G$ は有限群.

$\bullet$ $X=M$ は有向連結閉 $G-C^{\infty}$多様体

$\bullet$ $M$上の $G$作用は自由であり, かつ向きを保つ.

$\bullet$ $Y=SW$ とする. ただし, $W$ はユニタリー $G$表.

$\bullet$ さらに Borsuk-Ulam型不等式

dim $M+1\leq\dim SW$ -dim $SW>1$
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を仮定する.

注意先に見たように, $M$がmod $|G|$ ホモロジー球面ならば等変写像の存在生から

Boruk-Ulam型不等式が成り立つが, 一般の $M$では成り立たない. 実際, $M$を 2次

元トーラス $T^{2}=S^{1}\cross S^{1}$ とし, $SW=S^{1}$ とする. 両空間には $S^{1}$ が自然に自由に作

用し, 第一成分への射影 $p_{1}$ : $T^{2}arrow S^{1}$ は等変写像である. この場合は Borsuk-Ulam

型不等式は成り立っていない.

4.1. Case 1: dim $M+1<d$ $:=\dim SW-\dim SW>1$ のとき. この場合の結果は

次である.

定理 4.1. $[M, SW]_{G}^{i\epsilon ov}=\{*\}$ (一点集合). つまり. 全ての等変写像は互いに等変

ホモトピックである.

証明. 任意の 2つの $G$写像 $f,$ $g$ :M\rightarrow SW匝が $G$ホモトピックであることを示せ

ばよい.

dim $M+1\leq d-1$ and SW蝕は $(d-2)$連結であるので, $G$写像 $F0$ $:=f \prod g$ :

$Mx\{0,1\}$ \rightarrow SW魚は $F$ :M $\cross$ I\rightarrow SW匝に拡張できる. 口

4.2. Case 2: dim $M+1=d$のとき. [$M$, SW]撃を記述するために, 多 1写像度を

導入する.

$\mathcal{A}=$ {$H\in IsoW|$ dim $SW^{H}=\dim SW>1$}

とおく. ここで Iso $W$ は $W$ のイソトロピー群全体の集合である.

$\mathcal{A}/G$ は $\mathcal{A}$に属する部分群の共役類全体の集合, i.e.,

$\mathcal{A}/G=\{(H)|H\in A\}$

とおく.

始めに, 次のことに注意する.
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補題 4.2. $G$ 同型

$\Psi$ :
$H^{d-1}(SW_{fr\infty}; \mathbb{Z})arrow\bigoplus_{(H)\in A/G}\mathbb{Z}[G/NH]$

が存在する. ここで $NH$ は $H$ の $G$ における正規化群である.

$\mathbb{Z}[G/NH]^{G}=\mathbb{Z}\cdot N_{H},$ $N_{H} \sum_{a\in G/NH}a$ , に注意すると同型

$c: \bigoplus_{(H)\in A/G}\mathbb{Z}[G/NH]^{G}arrow\bigoplus_{(H)\in A/G}\mathbb{Z}$

が存在する. したがって同型

$\Phi=c\circ\Psi^{G}$ :
$H^{d-1}(SW ff\infty;\mathbb{Z})^{G}arrow\bigoplus_{(H)\in A/G}\mathbb{Z}$

を得る. 次に, 以下のことも注意しておく.

補題 4.3. 自然な写像 $i:[M, SW]_{G}^{isov}arrow[M, SWffae]_{G}$ は全単射である.

このことにより, [$M$, SW]夢は同変ホモトピー集合 $[M, SW_{b\infty}]_{G}$ と同一視できる.

さて, $f$ : $Marrow SW$ は等変写像とすると, $f$ は $G$準同型

$f_{*}:$ $H_{d-1}(M$ ;Z$)$ \rightarrow Hd-l(SW可 ml $\mathbb{Z}$ )

を誘導する. $M$上の $G$作用は向きを保つから, 誘導される $H_{d-1}(M;\mathbb{Z})$上の作用

は自明である. したがって $f_{*}([M])\in H_{d-1}(SW_{bae};\mathbb{Z})^{G}$ である. ここで $[M]$ は $M$

の基本類である.

定義 (多重写像度). $f$ の多重写像度mDeg $f$ を

$mDegf=\Phi(f_{*}([M]))\in\bigoplus_{(H)\in A/G}\mathbb{Z}$

で定義する.

定義から容易に次がわかる.
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命題 4.4. 多重写像度は等変ホモトピー不変量である.

前述の設定のもとで以下が成り立つ.

定理 4.5 (等変 Hopf型定理).

(1) mDeg : $[M, SW]_{G}^{igov}arrow\oplus_{(H)\in A/G}\mathbb{Z}$ は単射,

(2) 任意の 2つの等変写像 $f,$ $g:Marrow SW$ について

mDeg
$f- mDegg\in\bigoplus_{(H)\in A/G}|NH|\mathbb{Z}$

である.

(3) 等変写像ゐ : $Marrow SW$ を固定する. 任意の元 $a\in\oplus_{(H)\in A/G}|NH|\mathbb{Z}$ に対

して, 等変写像 $f$ : $Marrow SW$ が存在して,

mDeg $f$ -mDeg $f_{0}=a$

が成り立つ.

$d_{H}(f)\in \mathbb{Z}$ は mDeg $f$ の $(H)$ 成分を表すとする.

$mD_{f_{0}}(f)=((d_{H}(f)-d_{H}(f_{0}))/|NH|)_{(H)\in A/G}\in\bigoplus_{(H)\in A/G}\mathbb{Z}$

とおく. このとき, 等変Hopf型定理より次の系が成り立つ.

系 4.6 (分類定理). 対応 $mD_{f_{0}}$ : $[M, SW]_{G}^{isov}arrow\oplus_{(H)\in A/G}\mathbb{Z}$ は全単射である.

5. 証明の概略

等変 Hopf型定理の証明の概略を以下で述べる. 詳しくは [21] で述べる予定で

ある.
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5.1. 同変複体のコホモロジー. tom Dieck のテキスト [4] から同変障害理論で使わ

れる同変コホモロジー (Bredon コホモロジーの特別な場合) を復習しておく. $X$

を有限 G-CW複体, $A$ をその $G$不変な部分複体とする. $G$ は $X\backslash A$上に自由に作

用しているとする. また, $X_{n}$ は (X, $A$ ) の $n$骨格, $C_{n}(X, A)$ $:=H_{n}(X_{n},X_{n-1};\mathbb{Z})$ ,

$\partial:C_{n}(X, A)arrow C_{n-1}$ ($X$, A):は境界準同型とする.

$X$上の作用から誘導される作用で $C_{n}(X, A)$ は $\mathbb{Z}G$加群であり, $\partial$ は $\mathbb{Z}G$準同型

となる.

$\pi$ を任意の $\mathbb{Z}G$加群とする. 同変コチェイン複体を

$C_{G}^{*}(X, A;\pi)$ $:=Hom_{\mathbb{Z}G}(C_{*}(X, A);\pi),$ $\delta:=Hom_{ZG}(\partial)$

とおく.

定義.

$\mathfrak{H}_{G}^{*}(X, A;\pi)$ $:=H^{*}(C_{G}^{*}(X, A;\pi),$ $\delta$ )

注意. $\mathfrak{H}_{G}^{l}(X, A;\pi)\cong H^{*}(X/G,X/A;\{\pi\})$ (with local coefficients).

定理は以下の補題たちから証明される.

補題 5.1.

$\epsilon:fl_{G}^{d-1}(M;\pi_{d-1}(SW_{\ \infty}))arrow H^{d-1}(M;\pi_{d-1}(SW_{\ \infty}))$

は忘却準同型で

$\tau:H^{d-1}(M|\pi_{d-1}(SWfiae))arrow \mathfrak{H}_{G}^{d-1}$ ($M;\pi_{d-1}$ (SW蝕))

はトランスファー準同型 (ノルム準同型) とする.

このとき次が成り立つ.

(1) $\tau\circ\epsilon=|G|$ .
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(2) $\tau$ は全射.

(3) $\epsilon$ は単射.

補題 5.2. 次の $G$ 同型あるいは同型が成り立つ.

(1) $\pi_{d-1}(SWff\infty)\cong 0\oplus_{(H)\in A/G}\mathbb{Z}[G/NH]$ .
(2) $H^{d-1}(M;\pi_{d-1}(SWffae))\cong G\oplus_{(H)\in A/G}\mathbb{Z}[G/NH]$ .
(3) $\hslash_{G}^{d-1}(M;\pi_{d-1}(SW_{k\infty}))\cong\oplus_{(H)\in A/G}\mathbb{Z}[G/NH]^{G}\cong\oplus_{(H)\in A/G}\mathbb{Z}$.
(4) ${\rm Im}\epsilon={\rm Im}\epsilon\circ\tau\cong\oplus_{(H)\in A/G}|NH|\mathbb{Z}$.

補題 5.3. $f,$ $g:Marrow SW$ は $G$等変写像とする. $f,$ $g$ が (同変) ホモトピックで

あるための同変障害類 $\gamma_{G}(f,g)$ と (非同変) 障害類 $\gamma(f,g)$ が存在する.

さらに, 次の可換図式が成り立つ.
$[M, SW]_{G}^{i\epsilon ov}arrow^{\gamma_{G}\simeq}\mathfrak{H}_{G}^{d-1}(M;\pi_{d-1}(SW_{\ \infty}))$

$i\downarrow$ $\downarrow\epsilon$

[$M$, Sw飴] $\div H^{d-1}(M;\pi_{d-1}(SWff\infty))$ .
水平の写像は対応 $[f]\mapsto\gamma_{G}(f, f_{0})$ と $[f]\mapsto\gamma(f, f_{0})$ で定義される全単射である. こ

こでゐは固定された等変写像である.

補題 5.4. 多重写像度はコホモロジーで記述でき, 特に

mDeg $f$ -mDeg $g=\Phi(h(\langle\gamma(f,g), [M]\rangle))$

である. ここでんは Hurewicz準同型である.

たとえば等変Hopf型定理の (1) は次のように示される.

mDeg $f=mDegg$ならば補題 5.4により $\gamma(f,g)=0$である. $\epsilon(\gamma_{G}(f,g))=\gamma(f,g)$

かつ $\epsilon$は単射であるので, $\gamma c(f,g)=0$がいえる,

したがって $f$ と $g$ は等変ホモトピックである. つまり mDeg は単射である.
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他の主張も補題 52(2), 53および 54から容易に帰結される. 口
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