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1 Introduction
$(M,w)$ を閉シンプレクティック多様体とし、 $H\in C^{\infty}(S^{1}xM)$ を (時間に依存した) ハミ
ルトン関数とする。 $S^{1}$ は $S^{1}=\mathbb{R}/\mathbb{Z}$を表わすとし、従って $H$ は $H(t+1, x)=H(t,x)$ を
任意の $(t,x)\in \mathbb{R}xM$ に対して満たすとする。 このとき、 (時間に依存した) ハミルトン
ベクトル場 $X_{t}$ が

$\omega(X_{t},\bullet)=dH_{t}$

により定まる。 ここで、 $H_{t}=H(t$ , $\bullet$ $)$ である。ハミルトン関数 $H$ に随伴したハミルトン
方程式は

$\frac{dx}{dt}=X_{t}(x)$ (1.1)

として定義される。いま、 (11) の周期 1の周期解 (1-周期解) 全体のなす集合を Per$(H)$

と書くことにする。また、 その 1-周期解の中で、ホモトピー型が $\alpha\in\pi_{1}(M)$ であるもの
全体を Per$(H;\alpha)$ と書く。
ここで考える問題は、 1-周期解の存在問題である。すなわち、 Per$(H)=\emptyset$であるか

否かである。 これに対して、 アーノルドは次のような予想を提起した [Ar65] :
$Co\iota lj\mathfrak{e}ture1.1$ . geneticな $H\in C^{\infty}(S^{1}xM)$ に対して、

$\#Per(H;0)\geq\sum_{k}b_{k}(M)$

が成り立つ。 $0\in\pi_{1}(M)$ は可縮なループのホモトピー型を、 $b_{k}(M)$ は $M$ の $k$ 次の Betti
数を表わす。

この予想は、$M$が曲面の場合は Eliashberg[E179] によって、 $M=T^{2n}$の場合は Conley-
$Zehnder[CZ83]$ により肯定的に解決された。その後、アーノルド予想が系統的に解決され
るのはフレアーによってである。フレアー [F189-2] はシンプレクティック多様体 $(M,\omega)$ が
単調 (monotone) であるという条件下で、現在フレアーホモロジーと呼ばれるホモロジー
を構成することにより、アーノルド予想を解決した。その後、Hofer-Salamon[HS95]、お
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よび、 $Ono[On95]$ により、 フレアーが課した単調性の条件を緩め、 $(M,\omega)$ が半正 (semi-
positive or weakly monotone) の場合に予想を解決した。一般のコンパクトなシンプレク
ティック多様体の場合は、 $Liu- Tian[LT98]$ 、 および、 Fukaya-Ono[FO99] により証明され
ている。
フレアーホモロジーを用いた、アーノルド予想の証明の方針は以下のようなものであ

る。 $(M,\omega)$ に対して、 $\omega$ と両立するような概複素構造 $J$ を選び固定する。 ここで、概複
素構造 $J$ : $TMarrow TM$ が $\omega$ と両立する (w-compatible) とは、 $w(JX, JY)=w(X, Y)$ で
あり、 $g_{J}=\omega(\bullet, J\bullet)$ がリーマン計量となっていることを指す。すると、Per$(H;0)$ の各
元を生成元とする自由加群

$CF^{*}(H, J;0)=\bigoplus_{\gamma\in Per(H;0)}\Lambda_{w,0}\langle\gamma\rangle$

上にハミルトン関数 $H$ と概複素構造 $J$ を使って、余境界作用素 $\delta^{*}$ : $CF^{\cdot}(H, J;0)arrow$

$CF^{*}(H, J;0)$ がしかるべく定義される。 $\Lambda_{w,0}$ はローラン級数環を一般化した環で、Novikov
環と呼ばれる。([HS95] または後述を見よ。) このようにして定義される鎖複体 $(CF^{*}(H, J;0),$ $\delta^{*}$ )
を (可縮な)周期軌道に対するフレアー鎖複体と呼ぷ。また、フレアー鎖複体から決まるホ
モロジーをフレアーコホモロジーと呼び、 $HF^{*}(H, J;0)$ と書くことにする。 (ホモロジー
も考えることも出来るが、 ここではコホモロジーを考える。)
このとき、 フレアーコホモロジー $HF^{*}(H, J;0)$ はハミルトン関数 $H$や概複素構造 $J$

に依らずすべて同型であることが証明できる。いま、 $H$を時間に依存しない $M$上のモー
ス関数で、び-位相の意味で十分小さいものとしてみよう。 このような $H$ に対しては、
Per$(H;0)$ は不動点のみからなる、つまり、Per$(H;0)$ はモース関数 $H$の臨界点のなす集
合に等しい。さらに、 フレアーコホモロジー $HF^{*}(H, J;0)$ の計算はモース関数 $H$ に対す
るモース・スメール・ウィッテンコホモロジーの計算に帰着され、この場合 $HF^{*}(H, J;0)$

は $H^{n}(M)\otimes\Lambda_{w,0}$ に同型であることが示される。
以上の議論から、 $CF^{*}(H, J;0)$ は Per$(H;0)$ を生成元とする自由加群であり、そのホ

モロジー $HF^{*}(H, J;0)$ は $H^{*}(M)\otimes\Lambda_{w,0}$ に同型であることが分かった。したがって、モー
スの不等式より、

Per$(H;0) \geq\sum_{k}b_{k}(M)$

が直ちに導かれる。
これがフレアーコホモロジーを使ったアーノルド予想の証明の概略である。ただし、

この方法は考えている周期軌道が可縮である場合にしか適用できない。実際、 $\alpha\in\pi_{1}(M)$

が自明でないとして上の方法を適用してみよう。 このとき、 ホモトピー型が $\alpha$ であるよ
うな周期軌道を生成元とする自由加群

$CF^{*}(H, J;\alpha)=\bigoplus_{\gamma\in Per(H;\alpha)}\Lambda_{w,\alpha}\langle\gamma\rangle$

とその上の余境界作用 $\delta^{*}:$ $CF^{*}(H, J;\alpha)arrow CF^{*}(H, J;\alpha)$ が同様に定義される。 しかも可
縮な周期軌道の場合と同様に、 $HF^{\cdot}(H, J;\alpha)$ はハミルトン関数 $H$や概複素構造 $J$ に依ら
ずすべて同型であるということまで証明できる。
したがって、 あとは $H\in C^{\infty}(S^{1}xM)$ が $C^{1}$-位相の意味で十分小さいときに、フレ

アーコホモロジー $HF^{\cdot}(H, J;\alpha)$ を計算すればよい。 $H$ が $C^{1}$-位相の意味で十分小さいと
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きに、 $HF^{*}(H, J;\alpha)=0$ であることがすぐに分かる。なぜなら、 $H\in C^{\infty}(S^{1}\cross M)$ が $C^{1}-$

位相で十分小さければ、 Per$(H;\alpha)=\emptyset$であるからである。実際、 $\gamma\in Per(H;\alpha)$ である
と仮定して矛盾を導く。 この周期軌道の長さをリーマン計量 $g_{J}$ で計ると、

1engh$( \gamma)=\int_{0}^{1}\Vert\dot{\gamma}\Vert dt=\int_{0}^{1}$ lgrad$H\circ\gamma\Vert dt$

となる。 したがって、 $H$ は $C^{1}$-位相で十分小さいから周期軌道 $\gamma$ の長さも十分小さいこ
とになるが、 これは矛盾である。 $\alpha\in\pi_{1}(M)$ は自明ではないから、 $\alpha\neq 0$をホモトピー
型としてもつ閉曲線の長さは最小値を持ち、 length$(\gamma)$ は H. に依らない定数で下から抑
えられるからである。

$HF^{*}(H, J;\alpha)$ がハミルトン関数 $H$や概複素構造 $J$ に依存しないことから、 $\alpha\neq 0$ な
らば常に $HF^{*}(H, J;\alpha)=0$ であることが分かる。 したがって、 フレアーコホモロジーか
らは寺 Per$(H;\alpha)\geq 0$ という自明な結論しかえられない。このように、フレアーコホモロ
ジーを用いて、 ハミルトン系の可縮でない周期軌道の存在を示そうとするアブローチは
破綻する。
以下、 この論説では可縮でない周期軌道の存在を調べるためのアプローチとして、 2

つの道具を紹介し、その基本的な性質を述べる。 1つは飢 tered フレアーコホモロジー
であり、 もう一つはWhitehead トーションである。

2 周期軌道に対するフレアーコホモロジー

$(M,w)$を閉シンプレクティック多様体であるとする。$\omega$ と両立する概複素構造 $J$のなす集合
は可縮であって、特に空集合ではない。したがって、 $TM$の第一チャーン類 $c_{1}\in H^{2}(M;\mathbb{Z})$

が一意に定まる。
さて、 フレアーコホモロジーを構成するにあたり、以下のものを固定しておく :

$\bullet$ ホモトピー型 $\alpha\in\pi_{1}(M)$。 $\alpha\neq 0$ であると仮定する。

$\bullet$ ホモトピー型が $\alpha$ である参照ループ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{f}$ : $S^{1}arrow M$
。

また、 自由ループ空間の連結成分で、ホモトピー型が $\alpha$ であるものからなるものを $\mathcal{L}_{\alpha}M$

と書く。つまり、
$\mathcal{L}_{\alpha}M=\{\gamma:S^{1}arrow M|[\gamma]=\alpha\in\pi_{1}(M)\}$

である。
ループ空間 $\mathcal{L}_{\alpha}M$の被覆空間 $\tilde{\mathcal{L}}_{\alpha}M$ を以下のように定義しよう。

$\overline{\mathcal{L}}_{\alpha}M=\{(\gamma,u)|\gamma\in \mathcal{L}_{\alpha}M,u\cdot.[0,1]xS^{1}arrow Mu(0,t)=\gamma_{ref}(t),u(1,t)=\gamma(t)\}/\sim$

ここで、 上式における同値関係は

$(\gamma_{1},u_{1})\sim(\gamma_{2},u_{2})$ $\Leftrightarrow$ $\{\begin{array}{l}\gamma_{1}=\gamma_{2}\omega(u_{1}\#(-u_{2}))=0,c_{1}(u_{1}\#(-u_{2}))=0\end{array}$

107



によって与えられる。 ここで、 $u_{1}\#(-u_{2})$ は $u_{1}$ と $u_{2}$ を境界 $\gamma_{ref}$ と $\gamma_{1}=\gamma_{2}$ に沿って張り
合わせて得られる $T^{2}$ から $M$への写像を表わす。上のようにして定義される空間 $\tilde{\mathcal{L}}_{\alpha}M$

は $\mathcal{L}_{\alpha}M$ の被覆空間であり、被覆変換群は

$\Gamma_{w,\alpha}=\ovalbox{\tt\small REJECT} ker(\pi_{1}(\mathcal{L}_{\alpha}M)arrow \mathbb{R};A-\rangle w(A))\cap ker(\pi_{1}(\mathcal{L}_{\alpha}M)arrow \mathbb{Z};A-c_{1}(A)){\rm Im}(\pi_{1}(\mathcal{L}_{\alpha}M)arrow H_{2}(M))$

である。ただし、 $\mathcal{L}_{\alpha}M$上の閉曲線は $T^{2}$ から $M$への滑らかな写像と同一視できるから、
この同一視により $\pi_{1}(\mathcal{L}_{\alpha}M)$ から $H_{2}(M)$ への写像が誘導されることに注意する。特に、

$\Gamma_{w,\alpha}$ は可換群である。
空間 $\tilde{\mathcal{L}}_{\alpha}M$ 上の作用汎関数 $\mathcal{A}_{H,\text{。}}$ を

$\mathcal{A}_{H,\alpha}([\gamma,u])=-\int_{[0,1]xS^{1}}u^{r}w-\int_{0}^{1}H(t,\gamma(t))dt$ , $[\gamma,u]\in\tilde{\mathcal{L}}_{\alpha}M$ ,

によって定義する。この作用汎関数は古典力学で現れる作用汎関数を一般化したものであ
る。 もし $w$が完全形式 $\omega=-d\theta$ であったとすると、ストークスの定理から $\mathcal{A}_{H,\alpha}([\gamma, u])=$

$\int_{S^{1}}\gamma^{*}\theta-\int_{0}^{1}H(t,\gamma(t))-\int_{S^{1}}\gamma_{ref}^{l}\theta$ となる。すなわち、定数ゐ 1 $\gamma_{ref}^{*}\theta$を除けば、 $\mathcal{A}_{H,\alpha}$ は古
典力学で現れる作用汎関数に一致する。 このような事情から、次の命題が成り立つこと
は容易に想像されるであろう。

Lemma 2.1 (Variational Principle). $[\gamma, u]\in\tilde{\mathcal{L}}_{\alpha}M$が作用汎関数 $\mathcal{A}_{H,\alpha}$ の臨界点であるた
めの必要十分条件は、 $\gamma$ がハミルトン方程式 $\dot{\gamma}=X_{t}(\gamma)$ を満たすことである。

作用汎関数 $A_{H,\alpha}$ に対する第一変分公式が

$(d \mathcal{A}_{H,\alpha})_{[\gamma,u]}(X)=\int_{0}^{1}\omega_{\gamma(t)}(\dot{\gamma}-X_{t}(\gamma),X)dt$, $X\in T_{[\gamma,u]}\tilde{\mathcal{L}}_{\alpha}M\cong\Gamma(\gamma^{*}TM)$ ,

となることから、上の補題は証明される。

Definition 2.2 (Spectrum). 作用汎関数の臨界点全体のなす集合を Crit $(A_{H,\alpha})$ と記す。
また、作用汎関数 $\mathcal{A}_{H,\alpha}$ の臨界値全体のなす集合をスペクトル集合といい、 $Sp\bm{r}(H;\alpha)$ と

書く ;
$Spec(H;\alpha)=\{A_{H,\alpha}([\gamma, u])|[\gamma, u]\in Crit(\mathcal{A}_{H,\alpha})\}$ .

スペクトル集合の性質を述べるには若干の準備が要る。 $(M,w)$ 上のシンブレクティツ
ク微分同相写像群 SymP$(M,w)=\{\phi\in Diff(M)|\phi^{*}w=w\}$ は幾何学的には自然な対象
であるが、 SymP$(M,w)$ はさらに興味深い部分群を含んでいる。それがハミルトン微分
同相群 Ham$(M,\omega)$ である。 $\phi\in Symp(M,\omega)$ がハミルトン微分同相写像であるとは、あ
るハミルトン関数 $H\in C^{\infty}(S^{1}xM)$ が存在して、 $H$ のハミルトンベクトル場の生成す
るフロー $\phi_{t}$ を用いて $\phi_{1}=\phi$ となるときをいう。 このとき、 $Hrightarrow\phi$ と記すと約束する。
ハミルトン微分同相写像全体の集合 Ham$(M,w)$ は写像の合成に関して群をなし $[PoO1]$、

$Symp(M,\omega)$ の部分群である。

Proposition 2.3. $\phi\in Ham(M,w)$ とする。 $\phi$ を生成するハミルトン関数のなす集合

$\mathcal{H}_{\phi}=\{H\in C^{\infty}(S^{1}xM)|H\mapsto\phi\}$
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上に同値関係を次のように定義する : $H^{0}\sim H^{1}$ であるのは、 $H^{0}$ と $H^{1}$ を結ぶ $\mathcal{H}_{\phi}$ 内の道
$\{H^{s}\}_{s\in[0,1]}$ が存在することである。 この同値関係による同値類を $[\phi, H]\in \mathcal{H}_{\phi}/\sim$ のよう
に書く。
このとき、 $\mathcal{H}_{\phi}/\sim$ は Ham$(M,w)$ の普遍被覆空間 $\overline{Ham}(M,\omega)$ と同一視できる。

これでスペクトル集合 $Spec(H;\alpha)$ の性質を述べることが出来る。スペクトル集合
$\underline{s}_{L^{\bm{r}(H;\alpha)}}$ は $H\in \mathcal{H}_{\phi}$ に依存しているのではなく、普遍被覆空間の元 $[\phi, H]\in \mathcal{H}_{\phi}/\sim=$

$H\epsilon m(M,\omega)$ に本質的に依存しているのである。

Theorem 2.4. $H^{0},$ $H^{1}\in \mathcal{H}_{\phi}$が $\int_{M}H_{0}w^{\mathfrak{n}}=\int_{M}H_{1}w^{\mathfrak{n}}=0$を満たし、かつ、上の同値関係
の意味で $H^{0}\sim H^{1}$ であるとする。このとき、スペクトル集合 $Spec(H^{0};\alpha)$ は $Spec(H^{1};\alpha)$

に等しい。

Skecth of Proof. $H^{0}\sim H^{1}$ であるから、 $H^{0}$ と $H^{1}$ とを結ぷ 1 パラメータ族 $\{H^{\iota}\}_{e\in[0,1]}\subset$

$\mathcal{H}_{\phi}$ が存在する。 $H^{*}$ のハミルトンベクトル場 $X_{t}^{f}$ のフローを $\phi_{t}^{l}$ と書く。各 $s\in[0,1]$ に対
して、 $H^{\ell}\in \mathcal{H}_{\phi}$ であるから、 $\phi_{1}^{\epsilon}=\phi$ である。また、ハミルトンベクトル場 $X_{t}^{\epsilon}$ の 1-周期
軌道 $\gamma$ に対して、 $\gamma(0)$ は $\phi_{1}^{l}=\phi$の不動点であるから、

Per$(H^{\ell};\alpha)\cong Per(H^{0};\alpha)$ , Crit $(\mathcal{A}_{H,\alpha})\cong Crit(A_{H^{0},\alpha})$ , $s\in[0,1]$

である。 この Crit $(\mathcal{A}_{H^{0},\alpha})$ から Crit $(\mathcal{A}_{H,\alpha})$ への対応は次のようにして構成できる。
いま、 $\psi_{t}^{\delta}=\phi_{t}\cdot\circ(\phi_{t}^{0})^{-1}$ とおくと、 $\psi_{t}^{l}$ は

$F^{s}(t,x)=H^{\iota}(t,x)-H^{0}(t,\phi_{t}^{l}(x))$ , $(t,x)\in S^{1}xM$,

のハミルトンベクトル場から生成されるフローであることが分かる。すると、

Per$(H^{0};\alpha)arrow Per(H^{*};\alpha);\gamma-(\psi\gamma:t-\psi_{t}^{l}(\gamma(t)))$

は全単射写像となる事が示せる。 さらに、

Crit $(A_{H^{0},\alpha})arrow Crit(\mathcal{A}_{H,\alpha});[\gamma,u]-[\psi^{t}\gamma,\psi^{\delta}u]$

という全単射写像も得られる。ここで、 $(\psi^{\delta}u)(s’,t)=\psi_{t}^{\iota\epsilon’}(u(s’,t)),$ $(s’,t)\in[0,1]xS^{1}$ で

ある。
Crit $(\mathcal{A}_{H^{0},\alpha})$ から Crit $(A_{H,\alpha})$ への全単射写像が得られたから、 $[\gamma, u]\in Crit(\mathcal{A}_{H^{0},\alpha})$

に対して、 $\mathcal{A}_{H,\alpha}([\psi^{\epsilon}\gamma, \psi^{\epsilon}u])$が $s\in[0,1]$ に依らず一定であることを示せばよい。実際、
$d\mathcal{A}_{H,\alpha}([\psi^{\epsilon}\gamma, \psi^{\epsilon}u])/ds=0$ であることが微分を実行することにより分かる。 ([Oh05] な
ども参照。) 口

次に、 フレアー鎖複体を定義する。 $J$ を $w$ と両立した概複素構造とし、それを固定す
る。 このとき、 $CF^{\cdot}(H, J;\alpha)$ を作用汎関数 $\mathcal{A}_{H,\alpha}$ の臨界点から生成される形式和

$\sum_{\tilde{\gamma}\in Crit(A_{H,\alpha})}a_{\tilde{\gamma}}\tilde{\gamma}$

, $a_{\tilde{\gamma}}\in \mathbb{Z}_{2}$ ,

で、任意の実数 $\lambda\in \mathbb{R}$ に対して

$\#\{\tilde{\gamma}\in Crit(A_{H,\alpha})|a_{\overline{\gamma}}\neq 0,\mathcal{A}_{H,\alpha}(\tilde{\gamma})\geq\lambda\}<+\infty$
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を満たすもの全体とする。
いま、 Novikov 環況,\alpha を形式和

$\sum_{A\in\Gamma_{w\alpha}},c_{A}A$
, $c_{A}\in \mathbb{Z}_{2}$

で、 任意の実数 $\lambda\in \mathbb{R}$に対して、

$\#\{A\in\Gamma_{w,\alpha}|c_{A}\neq 0,\omega(A)\leq\lambda\}<+\infty$

を満たすもの全体を指す。 $\Lambda_{u,\alpha}$ には積

$(A \in\Gamma\sum_{a},c_{A}A)$ $( \sum_{B\in\Gamma_{w}}$

.。

$d_{B}B)= \sum_{\alpha}.c_{A}d_{B}AB=\sum_{AA,B\in\Gamma}(\sum_{B}c_{A-B}d_{B})A$

が定義され、環となる。 また、 Novikov環 $\Lambda_{w,\alpha}$ は $CF^{*}(H, J;\alpha)$ に

$( \sum_{A\in\Gamma_{w\alpha}},c_{A}A)\cdot(\sum_{\overline{\gamma}}a_{\tilde{\gamma}}\tilde{\gamma})=\sum_{\tilde{\gamma}}(\sum_{A}a_{A^{-1}\tilde{\gamma}^{C}A})\tilde{\gamma}$

の仕方で作用するとする。 したがって、 CF’ $(H, J;\alpha)$ は Novikov環上の加群であり、 さ
らに Per$(H;\alpha)$ により生成される自由加群とみなせる :

$CF^{*}(H, J;\alpha)\cong\bigoplus_{\gamma\in Per(H_{j}\alpha)}\Lambda_{w,\alpha}\gamma$
.

集合 $CF^{\cdot}(H, J;\alpha)$ に次数を定義するには、 Conley-Zehnder指数 $\mu$ : Crit $(A_{H.\alpha})arrow Z$

を用いる。 この Conley-Zehnder指数は Maslov指数と関わりが深い。その定義はここで
は述べないが、 Conley-Zehnder指数 $\mu$ は

$\mu(A\cdot\overline{\gamma})=\mu(\tilde{\gamma})+2c_{1}(A)$, $\tilde{\gamma}\in Crit(\mathcal{A}_{H,\alpha}),$ $A\in\Gamma_{w,\alpha}$ ,

をみたす。Conley-Zehnder指数の定義は [SZ92, Sa99] などを参照せよ。
この Conley-Zehnder指数を用いて、 $CF^{\cdot}(H, J;\alpha)$ には次数が次のように定義される。

$CF^{k}(H, J;\alpha)=\{\sum_{\overline{\gamma}\in Crit(A_{H,a})}a_{\overline{\gamma}}\tilde{\gamma}\in CF^{*}(H, J;\alpha)|a_{7}\neq 0\Rightarrow\mu(\tilde{\gamma})\cong k$ mod $2N\}$ .

ここで、 $N\in N$ は ${\rm Im}(c_{1} : \Gamma_{w,\alpha}arrow \mathbb{Z};A-\rangle c_{1}(A))$ の生成元である。 もし ${\rm Im} c_{1}=\{0\}$ で

あるならば、 $N=+\infty$ であると約束する。
$CF^{\cdot}(H, J;\alpha)$ 上に余境界作用素 $\delta^{*}$ : $CF^{*}(H, J;\alpha)arrow CF^{*}(H, J, ; \alpha)$ を定義しよう。

$\overline{x}\in Crit(A_{H,\mu})$ に対して、

$\delta\tilde{x}=\sum_{\dot{y}\in Crit(A_{H,a}),\mu(\dot{y})-\mu\langle\delta)+1}n(\tilde{x},\tilde{y})\tilde{y}$
mod 2 (2.1)
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とおく。ここで、$n(\tilde{x},\tilde{y})$ は作用汎関数 $\mathcal{A}_{H,\alpha}$の臨界点 $\tilde{x}$から $\tilde{y}$への向かう” 勾配場” $grad\mathcal{A}_{H,\alpha}$

の” 積分曲線” の個数を表わす。
$n(\tilde{x},\tilde{y})$ の定義をもう少し詳しく述べよう。ループ空間 (の連結成分)L\alpha M には形式的

なリーマン計量

$\langle X, Y\rangle_{\gamma}=\int_{0}^{1}g_{J}(X(t),Y(t))dt$ , $X,Y\in T_{\gamma}\mathcal{L}_{\alpha}M\cong\Gamma(\gamma^{*}TM)$ ,

が定義される。 $\mathcal{L}_{\alpha}M$上のこの計量により、被覆空間である $\tilde{\mathcal{L}}_{\alpha}M$ に自然に計量が誘導さ
れる。 したがって、 $\tilde{\mathcal{L}}_{\alpha}M$ 上の作用汎関数に対して、 $d\mathcal{A}_{H,\alpha}=(gradA_{H,\alpha},$ $\bullet\rangle$ により、 そ
の形式的な勾配ベクトル場 $grad\mathcal{A}_{H,\alpha}$ が定義できる。作用汎関数 $\mathcal{A}_{H,\alpha}$ に対する第一変分
公式、 および、 リーマン計量 $g_{J}$ の定義 $g_{J}=w(\bullet, J\bullet)$ より、

$(grad\mathcal{A}_{H,\alpha})_{[\gamma,u]}=J(\dot{\gamma}-X_{t}(\gamma))\in\Gamma(\gamma^{*}TM)$ , $[\gamma,u]\in\tilde{\mathcal{L}}_{\alpha}M$ ,

と計算できる。
$\tilde{\mathcal{L}}_{\alpha}M$上の形式的な勾配方程式

$\frac{d\gamma}{ds}=-grad\mathcal{A}_{H,\alpha}$

を考える。 この方程式の解は $\tilde{\mathcal{L}}_{\alpha}M$ 上の道を与えるが、その解は同時に $\mathbb{R}xS^{1}$ から $M$

への写像 $v$ と見なす事ができる。上の勾配方程式を $v:\mathbb{R}xS^{1}arrow M$ に対する方程式と
して読み替えると、

$\frac{\partial v}{\partial s}+J(v)(\frac{\partial v}{\partial t}-X_{t}(v))=0$ (2.2)

となる。 ここで、 $8,$ \sim はそれぞれ $\mathbb{R}xS^{1}$ の第 1, 2成分の座標を表わす。方程式 (2.2) を
摂動されたコーシー. リーマン方程式、 または、 フレアー方程式と呼ぶ。

$\tilde{\gamma}_{\pm}=[\gamma_{\pm,u\pm}]\in Crit(\mathcal{A}_{H,\alpha})$ に対して、 $\tilde{\gamma}_{-}$ から $\tilde{\gamma}+$へ向かう勾配場 $grffi\mathcal{A}_{H,\alpha}$の積分曲
線のモジュライを考える。正確には、摂動コーシー. リーマン方程式の解のモジュライ
を考えることになる。

$\overline{\mathcal{M}}(\overline{\gamma}_{-},\tilde{\gamma}_{+})=\{v$ : $\mathbb{R}\cross S^{1}arrow M|[x_{+},u_{+}]=[x_{+},u_{-}\# v]vlh(2.2)$

を $bf^{\sim}.$す

$\lim_{\epsilonarrow\pm\infty}v(s,t)=\gamma_{\pm}(t)\}$

とおく。ここで、 $u_{-}\# v$ は $u_{-}$ と $v$ を $\gamma_{-}$ で張り合わせた写像を表わす。さらに、 $\overline{\mathcal{M}}(\tilde{\gamma}_{-},\tilde{\gamma}_{+})$

には $\mathbb{R}$ が
$(s_{0}\cdot v)(s,t)=v(s+s_{0}, t)$ , $v\in\overline{\mathcal{M}}(\tilde{\gamma}_{-},\tilde{\gamma}_{+}),$ $s_{0}\in \mathbb{R}$ ,

と作用する。 この $\mathbb{R}$の作用による商集合を

$\mathcal{M}(\tilde{\gamma}_{-},\tilde{\gamma}_{+})=\overline{\mathcal{M}}(\tilde{\gamma}_{-},\tilde{\gamma}_{+})/\mathbb{R}$

と書く。

Deflnition 2.5. $\tilde{x},\tilde{y}\in Crit(\mathcal{A}_{H,\alpha})$ に対して、 $n(\tilde{x},\tilde{y})=\#\mathcal{M}(\tilde{x},\tilde{y})$ と定義する。
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generic な $H,$ $J$ に対して、モジュライ空間 $\mathcal{M}(\tilde{x},\tilde{y})$ は滑らかな多様体の構造を持ち、
その次元は $\mu(\tilde{y})-\mu(\tilde{x})-1$ で与えられる。特に $\mu(\tilde{y})=\mu(\tilde{x})+1$ ならば、 $\mathcal{M}(\tilde{x},\tilde{y})$ は離

散集合である。 $\mathcal{M}(\tilde{x}$ ,のが多様体であることを証明するには、陰関数定理を用いるので
適当な関数空間の完備化をとって議論する必要があるが、 ここでは省略する。

$n(\tilde{x},\tilde{y})$ を使って余境界作用素 $\delta^{*}$ を定義したが、次のような問題が考えられる。 1つ

は、 $\delta^{*}$ が well-definedであるかどうか、つまり、 $n(\tilde{x},\tilde{y})<+\infty$ であるかどうか。 もう一

っは、 $\delta^{*}\circ\delta^{*}=0$が成り立つかどうかである。これらの問題ははモジュライ空間 $\mathcal{M}(\tilde{x},\tilde{y})$

のコンパクト性に関わり、摂動コーシー. リーマン方程式を解析する必要がある。実は、
モジュライ空間 $\mathcal{M}(\tilde{x},\tilde{y})$ は一般にはコンパクトではない。 これはバブル (bubbhng off) と
呼ばれる現象が起こることを排除できないためであるが、次のような仮定を課すことで
バブルが起こらないことが証明できる。

Definition 2.6 (Semi-Positivity). $(M,\omega)$ が半正 $(semi- positive)$、 または弱単調 $(w\alpha ly$

monotone)であるとは、

$w(A)>0$ and $6-2n\leq c_{1}(A)<0$

となる $A\in\pi_{2}(M)$ が存在しないことを指す。ただし、 $2n=\dim M$ である。

$H^{0},$ $H^{1}\in \mathcal{H}_{\phi}$ が $\int_{M}H_{0}\omega^{n}=\int_{M}H_{1}w^{n}=0$ を満たし、かつ、上の同値関係の意味で
$H^{0}\sim H^{1}$ であるとする。 このとき、

Theorem 2.7. $(M,w)$ は半正であるとし、 $H,$ $J$ は genetic に選ぷとする。 もし $\tilde{x},\tilde{y}\in$

$Crit(\mathcal{A}_{H,\alpha})$ が $\mu(\tilde{y})=\mu(\tilde{x})+1$ を満たせば、 $\mathcal{M}(\tilde{x},\tilde{y})$ は有限集合である。

これより、余境界作用素 $\delta^{*}$ が weU-definedであることが分かる。ここで、 $H,$ $J$が generic
であるとはある genericな条件を満たすことを指す。その条件をすべて述べることは出来
ないが、その中には「ハミルトン系 $\dot{x}=X_{t}$ の周期軌道はすべて非退化 (non-degenerate)
である。」 という条件も含まれる。 もし周期軌道がすべて非退化であれば、 $M$ は閉多様
体であると仮定していたから、周期軌道は有限個しかないことに注意する。以降特に断
らない限り、ハミルトン系 $\dot{x}=X_{t}$ の周期軌道はすべて非退化と仮定する。
また次の定理より、 $\delta^{*}\circ\delta^{*}=0$であることが証明される。

Theorem 2.8. $(M,w)$ は半正であるとし、 $H,$ $J$ は gene幅 $c$ に選ぷとする。 このとき、
$\mathcal{M}(\tilde{x},\tilde{z})$ のコンパクト化 $C\mathcal{M}(\tilde{x},\tilde{z})$ で、 $\mu(\tilde{z})=\mu(\tilde{x})+2$ なる $\tilde{x},$ $2$ に対して、

$\partial(C\mathcal{M}(\tilde{x},\tilde{z}))=$ $\cup$ $\mathcal{M}(\tilde{x},\tilde{y})x\mathcal{M}(\tilde{y},\tilde{z})$

\mbox{\boldmath $\mu$}(の$=\mu(\overline{x})+1$

を満たすものが存在する。

Deflnition 2.9. $(CF^{*}(H, J;\alpha),$ $\delta^{*}$ ) を可縮でない周期軌道に対するフレアー鎖複体と呼
ぷ。 また、 (CF*(H, $J;\alpha$), $\delta^{*}$ ) のホモロジーを $HF^{\cdot}(H, J;\alpha)$ と書き、可縮でない周期軌道
に対するフレアーコホモロジーという。

1節で述べたように、 フレアーコホモロジー $HF^{*}(H, J;\alpha)$ は $H,$ $J$ の選び方に依らず、
すべて同型であることが示せる。 しかしこれも 1節で述べたように、自明でない $\alpha$ に対
しては、 $HF^{*}(H, J;\alpha)=0$ となる。 ここで述べた定理等の証明の詳細は原論文 [F189-2] や
Salamon による lecture $note[Sa99]$ を参照。
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3 Filtered フレアーコホモロジー
この節では、 Filtered フレアーコホモロジーについて述べる。
まず、 その定義から述べよう。以下、ハミルトン関数 $H$

、 および、概複素構造 $J$ は

genericであるとする。前節で定義したフレアー鎖複体 $CF^{*}(H, J;\alpha)$ には次のような自然
な filtration が入る :

$CF_{a}^{*}(H, J;\alpha)=\{\sum a_{\overline{\gamma}}\tilde{\gamma}\in CF^{*}(H, J;\alpha)|A_{H,\alpha}(\tilde{\gamma})\leq a\}$ . (3.1)

ここで、 $a\in \mathbb{R}$である。
いま、実数 $a$ はスペクトル集合 $Sp\bm{r}(H;\alpha)$ に含まれないとする ; $a\not\in Spec(H;\alpha)$ . す

ると、余境界作用素 (2.1) は $CF^{*}(H, J;\alpha)$ の filtration(3.1) を保つ。すなわち、

$\delta^{k}(CF_{a}^{k}(H, J;\alpha))\subset CF_{a}^{k+1}(H, J;\alpha)$

である。実際、 $\tilde{\gamma}\pm\in Crit(A_{H,\alpha}),$ $\mu(\gamma_{+}^{-})=\mu(\tilde{\gamma}_{-})+1$ , に対して、エネルギー恒等式 (energy
identity)

$\mathcal{A}_{H,\alpha}(\tilde{\gamma}_{-})-\mathcal{A}_{H,\alpha}(\tilde{\gamma}_{+})=\int_{RxS^{1}}|\frac{\partial u}{\partial s}|^{2}dsdt$, $u\in\overline{\mathcal{M}}(\tilde{\gamma}_{-},\overline{\gamma}_{+})$ ,

が成立するから、 $\overline{\mathcal{M}}(\tilde{\gamma}_{-},\tilde{\gamma}_{+})\neq\emptyset$ ならば $\mathcal{A}_{H,\alpha}(\tilde{\gamma}_{+})\leq \mathcal{A}_{H,\alpha}(\tilde{\gamma}_{-})$ となる。 よって、余境界
作用素 (2.1) の定義より、 $\delta^{k}(CF_{a}^{k}(H, J;\alpha))\subset CF_{a}^{k+1}(H, J;\alpha)$ が示せた o
したがって、 $CF_{a}^{*}(H, J;\alpha)$ に対してもホモロジー

$HF_{a}^{k}=\frac{ker(\delta^{k}:CF_{a}^{k}arrow CF_{a}^{k+1})}{{\rm Im}(\delta^{k-1}:CF_{a}^{k-1}arrow CF_{a}^{k})}$

が定義でき、 これを ffltered フレアーコホモロジーと呼ぷ。 ここで、CF: $=CF_{a}^{*}(H, J;\alpha)$

と略記した。以下、文脈上 $H$
、 および、 $J$ が明らかなときは、 $CF_{a}^{s}=CF_{a}^{l}(H, J;\alpha)$ と略

すると約束する。
さらに、 $a,$ $b\in \mathbb{R}$ は $a<b$ であって、. スペクトル集合に含まれていないとする ; $a,$ $b\not\in$

$Spec(H;\alpha)$ . $\delta^{k}(CF_{a}^{k})\subset CF_{a}^{k+1},$ $\delta^{k}(CF_{b}^{k})\subset CF_{b}^{k+1}$ , であるから、余境界作用素 (2.1) から

$CF_{(a,b)}^{*}(H, J;\alpha)=\frac{CF_{b}^{*}(H,J;\alpha)}{CF_{a}^{*}(H,J;\alpha)}$

上に余境界作用素が誘導される。 $CF_{(a,b)}^{*}$ 上に誘導される余境界作用素も同様の記号 $\delta$ で

記すことにする。 このようにして定まる鎖複体 $(CF_{(a,b)}^{*}, \delta)$のホモロジー

$HF_{\langle a,b)}^{k}(H, J;\alpha)=\frac{ker(\delta^{k}:CF_{(a,b)}^{k}arrow CF_{(a,b)}^{k+1})}{{\rm Im}(\delta^{k}:CF_{(a,b)}^{k-1}arrow CF_{(a,b)}^{k})}$

も丘 lteredフレアーコホモロジーという。ここで、fflteredフレアー鎖複体 $CF_{(a,b)}(H, J;\alpha)$

やffltered フレアーコホモロジー $HF_{(a,b)}^{*}(H, J;\alpha)$ はもはや $\mathcal{K}_{\alpha}$-加群ではないことに注意
する。 ここでは、 $CF_{(a,b}^{*},(H, J;\alpha)$ や $HF_{(a,b)}^{*}(H, J;\alpha)$ は $\mathbb{Z}_{2}$-加群であると見なす。
さて、 fflteredフレアーコホモロジーの特徴を以下に述べよう。
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(0) ffltered フレアーコホモロジー $HF_{(a,b)}^{*}(H, J;\alpha)$ は $M$上の概複素構造 $J$ に依存しな
い。 つまり、 $M$上の概複素構造 $J_{0},$ $J_{1}$ に対して、

$HF_{(a,b)}^{*}(H, J_{0};\alpha)\cong HF_{(a,b)}^{*}(H, J_{1};\alpha)$

である。 よって、 $HF_{(a,b)}^{*}(H;\alpha)=HF_{(a,b)}^{*}(H, J;\alpha)$ とも書いてよい。

(1) unfiltered フレアーコホモロジー $HF^{*}(H, J;\alpha)$ が自明であるからといって、 filtered
フレアーコホモロジー $HF_{(a,b)}^{*}(H, J;\alpha)$ が自明であるとは限らない。

(2) filtered フレアーコホモロジー $HF_{(a,b)}^{*}(H, J;\alpha)$ は $a,$ $b$の選び方にも依存する。つま
り、 $a,$ $b$ の選び方により、 $HF_{(a,b)}^{*}(H, J;\alpha)$ が自明であったり、そうではなくなった
りする。

(3) filtered フレアーコホモロジー $HF_{(a,b)}^{*}(H, J;\alpha)$ はハミルトン関数 $H\in C^{\infty}(S^{1}xM)$

に依存するのではなく、 (本質的には) $[$\phi , $H]\in\overline{Ham}(M,w)$ に依存する。

(4) ハミルトン関数 $H\in C^{\infty}(S^{1}xM)$ を「少し摂動」 しても、 filtered フレアーコホモ
ロジー $HF_{(a,b)}^{*}(H, J;\alpha)$ は不変である。

特徴 (1) は、ffltered フレアーコホモロジーが可縮でないハミルトン系の周期軌道の存
在を調べる道具として使える、 という一つの根拠である。実際この論説での設定と違う
が、 $M$がリーマン多様体 $Q$の余接バンドル $T^{*}Q$である場合について、Biran-Polterovich-
Salamon[BPS03]、または、Weber[We06] は filteredフレアーホモロジーを可縮でない周期
軌道の存在問題に応用している。しかし、彼らの証明はシンプレクティック多様体 $(M,w)$

が余接バンドル $T^{t}Q$であるという仮定を存分に使っているため、我々の設定に用いちこ
とは出来ない。
また、ffltered フレアーコホモロジーが使いにくい点は (2) である。つまり、可縮でな

い周期軌道の存在を知るには、 自明でない ffltered フレアーコホモロジーを得るために
$a,b$をうまく選ばなくてはならない。さらに、$a,b$の選び方はハミルトン関数 $H$ に依存し
て決まる。ただし、特徴 (3) があるので、ハミルトン関数 $H$を「少し摂動」 しても、 $a,$ $b$

の選び方はその摂動では変わらない。特徴 (3) を正確な定理として述べておく :
Assumption 3.1 (Rationality). 写像

$\Gamma_{u,\alpha}arrow \mathbb{R};A\mapsto w(A)$

による像は離散的である。

したがって、上の仮定を満たし、かつ、ハミルトン系 $\dot{x}=X_{t}$ の周期軌道がすべて非
退化であれば、スペクトル集合 $Spec(H;\alpha)$ は離散的である。
このとき、次の定理が成り立つ。

Theorem 3.2 (cf. [Oh02]). $H^{0},$ $H^{1}\in \mathcal{H}_{\phi}$がん $H_{0}w^{n}= \int_{M}H_{1}\omega^{\mathfrak{n}}=0$ を満たし、 かつ、
命題 2. $S$の意味で $H^{0}\sim H^{1}$ であるとする。
このとき、仮定 S. 1のもとで、

$HF_{a,b)}(H^{0}, J;\alpha)\cong HF_{(a,b)}^{*}(H^{1}, J;\alpha)$

である。 ここで、 $a,b\not\in Spec(H^{0};\alpha)=Sp\bm{m}(H^{1};\alpha)$ .
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定理 2.4より、定理 3.2の仮定のもとでは $Spec(H^{0};\alpha)=Sp\bm{r}(H^{1}; \alpha)$ であることに注
意する。
特徴 (0) とあわせると、 filtered フレアーコホモロジーは

$HF_{(a,b)}^{*}(\tilde{\phi};\alpha)=HF_{(a,b)}^{*}(H, J;\alpha)$ , $\tilde{\phi}=[\phi,H]\in\overline{Ham}(M,\omega)$ ,

とも書いてよいであろう。
最後に、特徴 (4) の正確な主張を述べておこう。

Theorem 3.3 $(Floer- Hofer[FH94])$ . $H^{0},$ $H^{1}\in C^{\infty}(S^{1}xM)$ に対して ‘ $a,b\not\in Spec(H^{0};\alpha)\cup$

$Spec(H^{1};\alpha)$ であるとする。さらに、

$\epsilon=\inf\{|\lambda-a|, |\lambda-b||\lambda\in Spec(H^{0};\alpha)\cup Spec(H^{1};\alpha)\}$

とおく。もし $||H^{0}-H^{1}\Vert_{C^{0}(S^{1}xM)}<\epsilon/3$ であるならば、

$HF_{(a,b)}^{l}(H^{0}, J;\alpha)\cong HF_{(a,b)}(H^{1}, J;\alpha)$

である。

この定理の証明は本質的には Floer-Hofer[FH94] による。

4 Whitehead トーション

この節では、 フレアーコホモロジーから定まるWhitehead }--ションを定義し、その基
本的な性質を証明する。Whitehead トーションを考える理由は次の通りである。 1節でも
述べたように、 $HF^{*}(H, J;\alpha)=0,$ $\alpha\neq 0$であり、フレアーコホモロジーからは可縮でない
周期軌道の存在についての情報は得られなかった。しかし、可縮でない周期軌道の存在を
示すもっと直接的な方法はフレアー鎖複体 $CF^{*}(H, J;\alpha)$ が消えているかどうかを調べれ
ばよい。そこで、余境界作用素 $\delta^{*}$ が消えているかどうかを調べるのである。Whitehead
トーションとは余境界作用素の行列式のようなものであり、 その性質を調べることには
意義があるであろう。
まずそのために、Whitehead群の定義を復習しておく。詳しくは、Milnor[Mi66] を参

照。 $\Lambda_{w,\alpha}$ を 2節で定義した Novikov環であるとする。つまり、

況,\alpha $\{\sum_{A\in\Gamma}$

,。

$c_{A}A$ : 形式和 $|\#\{A|c_{A}\neq 0,\omega(A)\leq\lambda\}<\infty,$ $\forall\lambda\in \mathbb{R}\}$

であった。
Novikov環 $\Lambda_{w,\alpha}$ を成分として持つ可逆な $nxn$行列全体を $GL(n, \Lambda_{w,\alpha})$ と書く。また、

$GL(\Lambda_{w,\alpha})$ で $GL(n, \Lambda_{v,\alpha})$ の帰納極限を表わすとする : $GL(\Lambda_{w,\alpha})=\lim_{narrow\infty}GL(n, \Lambda_{\{v,\alpha})$ .
$GL(\Lambda_{w,\alpha})$ を交換子群で割り、アーベル化したものを $K_{1}(\Lambda_{w,a})$ とする。すなわち、

$K_{1}( \Lambda_{w})=\frac{GL(\Lambda_{w,\alpha})}{[GL(\Lambda_{w,\alpha}),GL(\Lambda.,\alpha)]}$
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である。 $K_{1}(\Lambda_{w,\alpha})$ を $\Lambda_{w,\alpha}$ 上の $K_{1}$ 群という。 さらに、

$\overline{K}_{1}(\Lambda_{w,\alpha})=\frac{K_{1}(\Lambda_{w,\alpha})}{\{\pm 1\}}$

とおく。 この $\overline{K}_{1}(\Lambda_{w,\alpha})$ を reduced $K_{1}$ 群という。

Definition 4.1 (Whitehead group). $\Gamma_{w,\alpha}=GL(1, A\alpha)$ と同一視する。 このとき、

$Wh(\Lambda_{w,\alpha})=\frac{\overline{K}_{1}(\Lambda_{\omega,\alpha})}{\Gamma_{w,\alpha}}=\frac{K_{1}(\Lambda_{w,\alpha})}{\{\pm\Gamma_{\omega,\alpha}\}}$

とおき、 $\Lambda_{w,\alpha}$ に対する Whitehead群という。

さて、フレアー鎖複体 (CF*(H, $J;\alpha$), $\delta^{t}$ ) は非輪状 (acyclic)、つまり、$HF^{t}(H, J;\alpha)=0$

であった。Whitehead トーションとはこのような非輪状な鎖複体に対して定義される、
Whitehead群に値をもつ量である。
ハミルトン系 $\dot{x}=X_{t}$の周期軌道はすべて非退化と仮定していたから、周期軌道の数は

有限である。いま、 $\{\tilde{\gamma}_{1}^{k}\}_{i}$ を $\sim_{\alpha}$-加群 $CF^{k}$の基底とする。さらに、 $ker(\delta^{k} : CF^{k}arrow CF^{k+1})$

は $\Lambda_{w,\alpha}$-自由加群となることが知られているので、 その基底を $\{\tilde{x}_{j}^{k}\}_{j}$ とする。
$CF^{n}(H, J;\alpha)$ は非輪状であったから、 ker $\delta^{k}={\rm Im}\delta^{k-1}$ である。 よって、完全系列

$0arrow ker\delta^{k}arrow CF^{k}arrow{\rm Im}\delta^{k}=ker\delta^{k+1}arrow 0$

と ker $\delta^{k}$ , ker $\delta^{k+1}$ の基底 $\{\tilde{\gamma}_{j}^{k}\}_{j},$ $\{\tilde{\gamma}_{j}^{k+1}\}_{j}$ より、 $CF^{k}$ にもう一つの基底 $\{\tilde{y}_{1}^{k}\}$: が自然に誘導
される。 したがって、我々は $\Lambda_{w,\alpha}$-加群 $CF^{k}$上に 2つの基底 $\{\tilde{\gamma}_{1}^{k}\}_{i}$ と $\{\tilde{y}_{1}^{k}\}_{i}$ を得たわけで
ある。いま、その 2つの基底の間の基底変換行列を $A^{k}=(ak_{it})$ とする ; $\tilde{y}_{i}^{k}=\sum_{l}a_{il}^{k}\tilde{\gamma}_{l}$ .
ここで、基底変換行列 $A^{k}$ は Novikov環 $\Lambda_{\omega,\alpha}$ に値を持つことに注意しよう。

Deflnition 4.2. $\{\tilde{\gamma}_{1}^{k}\}_{i}$ を況,\alpha -加群 $(CF^{*}(H, J;\alpha),$ $\delta^{*}$ ) の基底とする。フレアー鎖複体
$(CF^{*}(H, J;\alpha)$ , \delta りに対する Whitehead トーションは、

$\tau=\tau(CF^{*}(H, J;\alpha),\delta,$ $\{\tilde{\gamma}_{i}^{k}\}_{i,k}$ ) $= \sum_{k}(-1)^{k}[A^{k}]\in Wh(\Lambda_{v,\alpha})$

と定義される。

Whitehead トーションは ker $\delta^{k}$ の基底せ 3k.}j の取り方には依存しないはよく知られて
いる。一方、Whitehead }--ションは $CF^{k}$の基底 $\{\tilde{\gamma}_{i}^{k}\}_{t}$ の取り方には依存する。 しかし、
$CF^{k}$ の基底 $\{\tilde{\gamma}_{i}^{k}\}_{i}$ を次のように自然に選ぷことができる :CF’ は Per$(H;\alpha)$ の元によって
生成される況,\alpha -自由加群と同型であったから、 $CF^{k}$ の基底 $\{\tilde{\gamma}_{i}^{k}\}_{i}$ としてその同型に対応
する $\mathcal{A}_{H,\alpha}$ の臨界点を選べばよい。さらに、 $\{\tilde{\gamma}_{1}^{k}\}_{i}\subset Crit(A_{H,\alpha})$ は

$|\mu(\tilde{\gamma}_{1}^{k})-\mu(\tilde{\gamma}_{j}^{k})|<2N$, for all $i,j$,

満たすように選ぶ。 ここで、 $N\in N$ は ${\rm Im}(\Gamma_{w,\alpha}arrow \mathbb{Z};A\mapsto c_{1}(A))$ の生成元である。 この
ような $CF^{k}$ の基底 $\{\tilde{\gamma}_{1}^{k}\}:\subset Crit(\mathcal{A}_{H,\alpha})$ は canonical であるという。
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まだ、 $\{\tilde{\gamma}_{i}^{k}\}_{t}$ は一意に決まらないが、Whitehead トーション $\tau=\tau(CF^{*}, \delta, \{\tilde{\gamma}_{i}^{k}\}_{i,k})$ は
$\{\tilde{\gamma}_{i}^{k}\}_{i,k}$ に依らず定まる。以下、 $CF^{k}$ の基底として $\{\tilde{\gamma}_{i}^{k}\}_{i,k}$ を上のように選ぶと約束し、
$\tau=\tau(CF^{*}(H, J;\alpha))$ と略記することにする。

Whitehead トーションの定義から分かるように、 $\tau(CF^{*}(H, J;\alpha))$ は $CF^{*}(H, J;\alpha)$ が
非輪状であるから定まる量である。つまり、可縮でない周期軌道をフレアー鎖複体を使っ
て調べる道具として適しているであろう。もし $\tau(CF^{*}(H, J;\alpha))$ が $0$ でなければ、ホモト
ピー型が $\alpha\in\pi_{1}(M)$ であるような周期軌道が存在することになるからである。
さて、 フレアー鎖複体に対する Whitehead トーションに対して次の定理が成立する :

Theorem 4.3. $H^{0},$ $H^{1}\in \mathcal{H}_{\phi}$ は命題 2.3の意味で同値であるとする。 このとき、

$\tau(CF^{*}(H^{0}, J;\alpha))=\tau(CF^{*}(H^{1}, J;\alpha))$

である。

さらに、 $\tau(CF^{\cdot}(H, J;\alpha))$ は概複素構造 $J$ に依らず定まる。 $J$ に依存しないことの証
明は、フレアーコホモロジーや filteredフレアーコホモロジーが概複素構造に依存しない
ことの証明と同様である。特に、 $(CF^{*}(H, J_{0};\alpha),$ $\delta_{0}$ ) $\cong(CF^{l}(H, J_{1};\alpha),$ $\delta_{1}$ ) であることが
証明できる。

Skecth of Pmof. 命題 2.3の意味で $H^{0},$ $H^{1}$ は同値であるから、 $H^{0}$ と $H^{1}$ とを結ぷ 1 パラ
メータ族 $\{H^{\ell}\}_{\iota\in[0,1]}\subset \mathcal{H}_{\phi}$ が存在する。 このとき、定理 24の証明でも述べたように、
Per$(H^{\delta};\alpha)\cong Per(H^{0};\alpha),$ $Crit(\mathcal{A}_{H\cdot,\alpha})\cong Crit(\mathcal{A}_{H^{0},\alpha})$ である。 したがって、 $CF^{\cdot}(H^{\delta}, J;\alpha)$

は $\Lambda_{\omega,\alpha^{-}}$自由加群として $s\in[0,1]$ に依らずすべて同型である。 しかし、余境界作用素
$\delta_{f}^{*}:$ $CF^{*}(H^{s}, J;\alpha)arrow CF^{*}(H^{\delta}, J;\alpha)$ は変化する可能性がある。
式 (2.1) より、余境界作用素は摂動コーシー. リーマン方程式 (2.2) の解を数えること

で定義された。 よって、余境界作用素が変化するとすれば摂動コーシー. リーマン方程
式 (2.2) の解のモジュライ空間が変化するときである。そのような変化は generic には有
限個のパラメータの点 $s_{1},$ $s_{1},$ $\cdots s_{m}\in[0,1]$ を跨ぐ度に起こる。摂動コーシー. リーマ
ン方程式 (2.2) の解のモジュライ空間の変化は、 Floer[F188-31および Sdlivan[Su02] と同
様の議論により記述できる。 ここではモジュライ空間の変化を述べるにはかなり準備が
必要なので述べないが、 フレアー鎖複体の変化は以下のようになる。
十分小さい $\epsilon>0$ に対して、 同型写像

$T_{k}$ : $(CF^{k}(H^{\epsilon 0-\epsilon}, J;\alpha),$ $\delta_{0-e}^{k}$) $arrow(CF^{k}(H^{\epsilon_{0}+\epsilon}, J;\alpha),$ $\delta_{0+\epsilon}^{k}$)

が存在して、 $T_{k}\circ\delta_{s_{0}-\epsilon}^{k}=\delta_{\iota_{0+6}}^{k}\circ T_{k}$ を満たし、 $CF^{k}(H^{\iota_{0}-\epsilon}, J;\alpha)$ と $CF^{k}(H^{\iota_{0}+\epsilon}, J;\alpha)$ の

canonical な基底で、無の行列表示が elementray となる。 この場合怨の表現行列がが
elementray であるとは、 $T_{k}$ の表現行列が対角成分がすべて 1であり、off diagonal に唯
一つ非零な成分を持ち、その非零成分は $\Gamma_{w,\alpha}$ の元となっていることを指す。 このとき、
Whitehead トーションは不変であることが示される :

$\tau(CF^{*}(H^{\iota 0-\epsilon}, J;\alpha))=\tau(CF^{*}(H^{\epsilon_{0}+\epsilon}, J;\alpha))$ .

口
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