
3次元ド・ジッター空間の平均曲率 1をもつ曲面
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正の定曲率ローレンツ空間形である 3次元ト・ジッター空間内の平均曲率 1の空間的曲
面で完備なものは全謄的なものしかないことが知られているが, 特具点を許すならば,
多くの例があり, 興味深い研究対象である. また, 双曲型空間の平均曲率 1の曲面や
ユークリッド空間の極小曲面に対して知られているワイエルストラス表現公式の類似が
ある. これを用いて, 特異点をもっ平均曲率 1の曲面について得られた大域的な結果を
紹介する.

ドジッター空間 $S_{1}^{3}$ は 4次元ミンコフスキー空間 $L^{4}$ の一葉双曲面として実現される, 断面曲
率 1をもっローレンツ空間型である :

$S_{1}^{3}$ $;=\{x\in L^{4}|\langle x,x\rangle=1\}$

$=$ {$X\in Herm(2)|$ det $X=-1$ }

$=\{ae_{3^{t}}\overline{a}|a\in SL(2, C)\}=SL(2, C)/SU(1,1)$ $(e_{3}=(\begin{array}{l}0l0-1\end{array}))$ .

ここで, 4次元ミンコフスキー空間 $L^{4}$ の内積 $\langle, \rangle$ は符号 $(-, +, +, +)$ を持つとし, $L^{4}$ と 2 $x2$

のエルミート行列全体の集合 Herm(2) を

$L^{4}\in(x_{0},x_{1},x_{2}, x_{3})-(_{x_{2}-\sqrt{-1}x_{2}}x_{0}+x_{3}$ $x_{1}+\sqrt{-1}x_{2)}x_{0}-x_{3}\in Herm(2)$

のように対応づけている. また,

$SU(1,1)=\{X\in SL(2, C)|Xe_{3^{t}}\overline{X}=e_{3}\}$

である.

ドジッター空間を $SL(2, C)/SU(1,1)$ とみなしたとき, 標準的な射影 $\pi_{S}$ : $SL(2, C)arrow S_{1}^{3}$ は

$\pi s:SL(2, C)\ni a\mapsto ae_{3^{t}}\overline{a}\in S_{1}^{3}$.

であたえられる.
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3次元双曲型空間 $H^{3}=SL(2, C)/SU(2)$ は $L^{4}$ の二葉双曲面として実現できる. 上と同様にして,
射影 $\pi_{H}$ を

$\pi_{H}$ : $SL(2, C)\ni a\mapsto a^{\ell}\overline{a}\in SL(2, C)/SU(2)=H^{3}$ .

で表される.

リーマン面 $M^{2}$ 上で定義された正則写像 $F$ : $M^{2}arrow SL(2, C)$ が等方的. null であるとは,

$\det(dF/dz)$ が恒等的に $0$ となることである. ただし $z$ は $M^{2}$ の複素座標である. Bryant は
[2] で, 等方的はめこみ $F:M^{2}arrow SL(2, C)$ の射影 $\pi_{H}\circ F:M^{2}arrow H^{3}$ は. 平均曲率 1の曲面
(CMC-I 曲面) をあたえることを示した. .
一方, $\pi_{S}\circ F$ は $S_{1}^{3}$ の平均曲率 1の (一般に特具点をもっ) 空間的曲面をあたえる [1]. とくに,

$S_{1}^{3}$ の完備な空間的 CMC-I 曲面は, 全腕的であることが知られている. しかし, 特異点を許すな
らば, さまざまな興味深い例が存在する (たとえば [7], [4]) したがって, CMC-I 曲面の概念を,

特異点を許すものに拡張することは自然である. 実際, [3] において藤森は CMC-I 面 (CMC-I
faces) の概念をあたえた. この定義は, 3次元ミンコフスキー空間の特異点をもつ極大曲面のある
クラス (極大面, maxface, [10]) の類似である. CMC-I 面に対して, っぎのワイエルストラス

([1] の一般化) が成り立っ :

定理 1 (表現公式 [3]). 2次元多様体 $M^{2}$ 上で定義された可微分写像 $f:M^{2}arrow S_{1}^{3}$ が CMC-I 面
であるためには. $M^{2}$ の複素構造と, それに関して正則な等方的はめこみ $F:\overline{M}^{2}arrow SL(2, C)$ が

存在して $f=\pi s\circ F$ となることが必要十分である. ただし $\overline{M}^{2}$ は $M^{2}$ の普遍被覆である.

この $F$ を CMC-I 面 $f$ の正則持ち上げという.

定義 2. 定理 1の状況で, 正則持ち上げを $F=(F_{1j})$ と書き,

$G= \frac{dF_{11}}{dF_{12}}=\frac{dF_{21}}{dF_{22}}$ $g=- \frac{dF_{12}}{dF_{11}}=-\frac{dF_{22}}{dF_{21}}$ , $\omega=F_{11}dF_{21}-F_{21}dF_{11}$ .

と定める. 正則写像 $G:M^{2}arrow C\cup t\infty$ } と $g:\overline{M}^{2}arrow C\cup\{\infty\}$ はそれぞれ双曲的ガウス写像,

箪ニガウス写像とよばれる. 組 $(g, \omega)$ を $f$ のワイエルストラスデータとよぷ.

これらは, 双曲型空間 $H^{3}$ の CMC-I 曲面のワイエルストラスデータ [9] と同じものである.

ワイエルストラス. データを用いると. $f$ による誘導計量は $d\epsilon^{2}=(1-|g|^{2})^{2}|w|^{2}$ と表すことがで

きる.

補題 3. 点 $p\in M^{2}$ が CMC-I 面 $f$ の特異点であるための必要十分条件は, 策ニガウス写像 $g$ が

$|g(p)|=1$ を満たすことである.

特具点の判定条件 [6] を用いれば次がわかる.

定瑠 4(藤参佐治-梅原-山田 [6]). CMC-I 面のジェネリックな特具点は, cuspidal edge, swallow-
tail, cuspidal cross cap (図 1) である.
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a cuspidal edge a swallowtail a cuspidal cross cap

図 1 CMC-I 面のジェネリックな特異点

特異点をもつが, 複素解析的なデータで表現できることから, CMC-I 面の大域的な性質を研究
することは自然である. そのために完備性の概念を定義しよう :

定義 5 (完備性). CMC-I 面 $f:M^{2}arrow S_{1}^{3}$ が完備であるとは, コンパクト部分集合 $C\subset M^{2}$ と,
$M^{2}$ 上の対称 2 テンソル $T$ で, $M^{2}\backslash C$ 上 $T=0$, かっ $ds^{2}+T$ が $M^{2}$ 上の完備リーマン計量

となるものが存在することである.

定義から, 完備 CMC-I r面の特異点集合はコンパクトである.

謝題 6 (藤森$Ros8man$-梅原-Yang-山田 [5]). 完備 CMC-I 面 $f:M^{2}arrow S_{1}^{3}$ に対して定理 1の複

素構造を用いて $M^{2}$ をリーマン面とみなす. このとき, コンパクト・リーマン面 $\overline{M}^{2}$ と有限個の

点 $\{p_{1}, \ldots,p_{n}\}\subset\overline{M}^{2}$ が存在して, $M^{2}$ は $\overline{M}^{2}\backslash \{p_{1}, \ldots,p_{\mathfrak{n}}\}$ と双正則同値になる.

命題 6の $pj$ を CMC-I 面 $f$ の端またはエンドと呼ぷ. 双曲的ガウス写像 $G$ は $M^{2}$ 上の有理型

関数であるから, 各端 $p_{j}$ は $G$ の孤立特異点である. とくに $G$ の高々極であるような端を正則端’

regular end, 真性特異点であるような端を非正則端とよぶ. これらの用語は, 双曲型空間 $H^{3}$ の

CMC-I 曲面の場合と同様である.

以上の準備のもと, 主定理を述べる :

定理 7 (Osserman 型不等式, 藤森-Rossman-梅原-Yang-山田 [5]). 完備 CMC-I 面 $f:M^{2}=$

$\overline{M}^{2}\backslash \{p_{1}, \ldots,p_{n}\}arrow S_{1}^{3}$ の双曲的ガウス写像 $G$ は

2 $\deg G\geq-\chi(M^{2})+n=-\chi(\overline{M}^{2})+2n$

を満たす. ただし $\overline{M}^{2}$ はコンパクト・リーマン面である. さらに, 等号が成立するための必要十

分条件は, すべての端が正則かつ Properly embeddd となることである.

ユークリッド空間 $R^{3}$ の完備極小曲面のガウス写像は曲面 $M^{2}$ (をリーマン面とみなすと) 正則写像

$G:M^{2}arrow S^{2}=C\cup t\infty\}$ とみなすことができ, 定理 7と同様の主張が成り立つ. さらに, この場

合 $2\pi$ degG は絶対全曲率なので, 全曲率に関する不等式

$\int_{M^{2}}(-K)dA=2\pi$deg $G\geq-\chi(M^{2})+n=-\chi(\pi^{2})+2n$
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第二種放物的端 双曲的端

図 2 第二種放物的端と双曲的端での特異点集合

が得られ, これを, 極小曲面の Osserman の不等式とよぷ. 双曲的ガウス写像は, 曲面のガウス曲
率と直接関係がないが, その次数に対して極小曲薗の場合と同じ不等式が成立するので, 定理 7を

Osserman 型不等式とよぶことにする. 双曲型空間の CMC-I 曲面についても, 双曲的ガウス写像に
関する Osserman 型の定理が成立する [8].

定理 7の不等式は, $H^{3}$ の CMC-I 曲面の場合 [8] と同様に示すことができる. 等号条件を示すた

めには, 端の挙動を詳しく観察しなければならない. 完備な CMC-I 面は, 端の近傍には特異点を

もたないから. 各端は CMC-I はめこみ

$(*)$ $f:\Delta^{*}=\{z|0<|z|<1\}arrow S_{1}^{3}$ .

とみなすことができる. 正則もちあげ $F$ は, $\Delta^{*}$ の普遍被覆 $\tilde{\Delta}^{*}$ でしか定義されないが, $f=$

$\pi soF=Fe_{3^{t}}\overline{F}$ は $\Delta^{*}$ 上で well-defined である. したがって, $Fo\tau=F\rho_{f}$ を満たす行列

$\rho_{f}\in SU(1,1)$ が存在する. ただし $\tau$ は $\Delta^{r}$ の原点の回りのループに対応する, 普遍被覆 $\tilde{\Delta}^{*}$ の被

覆変換である.

ここで, $SU(1,1)$ は $SL(2, R)$ と同型であるが, これは双曲平面 $H^{2}$ に等長変換として作用す

る. したがって, $SU(1,1)$ の各元は楕円的, 放物的, 双曲的に分類される.

定義 8. 端物は, 行列 $\rho f$ が楕円的 (放物的, 双曲的) であるとき楕円的 (放物的, 双曲的) とよ

ばれる.

補題 9. 端 $(*)$ の第ニガウス写像 $g$ として, 次の形のものをとることができる :

$\bullet$ 端が楕円的のとき, $g(z)=z^{\mu}h(z)(\mu\in R)$ ,

$\bullet$ 放物的のとき $\hat{g}(z)=h(z)+$ log $z$ ,. 双曲的のとき $\hat{g}(z)=z^{i\mu}h(z)(\mu\in R\backslash \{0\})$ .
ただし $h$ は $\Delta*$ 上の 1価正則関数, $\hat{g}=-i(g+1)/(g-1)$ である.

定義 10. 補題 9の端が有隈型であるとは, 関数 $h$ が $0$ に高々極をもつことである. さらに, 有

限型な放物的端が第一種 (第二種) であるとは $h(O)\neq\infty$ $(h(O)=\infty)$ となることである.
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このとき, 次を示すことができる :

定理 11 ([5]). 完備な端は有限型である. さらに, それは楕円的であるかか, 第一種放物的である.

とくに, 完備双曲的エンドは存在しない.

第二種放物的端と双曲的端が存在しないことは, 特異点集合が $\{|g|=1\}$ であたえられること,

有限型であることと補題 9の形からわかる. 実際, これらのケースでは, 特具点集合が端に集積す

る (図 2) ので, 完備ではありえない.

定理 7の後半は, 楕円的および第一種双曲的端の漸近挙動を解析することにより示すことがで

きる.
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