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ここでは, 波面の特異点に関する判定法とその応用に関して述べる.
波面とは特異点付きの超曲面で, 特異点においても単位法線ベクトル
が定義可能なもののことをいう. 波面は一般に様々な特異点を持つ
が, そのなかで最もよくあらわれる $A$ 型特異点の判定法を与える.

1. 序

まずは波面 (wave front) の基本的事項から述べる.
組 $(N, g)$ を $n+1$ 次元リーマン多様体とし, $g$ によって $TN$ と $TN$ を同一視し

ておく. 開領域 $U\subset R^{\gamma}$’の点 $P$ をとり, $U$ から単位接バンドル

$T_{J}N=\{x\in TN;||x||=1\}$

へのはめ込み芽

$L$ : $(U^{\cdot}|.,p)arrow(T_{1}N, L(p))$

がルジャンドルはめ込みであるとは, $T_{1}N$ の標準的な接触形式 $\alpha$ に対して

$L^{*}\alpha=0$

が成り立つときと定義する. ルジャンドルはめ込み $L(U’,p)arrow(T_{1}\Lambda^{r}’, L(p))$ と射
影 $\pi:T_{1}Narrow N$ に対して集合

$W(L)=\pi\circ L(U)$

を $L$ の波面集合という. ここで, $L$ ははめ込みであるが, 射影 $W(L)$ には特異点が
あらわれてもよいことを注意しておく. 波面集合の特異点について次のようなこと
が知られている. ここで, $L(\Lambda,f^{2},T_{1}N^{j})$ で, ルジャンドルはめ込み $M^{2}arrow T_{1}N^{3}$ 全
体の集合にホイットニー $C^{\infty}$ 位相を入れたものを表すとする.

事実 1(アーノルドザカリューキン [1]). 集合 $O\subset L(M^{2}, T_{1\wedge’}V^{3})$ を
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$\mathcal{O}\cdot---\{L\in L(\wedge\lambda I^{2}, T_{i}A^{T3});’$ 任意の $P\in\Lambda\prime I^{2}$ に対して $L$ at $P$ は $W(L)$ が

集合芽として非特異またはカスプ辺またはスワローテイルに

微分同相なものにルジャンドル同値}
と定義すると $O$ は $L$ (」$t/f^{2},$ $T_{1}N^{3}$ ) の中で開かつ稠密である.

ここで, ルジャンドルはめ込み $L_{t}$ : $([/^{\tau_{i}},p_{i})arrow(T_{1}N_{i}, L_{i}(p_{i}))(i=1,2)$ がルジャ

ンドル同値であるとは微分同相写像 $\varphi$ : $(U_{1}, P_{1}.)arrow$ ( $\zeta^{r_{2}},$ P2) とファイバーを保つ接
触微分同相写像 $\Phi$ : $(T_{1}N.L_{1}(p_{1}))arrow(T_{1}N_{2}, L_{2}(P_{2}))$ が存在して

$L_{2}o\varphi=\Phi oL_{1}$

が成り立つこととする. 事実 1は, 与えられたルジャンドルはめ込み $L$ を少し摂動
することにより $W(L)$ には 2種類の特異点しかあらわれないように出来ると主張
する.

最近の研究によって, 様々な特別な性質を持つ曲面が, あるルジャンドルはめ込
みの波面集合としての構造を持つことが明らかになってきている [3, 4, 7, 8, 15]. こ

のような対象の特異点を調べる際上記のような一般性定理はあまり有効ではなく,
具体的に与えられた写像が特定の特異点を持つためのなるべく簡単に計算できる
判定法が重要である. カスプ辺とスワローテイルの判定法は [8] で与えられた. こ

の判定法は様々な場面で波面の特異点を研究する際に応用された $[3, 4,6\cdot-\cdots 12,14,15]$ .
高次元の波面の特異点に対して有用な判定法を作っておくことは意味深いと考え
る. ここでは, 高次元の波面の $A$ 型特異点に対する判定法を述べる. 我々は波面集
合自体をある写像の像として扱いたいので, 上記の定義を少し言い換えることを考
える. 以下は局所的な話なので $(N, g)=(R^{\tau\prime+1}, \langle, \rangle)$ とする.
滑らかな写像芽 $f$ : $(U^{n},p)arrow(R^{n\cdot+1}, f(p))$ が波面であるとはリフト $L_{f}$ :

$(U’,p)arrow(T_{1}R^{n+1}, L_{f}(p))$ が存在して $\Gamma_{f}$」 がルジャンドルはめ込みとなるときを
いう. 単位接バンドルを $T_{1}R^{\prime+1}--\cdot R^{n+1}\cross S^{\tau\iota}$ (単位球面) と同一視すると $L_{f}$ は

$L_{f}=(f, \nu)$ のように書ける. このとき $L_{f}$ がルジャンドルという条件は任意のベク
トル場 $X\in \mathcal{X}(U)$ に対して

$\langle df(X).\nu\rangle=0$

が成り立つことと同値である. このことから、$\nu$ を単位法線ベクトルと呼ぶことに
する.

波面の写像芽の特異点を調べるのが目的なので, 同じ写像芽とは定義域の座標変
換と像域の座標変換で移りあうものと定義したい. そこで, 以下のような同値関係
を導入する. なめらかな 2つの写像芽轟: $(U_{\dot{v}},p_{i})arrow(R^{n+1}, f_{i}(p_{i}))(i=1,2)$ が
$A$-同値であるとは微分同相写像芽 $\psi$ : $(U_{1},p_{1})arrow(U_{2},p_{2}),$ $\Psi$ : $(R^{\iota+1}.f_{1}(p_{1}))arrow$

$(R^{n+1}, f_{\wedge})(p_{2}))$ が存在して $\Psi\circ fi=f_{2}o\psi$ が成り立つときをいう. この同値関係と
上記のルジャンドルはめ込みの同値関係について次のようなことが知られている.
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事実 2(ザカリューキン $|\lceil 16]$ see also [8]). 波面 $f_{i}$ : $([\prime_{?}\cdot,p_{\dot{2}})arrow(R^{n+1}, f_{i}(p_{i}))(i---\cdot$

$1,2)$ は正則点が稠密であるとする. このとき $L_{f_{1}}$ と $L_{\int_{2}}$ がルジャンドル同値であ
る必要十分条件は $fi$ とゐが $A$-同値であることである.

この事実により, 2つの同値関係にほぼ差がないことが解るので, 波面 $f$ が特定
の特異点と $A$-同値に $f$

ここで, 波面にあら $\{$

6 $f.$’めの判定法を作ることを目的とする.
$n$るいくつかの代表的な特異点の例を見ておく.

例 3(カスプ辺). 写像 $f$ : $(u, v)rightarrow(u^{2}, u^{3}, \prime v)$ の原点における写像芽 (に $A$-同値な
もの) をカスプ辺という.

図 1. カスプ辺

例 4(スワローテイル). 写像 $f$ : $(u, v)rightarrow(3u^{4}+u^{2}v, 4u^{3}+2uv, v)$ の原点におけ
る写像芽をスワローテイルという,

図 2. スワローテイル
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例 5. 関数 $F^{A}(t, y)$ : $R\cross R^{n\cdot\{i}-R$ を

$F^{k}(t_{:}y)=t^{k+1}+ \sum_{i=1}^{A}t^{k-i}y_{i}’$ , $y=(y_{1}, \ldots’.\prime y_{k}, \ldots y_{\tau\iota+1})\in R^{n+1}$

とおく. ただし, $k\leq n+1$ . $F^{k}$ の判別集合を

$\mathcal{D}_{F^{k}}=\{y\in R^{n+1}$ ; $\exists_{t}\in Rs.t$ . $F^{k}(t,y)= \frac{\partial F^{k}}{\partial t}(t,y)=\circ\}$

とかく. 写像芽 $f$ : $(U^{n},p)arrow(R^{n+1}, f(p))$ の点 $P$ が $A_{k}$-型特異点であるとは $f(U)$

at $p$ が $\mathcal{D}_{F^{k}}$ at $0$ と (集合芽として) 一致するときをいう. パラメーター表示すると

$x rightarrow(kx_{1}+\sum_{i=2}^{k\cdot\sim 1}(i-1)x_{i}x_{1}^{i},$ $(k+1)x_{1}^{k}+ \sum_{i=2}^{k-1}ix_{i}x_{1}^{i-1},$ $x_{2},$ $\ldots x_{n})$

となる. ただし $x=(x_{1}, \ldots x_{r\iota})$ . これは, $A_{k}$ 型の関数 $t^{k+1}$ の普遍開折 $F^{k}$ の判別
集合として得られることからこの名前が付いている. 詳しくは $[2, 5]$ を参照 これ

らは波面の特異点としてよくあらわれるものである.
とくに $n=2,$ $k=2$ のときカスプ辺で, $n=2,$ $k=3$ のときスワローテイルであ

ることに注意しておく.

2. 判定法

波面の特異点の判定法を与えるために重要となる $i$-非退化性と $i$-非特異性を導入
する.

写像 $f$ : $(U^{\iota} ; u_{1}, \ldots , u_{n})arrow R^{n+J}$ を波面とし, $\nu$ を単位法線ベクトルとする. $f$

の特異点集合 $S(f)=:S_{1}$ を

$S_{1}=\{q\in U;ra11k(df)_{q}<n\}$

と定義する. 点 $P$ が 1-特異であるとは $P\in S_{1}$ となることと定義する. 一方波面
の定義から, $f$ の $n$ 個の偏導関数に加えてもう一つ単位法線ベクトルがあり

$i$
合計

$n+1$ 本のベクトルがあるので, 関数 $\lambda$ を

$\lambda:=dct(f_{?J1}, \ldots f_{u_{n}}, \nu)$ , $(f_{u\iota}= \frac{\partial f}{\partial u_{1}})$

と定義する. このとき $\lambda^{-1}(0)=S_{1}$ であるが, $P$ が 1-非退化であるとは 1-特異であ
りかつ $d\lambda(p)\neq 0$ であるときと定義する.

1-非退化な点 $P$ に対しては $P$ の近傍で $S_{1}$ が余次元 1の部分多様体となるので,
$S_{1}$ 上の $0$ にならないベクトル場 $\eta$ が存在して $(df)_{q}(\eta_{q})=0$ が成立する. この $\eta$

を退化ベクトル場と呼ぶ. 退化ベクトル場は例えばフロント

$f$ $:=(f_{1}, f_{2}, f_{3}, f_{1})$ : $U^{3}arrow R^{4}$
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の場合は

とすると,

det ( $\{_{f_{3})_{u_{1}}}^{f_{1})_{u_{2}}}.)\neq 0$

$\tilde{\eta}=(dct(\begin{array}{ll}(f_{1})_{l2} (f_{1})_{z_{3}}(f_{2})_{z_{2}} (f_{Y}\backslash )_{z_{3}}\end{array})$

$,$ -dc-t $(\begin{array}{ll}(f_{1})_{z_{1}} (f_{1})_{zs}(f_{2})_{\sim_{1}} (f_{3})_{zs}\end{array})$ $d\epsilon^{\backslash }t(\{f_{2})_{z_{1}}f_{1})_{z_{1}}$ $(f_{3})_{z_{2}}(f_{1})_{z_{2)}})$ .

のようにして $U$ 全体に拡張できる. このように $U$ 全体に拡張したものを拡張され
た退化ベクトル場と呼び, $\tilde{\eta}$ であらわすことにする.
今, $P$ は 1-非退化であったので $S_{1}$ が部分多様体であることから, $T_{p}S_{J}$ は意味を

持つ. 同様に制限 $fi:=f|s_{1}$ も意味を持つ.
ここで先のカスプ辺とスワローテイルの例を見てみる. 両方とも 1 非退化である

が, カスプ辺のほうは五を考えるとこれは正則な曲線である. 一方スワローテイル
のほうでは $f_{1}$ は 3/2-カスプであり, 特異点を持っている (図 3). このことを参考
に次のように帰納的に定義する.

図 3. カスプ辺とスワローテイル

まず, $S_{2}:=S(f_{1})$ とおいて, $p$ が 2\leftarrow 特異であるとは 1-非退化かつ $p\in S_{2}$ である

ときと定義する. これは $\overline{\eta}_{\rho}\in T_{l},S_{1}$ と同値である. さらに $P$ が 2-非退化であると
は, 2-特異かつ $T_{l},S_{1}$ 上で $d(\lambda’)_{p}\neq 0$ であるときと定義する. ただし, $\lambda’=d\lambda(\tilde{\eta})$ . こ
のとき, 同様に $S\cdot$

)
$\sim$

は $S_{1}$ 内の余次元 1の部分多様体である.
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さらに畠. $=S(f_{j-3})(_{1}S_{0}=U)_{:}f_{j}\simeq f_{j-1}$固とおき, $P$ が $j$-特異であるとは
$(i-1)$-非退化かつ $P\in S_{j}$ であるときと定義する. また, $P$ が $j$-非退化である
とは j-特異かつ $T_{\ell)}S_{j-1}$ 上で $(d\lambda^{(j-1)})_{p}\neq 0$ が成り立つときと定義する. ただし,

$\lambda^{(j-1)}=d\lambda^{(j-2)}(\tilde{\eta})$ . これは

$T_{p}S_{j-1}\not\subset ker(d\lambda^{(j-1)}.)_{p}$

と同値である. この定義は特異性と非退化性が成り立つ限り, $j=n$ まで続けるこ
とが可能である. ただし, $S_{n}=\{p\}$ となるので, $n$-非退化のとき, (n+l)\check 特異では
ないことが自動的に成り立つ.
この記号のもと, 判定法は次のように述べられる.

定理 6([13]). 波面 $f$ : $(U^{n},p)arrow(R^{n+1}, f(p))$ に対して, $f$ at $P$ が $A_{k+1}$ 型の特異
点に $A$ 同値である必要十分条件は $P$ が $f$ の $k$-非退化であるが, $(k+1)$-特異でない
特異点であることである.

この定理で $n=2,$ $k=2,3$ のとき [8] の判定法が得られることを注意しておく.
この定理は写像を何度も制限したものを考える必要があるが, 次の系を示すことが
出来る.

系 7. 波面 $f$ : $(U^{n},p)arrow(R_{\}^{n+l}f(p))$ に対して, $f$ at $P$ が $A_{k+1}$ 型の特異点に $A$ 同
値である必要十分条件は

$\bullet d\lambda(p)\neq 0$ ,

$\bullet\lambda(p)=\lambda’(p)=\cdots=\lambda^{(k-1)}(p)=0,$ $\lambda^{(k)}(p)\neq 0$ ,

$\bullet$ 写像 $\Lambda:=(\lambda, \lambda’, \ldots.\lambda^{(k-1)})$ : $Uarrow R^{k}$ は $P$ で非特異.

ただし.\acute $\lambda’(=\lambda^{(1)})=\tilde{\eta}\lambda,$ $\lambda^{(i)}=\tilde{\eta}\lambda^{(i-1)}$ であり, $\tilde{\eta}$ は退化ベクトル場 $\eta$ を $U$ 上に拡
張したものである.

この系は退化ベクトル場に関する微分のみを使っているので与えられた $f$ の情
報だけで直接的に計算できる点で有用であると思われる. 以下で. この判定法の応
用例を見ていく.

例 8.

$f(x_{1},x_{2},x_{3})=(3x_{1}^{4}+x_{1}^{2}x_{2},4x_{1}^{3}+2x_{1}x_{2},x_{2},x_{3})$ : $R^{\delta}arrow R^{4}$

とする.

$\nu=(1, -x_{1}, x_{1}^{2},0)/\sqrt{1+x_{1}^{\sim}+x_{1}^{4})}$

とおけば ‘ $f$ が波面となることが解り, 退化方向ベクトル場は $(1, 0,0)$ で, 関数 $\lambda$ は

$\lambda=-(12x_{1}^{2}+2x_{2})(1+x_{1}^{2}+x_{1}^{4})^{1/2}$
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である. 系 7の条件は $\lambda$ を $0$ でない関数倍しても変わらないので

$\lambda=6x_{1}^{\sim}+x_{2})$

としてよい. 直接計算により $d\lambda(0)\neq 0$ であり, $\lambda(())--\cdot\lambda’(0)=0,$ $\lambda’’(0)\neq 0$

$(’ =\eta(\cdot)=\partial/\partial x_{1})$ であることが解る. さらに

$(\begin{array}{ll}\lambda’ \lambda’’\lambda_{x_{2}} \lambda_{x_{2}}’\lambda_{xs} \lambda_{x_{3}}\end{array})(0)=(\begin{array}{ll}0 l21 00 0\end{array})$

なので, $f$ at $0$ は $A_{3}$ 型特異点であると言える. これはスワローテイルと区間を直
積したものである.

例 9.

$f(x_{1},x_{2}, x_{3})=(4x_{1}^{r})+2x_{1}x_{3}+x_{1}^{\wedge}x_{2},5x_{1}^{4}+3x_{1}^{2}x_{3}+2x_{1}x_{2},x_{2},x_{3})$

とする.

$\nu=(1, -x_{1}, x_{1}^{2}, x_{1}^{3})/\sqrt{1+x_{1}^{2}+x_{1}^{4}+x_{1}^{6}}$

とおけば $f$ が波面となることが解り退化方向ベクトル場は $(1, 0,0)$ で, 関数 $\lambda$ は $P$

で $0$ にならない関数倍を同一視して

$\lambda=10x_{I}^{3}+3x_{1}x_{3}+x_{2}$

となることが解る. 再び直接計算により,

$d\lambda(0)\neq 0,$ $\lambda(-\lambda’(())=\lambda’’(0)-0, \lambda’’’(0)\neq 0$ .
さらに

$(\begin{array}{lll}\lambda’ \lambda’’ \lambda’’’\lambda_{x_{2}} \lambda_{\alpha_{2}}’. \lambda_{x_{\prime}}^{r_{2}}\lambda_{xs} \lambda_{x_{3}} \lambda_{r_{3}}’’\end{array})-\sim-\wedge(\begin{array}{lll}0 0 60l 0 00 3 (\rfloor\end{array})$

となるので, $f$ at $0$ は A.4型特異点であることが解る. これはスワローテイルと区
間の直積をその特異値の部分が 3/2-カスプになるようにつぶした特異点である.

例 10. $R^{4}$ 内の正則曲線 $\gamma$ : $Iarrow R^{4}$ を考える. $e,$ $n_{1},$ $n_{2},$ $na,$ $\kappa_{1}>0,$ $\kappa_{2}>0,$ $\kappa a$ で

それぞれ $\gamma$ のフルネ枠, 曲率をあらわす. このとき, 一般化された線織面 $F$ を

$F(t, u,\tau’)=\gamma(t)+ue(t)+’\iota\cdot n_{1}(t)$

と定義する. これは $\nu=n_{3}$ と定義すると, 単位法線ベクトルは定義できて, さらに
$\kappa_{3}\neq 0$ ならば波面となることが解る. 退化ベクトル場は $\eta=(-1,1, u\kappa_{1})$ で, 関数

12



$\lambda$ は ( $()$ でない関数倍を同一視して) $v$ となる. よって $S(F)=\{v=0\}$ である. 計

算により
$7\mathfrak{j}\lambda=$ $u\kappa_{1}$

$\eta\eta\lambda=$ $-u\kappa_{1}’+\kappa_{1}$

となるので, $\kappa_{3}(t_{0})\neq 0$ のとき,
$\bullet$ $u\neq 0$ のとき $F$ at $(t_{0}, u, 0)$ は $A_{2}$ 型特異点 (すなわちカスプ $\cross R^{2}$ ).
$\bullet$ $F$ at, (to, $0,0$ ) は $A_{3}$ 型特異点 (すなわちスワローテイル $xR$).

がわかる. ここで, $\kappa_{3}=0$ となる点では、高次元のカスプ的交叉帽子特異点である
と思われる. この特異点に関しては現在判定法を研究中である. 3次元空間内の曲
面のカスプ的交叉帽子特異点については [3] を参照.

3. 他の特異点の判定法

これまでは $R^{r\iota+1}$ 内の $A_{k}$ 型 $(k\leq n)$ 特異点の判定法を述べた. 最近, $R^{3}$ 内の

曲面の特異点について, もうすこし退化した特異点に関しての判定法を得たのでこ
こでそれを紹介したい.
写像

$(u, v)rightarrow(3u^{4}\pm 2u^{2}v^{2}, u^{3}\pm uv^{2}, v)$

の原点における写像芽をくちびる ( $+$ の場合) またはくちばし (- の場合) とそれぞ
れ呼ぶ. また; 写像

$(u, v)rightarrow$ ( $5u^{4}+2$vu, $v,4u^{5}+u^{2}v-v^{2}$ )

の原点における写像芽を $A4_{4}$ 分岐と呼ぶ. これらは次のように波面の 1 パラメー
ターの分岐にあらわれる特異点である (図, 4, $r$

). $6$ ).

図 4. くちびる

波面の特異点が 1-非退化であれば退化ベクトル場は定義域全体に拡張できるこ
とを前に述べたが, 特異点において余階数 $df$ の余階数が 1である場合も同様にし
て退化ベクトル場は定義域全体に拡張できる. これを $\eta$ と書くことにする.
これらの特異点の判定法は次のようになる.
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$rightarrow$

図 5. くちばし

$rightarrow$ $rightarrow$

図 6. $A_{4}$ 型分岐

定理 11. 波面 $f:[I^{2}arrow R^{3}$ の特異点 $p$ に対して $f$ at $P$ が

$\bullet$ くちびるに $A$-同値であることの必要十分条件は $raIlk(df)_{p}=1$ かつ $\lambda$ : $Uarrow R$

は $p$ で指数 $0$ または 2のモース型臨界点を持つことである.
$\bullet$ くちばしに $A$-同値であることの必要十分条件は rallk $(df)_{p}--- 1$ かつ, $\lambda$ : $Uarrow$

$R$ は $P$ で指数 1のモース型臨界点を持ち, $\lambda’’(p)\neq 0$ をみたすことである.
$\bullet$ $A_{4}$ 分岐に $A$-同値であることの必要十分条件は $d\lambda(p)\neq 0,$ $\lambda(p)=\lambda’(p)=$

$\lambda’’(p)=0$ かつ $\lambda’’’(p)\neq 0$ となることである.

ただし, $\lambda’=\eta\lambda$ . この判定法は一般的な波面にはあらわれないものの、波面の一
般的分岐にはあらわれる特異点に関する判定法を与えているので, 特別な性質をも
つ波面の特異点を研究する際に有用であると思われる.

例 12 ( $H^{3}$’内のホロ球面的曲面 [11]). $R_{1}^{4}$ で符号 $(-, +, +, \neq)$ をもつ内積 $(, )$ に

よるローレンツミンコフスキー空間をあらわすとする. $R_{1}^{4}$ 内の擬球面を

$H^{3}(-1)$ $=$ $\{x\in R_{1}^{4} ; \langle x, x\rangle=-1\}$

$LC^{*}$ $=$ $\{x\in R_{1}^{4} ; \langle x, x\rangle=0\}$

$S_{i^{t}}’$ $=$ $\{x\in R_{J}^{4} ; \langle x, x\rangle=1\}$

と定義する. 曲線 $\gamma:Iarrow H_{+}^{3}(-1)(|\gamma’|=1)$ をとる. 曲線 $a_{i}$ : $Iarrow s_{i}^{3}(i=1,2)$ を
$\langle\gamma’.a_{1}\rangle=\langle a_{1}, a_{2}\rangle=0$ をなるようにとり,

$a_{3}=\gamma\wedge a_{1}\wedge a_{2}$
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とおくと $\{\gamma, a_{1}, a_{2}, a_{d}\}$ は $R_{1}^{f}$ の擬正規直交基底となる.

$l=\gamma+a_{2}\in LC^{*}$

とおく. 曲面 $F=F_{(\gamma,a_{1},a_{2})}$ を

$F_{(\gamma,a\iota_{:}a_{2})}(s,t)=\gamma(t)+sa_{1}(t)+s^{\sim}l(t)/2$

と定めるとこれはホロ円の 1 パラメーター族をあらわすことがわかる. ここで, 擬
正規直交基底 $\{\gamma.a_{1}, a_{2}, a_{3}\}$ は次のフルネ・セレ型の方程式を満たす:

$(\begin{array}{l}\gamma’a_{1}’a_{2}a_{3}\end{array})=(\begin{array}{llll}0 c_{1} o_{2} c_{3}c_{1} 0 c_{4} c_{5}c_{2} -c_{4} () c_{6}c_{3} -c_{3} -c_{6} 0\end{array})(\begin{array}{l}\gamma a_{1}a_{2}a_{3}\end{array})$ .

関数 $c_{1},$ $\ldots c_{6}\in C^{\infty}(I, R^{6})$ によって $F$ はローレンツ運動を除いて一意的に定ま
るので、ポロ円の 1 パラメーター族全体の空間を $C^{\infty}(I, R^{6})$ と思うことが出来る.
この中で, 特に $c_{1}-c_{4}=0,$ $c_{2}=0$ , $ci\dagger=0$ を常に満たすものを考えるとこれは双曲
的ガウス写像が $l$ であり, 曲線 $\gamma$ にポロ円が常に接しているものとなるので.\acute これ
を接ホロ円織面と呼ぶ.
本稿で述べた判定法を使ってこの曲面の特異点を次のように求めることができ

る. まず, $c_{\ulcorner\}}\neq 0$ ならば $F$ は波面となる. さらに、 $\lambda=s(C_{\backslash .1}^{p}+sc_{t)}/2),$ $\eta=(c_{1}, -1)$

がわかるので, $S(F)=\{s=0\}\cup\{(j5+sc_{\{)}\backslash /2=0\}$ である. 特異点 ( $0$ , to) において
$\bullet$ $F$ がカスプ辺に同値である必要十分条件は $c_{t)}\backslash (t_{0})\neq 0,$ $c_{5}(t_{0})\neq 0$ かつ $c_{1}(t_{0})\neq$

$0$ .
$\bullet$ $F$ がスワローテイルに同値である必要十分条件は $c_{6}(t_{0})\neq 0$ . $c_{5}(t_{0})\neq 0$ ,

$c_{1}(t_{0})=t)$ かつ $d_{1}(t_{0})\neq 0$ .
$\bullet$ $F$ がくちばしに同値である必要十分条件は $c_{6}(t_{0})\neq 0_{\backslash ,\prime}c_{6}(to)=0$ . $c_{5}$ (to)’ $\neq 0$ ,

$c_{1}(t_{0})\neq 0$ かつ $(c_{1}-s’)(t_{0})\neq 0$ .
$\bullet$ $F$ がカスプ的交叉帽子に同値である必要十分条件は $q_{j}(t_{0})=0,$ $c_{5}(t_{0})\neq 0$ ,

$c_{6}’(t_{0})\neq 0$ かつ $c_{1}(t_{0})\neq 0$ .

ただし $s(t)=2_{C_{\backslash }\epsilon_{J}}(t)/c_{6}(t)$ . 特異点 $(-s(t_{()}), t_{0})$ において

$\bullet$ $F$ がカスプ辺に同値である必要十分条件は $c_{6}(t_{()})\neq 0$ . $c_{6}(t_{(})\neq 0$ かつ $(c_{1}-$

$s’)(t_{0})\neq 0$ .
$\bullet$ $F$ がスワローテイルに同値である必要十分条件は $c_{6}(t_{0})\neq 0,$ $c_{5}(t_{0})\neq 0,$ $(c_{1}-$

$s’)(t_{0})=0$ かつ $(c_{1}-s’)’(t_{0})\neq 0$ .

このように $c$ の条件だけを使って書ける. これから, 接ポロ円織面にジェネリッ
クにあらわれる特異点がカスプ辺, スワローテイル, くちばし, カスプ的交叉帽子で
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あることが証明できる. この場合, 通常の波面にはジェネリックにあらわれないく
ちばしがあらわれる. また. カスプ的交叉帽子を持つ場合, その特異点を通るホロ
円上には特異点を持ち得ない. さらに, くちびるがあらわれることは無いことがわ
かる.
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