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本稿の題目は, RIMS 研究集会「部分多様体論と可積分系および幾何解析とのつ
ながり, 平成 19年 7月 11日 (水) $\sim 7$月 13日 (金) 」 における著者の講演題
目「複素双曲型空間内の極小等質線織実超曲面の特徴付け」 とは異なるものである
が, 講演内容を完全に含んでいる。

1. 初めに (等質実超曲面に関する概論)

記号・記法の導入から始めよう。
ケーラー多様体 $(M_{n}, J, \langle, \rangle)$ 内の (局所単位法ベクトル場 $\mathcal{N}$ を持つ) 等長に

はめ込まれた任意の実超曲面 $M^{2n-1}$ に対して, 概接触計量構造 $(\phi, \xi,\eta, \langle, \rangle)$ を定
義する。 ここで, $\xi$ $:=-IN$ であり, $\forall X\in TM$ に対して $\eta(X)$ $:=\langle\xi, X\rangle,$ $\phi(X):=$

$IX-\eta(X)\mathcal{N}$ と定義する。 このとき, ケーラー多様体 $\overline{M}_{n}$ のリーマン接続 $\tilde{\nabla}$ と実
超曲面 $M^{2n-1}$ の誘導リーマン接続 $\nabla$ は, 次の二つの公式 (前者はガウスの公式, 後
者はワインガルテンの公式) によって関係付けられている。

(1.1) $\{\begin{array}{l}\tilde{\nabla}_{X}Y=\nabla_{X}Y+\langle AX,Y\rangle \mathcal{N}\tilde{\nabla}_{X}\mathcal{N}=-AX\end{array}$

ここで, $X,$ $Y\in TM$ であり, $A$ は $M$ の $\overline{M}$ における型作用素 (shape operator) で
ある。 また, $\tilde{\nabla}J=0$ より次が確かめられる。

(1.2) $\{\begin{array}{l}(\nabla_{X}\phi)Y=\eta(Y)AX-\langle AX,Y\rangle\xi\nabla_{X}\xi=\phi AX\end{array}$

特性ベクトル場 $\xi$ が各点で主曲率ベクトルであるような実超曲面 $M^{2n-1}$ は, ケー

ラー多様体 $\overline{M}_{n}$ 内のホップ超曲面と呼ばれている。以後, ホップ超曲面に対して

$A\xi=\alpha\xi$ と置くことにする。特に, 外側の空間として $\overline{M}=M_{n}(c)$ (即ち, ここでは
$M_{n}(c)$ は定正則断面曲率 $c(\neq 0)$ を持つ複素 $n$ 次元完備単連結ケーラー多様体を意味
する。故に, $M_{n}(c)$ は, 複素射影空間 $\mathbb{C}P^{n}(c)$ 又は, 複素双曲型空間 $\mathbb{C}H^{n}(c)$ と正則等

長同型である。) を取るとホップ超曲面は豊富に存在する。例えば, $M_{n}(c)(c\neq 0)$ 内の

任意のケーラー部分多様体を取り, それを芯とする半径が十分小さくて一定なチ$=-$

ブを考えると, そのチューブがホップ超曲面になっている。 これから $M_{\mathfrak{n}}(c)(c\neq 0)$

内の実超曲面論を専らに行うが, 特に局所的な議論では, 上述の諸公式 (1.1), (1.2)
及び次の 2つの式 (ガウスの方程式, コダッチの方程式) が威力を発揮する。

$\langle R(X, Y)Z, W\rangle=(c/4)\{\langle Y, Z\rangle\langle X, W\rangle-\langle X, Z\rangle\langle Y, W\rangle+\langle\phi Y, Z\rangle\langle\phi X, W\rangle$

(1.3) $-\langle\phi X, Z\rangle\langle\phi Y, W\rangle-2\langle\phi X, Y\rangle\langle\phi Z, W\rangle$}
$+\langle AY, Z\rangle\langle AX,W\rangle-\langle AX, Z\rangle\langle AY,W\rangle$ ,
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ここで, $R$ は実超曲面 $M$ の曲率テンソルを表す。

(1.4) $(\nabla_{X}A)Y-(\nabla_{Y}A)X=(c/4)\{\eta(X)\phi Y-\eta(Y)\phi X-2\langle\phi X, Y\rangle\xi\}$.

次の補題は $\overline{M}=M_{n}(c)(n\geqq 2, c\neq 0)$ 内の実超曲面論において有用な道具である。

補題 1. $\overline{M}=M_{n}(c),$ $c\neq 0$ 内のホップ超曲面 $M^{2n-1}(n\geqq 2)$ は, 次を満たす。 ただ
し, $A\xi=\alpha\xi$ とする。

(1) $\alpha$ は, $M$ 上局所的に定数である。
(2) $AX=\lambda X$ を満たすベクトル $X(\perp\xi)$ に対して, $(2\lambda-\alpha)A\phi X=(\alpha\lambda+$

$(c/2))\phi X$ が成り立っ。 特に, $C>0$ の場合は $A \emptyset X=\frac{\alpha\lambda+(c/2)}{2\lambda-\alpha}\emptyset X$ が成り
立っ。

注意 1. $c<0$ の場合は, 補題 1(2) において, 2つの方程式 $2\lambda-\alpha=0,$ $\alpha\lambda+(C/2)=0$

は両立する。例えば, $\mathbb{C}H^{n}(c)$ 内のホロ球面を取ればよい。 この実超曲面は, 主曲率
2種 $\lambda=\sqrt{|c|}/2,$ $\alpha=\sqrt{|c|}$ (または, $\lambda=-\sqrt{|c|}/2,$ $\alpha=-\sqrt{|c|}$) を持っ。 よって,
$c<0$ の場合は, $2\lambda-\alpha=0,2\lambda-\alpha\neq 0$ の両方のケースを考えなければならない。

$M=M_{n}(C)$ における実超曲面論では, 次の 2つの問題がある。
問題 1: $M_{n}(c)(C\neq 0)$ 内の等質実超曲面を分類し, それらを (全部あるいは個別に)

実超曲面全体が成すクラスにおいて特徴付けよ。
問題 2: $M_{n}(c)(C\neq 0)$ 内の ‘ 良い” 幾何的性質を持った非等質実超曲面を構成し, そ

れを実超曲面全体が成すクラスにおいて特徴付けよ。

実超曲面 $M$ が $\overline{M}=M_{n}(C)$ において等質であるとは, $M$ が外側の空間 $\overline{M}=$

$M_{n}(C)$ の等長変換群 I $(M_{n}(C))$ のある部分群の軌道で表されることを意味する。
$\mathbb{C}P^{n}(c)$ 内の等質実超曲面は Talgi ([18]) により分類され, 次の結果が知られて
いる。

定理 A. $\mathbb{C}P^{n}(C)(n\geqq 2)$ 内の等質実超曲面 $M$ は, 次の 6つのホップ超曲面のどれ
かと局所的に ($\mathbb{C}P^{n}(c)$ の等長変換に関して) 合同である。

$(A_{1})\mathbb{C}P^{n}(C)$ 内の半径 $r(0<r<\pi/\sqrt{C})$ の測地球面,
(A2) 全測地的 $\mathbb{C}P^{k}(C)(1\leqq k\leqq n-2)$ を芯とする半径 $r(0<r<\pi/\sqrt{C})$ の

チ $=$ -ブ,
(B) 複素 2次超曲面 $\mathbb{C}Q^{\mathfrak{n}-1}$ を芯とする半径 $r(0<r<\pi/(2\sqrt{C}))$ のチ $=$ -プ,
(C) $\mathbb{C}P^{1}(c)\cross \mathbb{C}P^{(n-1)/2}(C)$ を芯とする半径 $r(0<r<\pi/(2\sqrt{C}))$ のチ $=$ -プ,

ここで $n(\geqq 5)$ は奇数,
(D) 複素グラスマン $\mathbb{C}G_{2,5}$ を芯とする半径 $r(0<r<\pi/(2\sqrt{C}))$ のチューブ,

ここで $n=9$
(E) エルミート対称空間 $SO(10)/U(5)$ を芯とする半径 $r(0<r<\pi/(2\sqrt{C}))$ の

チューブ, ここで $n=15$ .
また, $\mathbb{C}P^{n}(C)$ 内の半径 $r=\pi/2$ の測地球面は, $\mathbb{C}P^{n-1}(C)$ に退化するから, 前述の

$(A_{1})$ 型等質実超曲面 (即ち, $\mathbb{C}P^{n}(C)$ 内の半径 $r(0<r<\pi/\sqrt{C})$ の測地球面) は,
全測地的複素超曲面 $\mathbb{C}P^{n-1}(c)$ 上の半径 $(\pi/2)-r$ のチ $=$ -ブと合同である。 よっ
て, 分類定理 A は, $\mathbb{C}P^{n}(c)$ 内の等質実超曲面は, 階数 1または 2の適当なコンパク
トエルミート対称空間を芯とするチューブになることを我々に教えてくれる。 これ
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ら 6種類の等質実超曲面の主曲率は次のようになっている ([18]) 。

また, Kimura $([8])$ は $\mathbb{C}P^{n}(C)$ 内の等質実超曲面に次のような幾何学的特徴付けを
与えた。

定理 B. $\mathbb{C}P^{n}(c)(n\geqq 2)$ 内の連結実超曲面 $M$ に関する次の 2条件は同値である。
(1) $M$ は $\mathbb{C}P^{n}(C)$ 内の等質実超曲面である。
(2) $M$ は, すべての主曲率がそれぞれ一定な $\mathbb{C}P^{n}(C)$ 内のホップ超曲面である。

Berndt $([3])$ は, 定理 $B$ の条件 (2) に触発されて次の分類定理を得た。

定理 C. $\mathbb{C}H^{n}(C)(n\geqq 2)$ 内のすべての主曲率がそれぞれ一定なホップ超曲面 $M$ は,
次の 5つの等質実超曲面と ($\mathbb{C}H^{n}(c)$ の等長変換に関して) 局所的に合同である。

(Ao) $\mathbb{C}H^{n}(c)$ 内のホロ球面,
$(A_{1,0})\mathbb{C}H^{n}(C)$ 内の半径 $r(0<r<\infty)$ の測地球面,
$(A_{1,1})$ 全測地的 $\mathbb{C}H^{n-1}(C)$ を芯とする半径 $r(0<r<\infty)$ の $\neq \text{ュ^{}-\text{プ}}$ ,

(A2) 全測地的 $\mathbb{C}H^{k}(C)(1\leqq k\leqq n-2)$ を芯とする半径 $r(0<r<\infty)$ のチ=.-プ,
(B) 全実全測地的 $\mathbb{R}H^{n}(C/4)$ を芯とする半径 $r(0<r<\infty)$ のチ $\text{ュ^{}-\text{プ}}$ .
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ち, $\gamma$ は, $M$ の等長変換群のある一径数部分群の軌道) であるから, これと埋め込み
を与える写像が同変写像 (equivariant maPPing) である事実を組み合わせると, 曲
線 $\gamma$ は外側の空間 $M_{n}(C)(C\neq 0)$ でも等質曲線になっていることが分かる。 このよ
うなことが効いているせいか, extrinsic geometry (即ち, 部分多様体論) では, (A)
型等質実超曲面は $M_{n}(C)(C\neq 0)$ 内の最も “良い” 実超曲面であることが知られてい
て, 実に多くの美しい特徴付けが与えられている (参照 [17]) 。

$\mathbb{C}H^{n}(c)$ 内の等質実超曲面は Berndt, Tamaru $([4])$ により最近になって, 次のよ
うに分類された。

定理 D. $\mathbb{C}H^{n}(C)(n\geqq 2)$ 内の等質実超曲面 $M^{2n-1}$ は, 次の 6つの例に限る。
(1) 全測地的 $\mathbb{C}H^{k}(c)(0\leqq k\leqq n-1)$ を芯とする半径 $r(0<r<\infty)$ のチ=–j,
(2) 全測地的 $\mathbb{R}H^{n}(C/4)$ を芯とする半径 $r(0<r<\infty)$ のチューブ,
(3) $\mathbb{C}H^{n}(c)$ 内のホロ球面,
(4) 全実全測地的平面 $\mathbb{R}H^{2}(c/4)$ 上のホロサイクルで作られた極小線織実超曲
面 $S$ または, $S$ に付随した等距離超曲面,

(5) $\mathbb{C}H^{n}(C)$ 内の階数 $k(2\leqq k\leqq n-1)$ の法バンドルを持つ $nomall^{y}homoge-$

neous $submanif_{0}ld$ $F_{k}$ を芯とする半径 $r(0<r<\infty)$ のチューブ,
(6) $\mathbb{C}H^{n}(C)$ 内の階数 $2k(2\leqq 2k\leqq 2[(n-1)/2])$ の法バンドルと一定のケーラー
角度 $\varphi(\in(0, \pi/2))$ を持つ $normall^{y}$ homogeneous $submanif_{0}ld$ $F_{k\varphi}$ を芯と
する半径 $r(0<r<\infty)$ の $\neq=$ -ブ.

定理 $D$ の例 (4), (5), (6) は, ノンホップ超曲面であることが, まず直ちに分かる
ことに注意されたい (定理 $C$ を参照) 。
本講演では, 問題 1の観点に鑑み 2つの等質実超曲面を考察する。 まず最初に,
ホップ超曲面の一例である, 主曲率 2種の $B$ 型等質実超曲面を調べ, それを特徴付
けてみよう $($定理 $1)_{\text{。}}$ 具体的に言うとこの超曲面は, 全実全測地的 $\mathbb{R}H^{n}(c/4)$ を芯

とする半径 $r=(1/\sqrt{|c|})\log_{2}(2+\sqrt{3})$ のチ.$=-$フ ‘になっている。 ここで, 他の $B$

型等質実超曲面は, 主曲率 3種を持つことに注意されたい。 もう一つの等質実超曲
面は, ノンホップ等質実超曲面の筆頭メンバーである (全実全測地的平面 $\mathbb{R}H^{2}(C/4)$

上のホロサイクルで作られた) 極小等質線織実超曲面 $S$ である。 この実超曲面に
も幾何学的な特徴付けを与えよう (定理 2) 。

2. 複素空間形内の $B$ 型等質実超曲面及び定理 1

すべてのホップ超曲面に共通な性質として次の事が知られている。

命題 1. $\overline{M}=M_{n}(C)(n\geqq 2, c\neq 0)$ 内の任意のボツプ超曲面 $M$ の正則分布
$PM(:=\{X\in TM|X\perp\xi\})$ は, 可積分ではない。

(証明) $T^{0}M$ が可積分となるホップ超曲面 $M$ の存在を仮定すると

$\langle\nabla_{X}Y-\nabla_{Y}X,\xi\rangle=0$ for $\forall X,Y\in PM$.

よって, (1.2) より

$\langle(\phi A+A\phi)X, Y\rangle=0$ for $\forall X,$
$Y\in \mathcal{I}^{\theta}M$.

これと特性ベクトル $\xi$ が主曲率ベクトルであるという仮定を組み合わせると,
$\phi A+A\phi=0$ が $M$ 上恒等的に成り立つことになる。 しかし, このような実超曲面
は存在しないことが分かっているので, 矛盾を得る (参照: $[17]$ の Page 252)。口
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それでは $T^{0}M$ が, 可積分な分布の直和になっているようなホップ超曲面 $M$ は

存在するであろうか ? この方向の問題意識で, 実は $M=M_{n}(c)(n\geqq 2, c\neq 0)$ 内の
任意の $(B)$ 型等質実超曲面を特徴付けることができる ( $[6,12]$ を参照)

。

命題 2. $\overline{M}=M_{n}(c)(n\geqq 2, c\neq 0)$ 内の連結実超曲面 $M$ が $(B)$ 型等質実超曲面
であるための必要十分条件は, $M$ の正則分布 $T^{0}M$ が $T^{0}M$ に制限された主分布
$V_{\lambda:}^{0}=\{X\in T^{0}M|AX=\lambda_{i}X\}$ の直和に分解され, しかも各 $V_{\lambda_{l}}^{0}$ は可積分であり,
その任意の葉体 (leaf) は実超曲面 $M$ 内の全測地的部分多様体である。

(証明) $c<0$ の場合の議論がより複雑であるから, 専らこの場合だけを考察する。
我々の議論は, 文献 [6] の議論のギャップ (141 Page, 下から 5行目) を埋めたもの
である。

$\iota$

$M$ を (B) 型とすると正則分布 $T^{0}M$ は, $T^{0}M=V_{\lambda_{1}}^{0}\oplus V_{\lambda_{2}}^{0}$ であり, $\lambda_{1}=(\sqrt{|c|}/2)$ .
$\coth(\sqrt{|c|}r/2),$ $\lambda_{2}=(\sqrt{|c|}/2)\tanh(\sqrt{|c|}r/2),$ $\phi V_{\lambda_{1}}^{0}=V_{\lambda_{2}}^{0},$ $A\xi=\sqrt{|c|}t\bm{t}h(\sqrt{|c|}r)\xi$

を満たす。 任意の $X,$ $Y\in V_{\lambda:}(i=1,2)$ に対して, $\nabla xY\in V_{\lambda:}^{0}$ を示そう。次の式が
成り立っ。

$A\nabla_{X}Y=\nabla_{X}(AY)-(\nabla_{X}A)Y=\lambda_{i}\nabla_{X}Y-(\nabla_{X}A)Y$ .
また $\langle\phi X, Y\rangle=0$ でしかも $A$ は対称であるから, 任意の $Z\in TM$ に対してコダッ
チの方程式 (1.4) を使うと次を得る。

$\langle(\nabla xA)Y,Z\rangle=\langle(\nabla_{X}A)Z,Y\rangle=\langle(\nabla_{Z}A)X,Y\rangle$

$=\langle\nabla_{Z}(AX)-A\nabla_{Z}X,Y\rangle=\langle(\lambda:I-A)\nabla_{Z}X,Y\rangle$

$=\langle\nabla_{Z}X, (\lambda_{i}I-A)Y\rangle=0$ .
これら 2 っの方程式は, 任意の $X,$ $Y\in V_{\lambda\backslash }$ に対して $A(\nabla_{X}Y)=\lambda_{i}\nabla_{X}Y$ を意味す
るから, $V_{\lambda:}$ は可積分であり, その任意の葉体は (B) 型実超曲面 $M$ の全測地的部分
多様体になる。
次に逆を示そう。一般性を損なうことな \langle $c=-4$ としてよい。まず最初に我々の

実超曲面 $M$ は, ホップ超曲面であることに注意する。実際, 任意の $X= \sum_{i}X^{1}v_{i}\in$

$PM$ (ここで, $v_{i}$ は $V_{\lambda_{i}}^{0}$ に属する単位ベクトル) に対して $\langle A\xi,X\rangle=\langle\xi, AX\rangle=$

$\sum_{i}\langle\xi,X^{i}\lambda_{i}v_{i}\rangle=0$が成り立っ。以下の議論は, (I) dim $T^{0}M=2$ と (II) dim $\mathcal{I}^{0}M\geqq 4$

の 2つの場合に分かれる。
場合分け (I). この場合は, T $M=V_{\lambda_{1}}^{0}\oplus V_{\lambda_{2}}^{0}$ であり, $\lambda_{1}\neq\lambda_{2},$ $\dim V_{\lambda_{1}}^{0}=\dim V_{\lambda_{2}}^{0}=$

$1$ となっている。その上, $V_{\lambda_{1}}^{0}$ と $V_{\lambda_{2}}^{0}$ のそれぞれの任意の積分曲線は, $M$ 上の測地線
である。 ここで, $M$ 上の局所正規直交標構 $\{e_{1}, e_{2}, \xi\}$ を $e_{i}\in V_{\lambda:}^{0}(i=1,2),$ $e_{2}=\phi e_{1}$

を満たすように取る。 $M$ はホップ超曲面であるから, 方程式 (1.2) は $\nabla_{\xi}\xi=0$ を

意味する。 また仮定より $\nabla_{e_{1}}e_{1}=\nabla_{e_{2}}e_{2}=0$ が成り立っ。方程式 (1.2) より次が成
り立っ。

(2.1) $\nabla_{e\iota}\xi=\lambda_{1}e_{2},$ $\nabla_{\epsilon_{2}}\xi=-\lambda_{2}e_{1},$ $\nabla\epsilon_{1}e_{2}=-\lambda_{1}\xi,$ $\nabla_{62}e_{1}=\lambda_{2}\xi$ .
ここで, コダッチの方程式 (1.4) より次を得る。

$(\nabla_{e_{1}}A)e_{2}-(\nabla_{e_{2}}A)e_{1}=2\xi$ .
–方, 方程式 (2.1) を使うと

$(\nabla e_{1}A)e_{2}-(\nabla_{82}A)e_{1}=\nabla_{e_{1}}(Ae_{2})-A\nabla_{e_{1}}e_{2}-\nabla_{e_{2}}(Ae_{1})+A\nabla_{e_{2}}e_{1}$

$=(e_{1}\lambda_{2})e_{2}+(\lambda_{2}I-A)\nabla e-(e_{2}\lambda_{1})e_{1}-(\lambda_{1}I-A)\nabla_{\epsilon_{2}}e_{1}$

$=-(e_{2}\lambda_{1})e_{1}+(e_{1}\lambda_{2})e_{2}+\{\alpha(\lambda_{1}+\lambda_{2})-2\lambda_{1}\lambda_{2}\}\xi$.
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となる。 これら 2つの方程式より

(2.2) 2 $=\alpha(\lambda_{1}+\lambda_{2})-2\lambda_{1}\lambda_{2}$ ,
(23) $e_{2}\lambda_{1}$ $=0$ ,
(24) $e_{1}\lambda_{2}=0$ .
が分かる。
ここで, コダッチの方程式 (1.4) より $(\nabla_{\epsilon\iota}A)\xi-(\nabla_{\xi}A)e_{1}=e_{2}$ となる。 他方,

$(\nabla_{e_{1}}A)\xi-(\nabla_{\xi}A)e_{1}=\nabla_{\epsilon\iota}(A\xi)-A(\nabla_{e_{1}}\xi)-\nabla_{\xi}(Ae_{1})+A(\nabla_{\xi}e_{1})$

$=\alpha\lambda_{1}e_{2}-\lambda_{1}\lambda_{2}e_{2}-(\xi\lambda_{1})e_{1}-(\lambda_{1}I-A)(\nabla_{\xi}e_{1})$ .
が成り立っ。 しかも $(\lambda_{1}I-A)(\nabla_{\xi}e_{1})$ は $e_{1}$ と直交するから, これら 2っの方程式よ
り $\xi\lambda_{1}=0$ が分かる。 同様にして, $\xi\lambda_{2}=0$ となる。
また $\alpha$ は局所的に定数であるから, (2.2) と (2.3) より

(2.5) $(\alpha-2\lambda_{1})(e_{2}\lambda_{2})=0$ .
となる。 同様にすると, (2.2) と (2.4) より次を得る。

(2.6) $(\alpha-2\lambda_{2})(e_{1}\lambda_{1})=0$ .
我々の場合分け (I) $\#h$ , 次の 3通りに分かれる。
場合分け $(I_{a})$ : 局所的に $\alpha\equiv 2\lambda_{2}$ が成り立ち, しかも $\alpha\neq 2\lambda_{1}$ がある点 $p\in M$

で成り立っ。 この場合は, 方程式 (2.2) より $(\lambda_{2})^{2}=1$ となる。 一般性を損なうこと
なく, $\lambda_{2}=1$ としてよい。 よって, $\alpha=2$ となる。 簡単のために, $\lambda_{1}=\lambda$ と置くと

$\{\begin{array}{l}\nabla_{e_{1}}e_{1}=\nabla_{\epsilon_{2}}e_{2}=\nabla_{\xi}\xi=0\nabla_{\epsilon_{1}}e_{2}=-\lambda\xi,\nabla_{\epsilon_{2}}e_{1}=\xi\nabla_{\epsilon_{1}}\xi=\lambda e_{2},\nabla_{e_{2}}\xi=-e_{1}\end{array}$

を得る。 そこで $\lambda$ の連続性より, $\lambda\neq 1$ が点 $p$ のある近傍 $\mathcal{U}$ 上で成り立っ。次に
$\nabla_{\epsilon^{e_{1}=\mu}}e_{2}$ と置くと, コダッチの方程式 (1.4) より次が成り立っ。

$(\nabla_{e\iota}A)\xi-(\nabla_{\xi}A)e_{1}=e_{2}$ .
-方,

$(\nabla_{e_{1}}A)\xi-(\nabla_{\xi}A)e_{1}=2(\nabla_{\epsilon\iota}\xi)-A(\nabla_{e_{1}}\xi)-\nabla_{\xi}(\lambda e_{1})+A(\nabla_{\xi}e_{1})$

$=-(\xi\lambda)e_{1}+(\lambda+\mu)e_{2}-\lambda^{\mu}e_{2}$ .
となっている。 これら 2つの方程式より $\lambda+\mu-\lambda\mu=1$ となるから, $\mu=1$ が $\mathcal{U}$ 上

成り立っ。故に $\nabla_{\xi}e_{1}=e_{2}$ かつ $\nabla_{\xi}e_{2}=-e_{1}$ となる。 ここで $R$ を実超曲面 $M$ の曲
率テンソルとすると, その定義より

$\langle R(e_{1}, e_{2})e_{2}, e_{1}\rangle=\lambda\langle\nabla_{e_{2}}\xi, e_{1}\rangle+\lambda\langle\nabla_{\xi}e_{2}, e_{1}\rangle+\langle\nabla_{\xi}e_{2}, e_{1}\rangle$

$=-2\lambda-1$ .
が計算される。他方, ガウスの方程式 $(1.3)$ より $\langle R(e_{1}, e_{2})e_{2}, e_{1}\rangle=-4+\lambda$ となる。
よって, $\mathcal{U}$ 上 $\lambda=1$ となり, 矛盾を得る。故に, 場合分け $(I_{a})$ は起きない。
場合分け $(I_{b})$ ; 局所的に $\alpha\cong 2\lambda_{1}$ かつ, ある点 $p\in M$ で $\alpha\neq 2\lambda_{2}$ が成り立っ。
これも場合分け $(I_{a})$ と同様あり得ない。
場合分け (現): ある点 $p\in M$ で $\alpha\neq 2\lambda_{1}$ かつ $\alpha\neq 2\lambda_{2}$ が成り立つ。 この場合は,

方程式 (2.3), (2.4), (2.5) (2.6) より
$e_{1}\lambda_{1}=e_{1}\lambda_{2}=e_{2}\lambda_{1}=e_{2}\lambda_{2}=0$
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が, 点 $p$ のある近傍 $\mathcal{U}$ が成り立っことになる。故に, 全ての主曲率 $\alpha,$ $\lambda_{1},$ $\lambda_{2}$ は,
連結実超曲面 $M$ 上それぞれ一定である。 よって, 定理 $B$ より $M$ は (A) 型, また
は $(B)$ 型。 しかしながら, 任意の (A) 型等質実超曲面は, $\emptyset V_{\lambda_{1}}^{0}=V_{\lambda_{2}}^{0}$ を満たさない。
従って, $M$ は (B) 型に限る。
場合分け (II). 仮定より, 任意の $X,$ $Y\in V_{\lambda_{l}}^{0}$ に対して $A\nabla_{X}Y=\lambda_{i}\nabla_{X}Y$ , よって

$(\nabla xA)Y=(X\lambda_{i})Y$ が成り立っ。 以後, 我々の議論は 2つに分かれる。
場合分け (IIa):dim $V_{\lambda:}^{0}\geqq 2$ . この場合は

$(\nabla xA)Y-(\nabla_{Y}A)X=(X\lambda_{i})Y-(Y\lambda_{i})X$ for $\forall X,Y\in V_{\lambda_{i}}^{0}$ .
が成り立っ。 他方, コダッチの方程式より次が分かる。

$(\nabla xA)Y-(\nabla_{Y}A)X=2\langle\emptyset X,Y\rangle\xi$ for $\forall X,Y\in V_{\lambda:}^{0}$ .
そこで $V_{\lambda:}^{0}$ のベクトル $X,$ $Y$ を一次独立に取ると, これら 2つの方程式より $X\lambda_{i}=$

$Y\lambda_{i}=\langle\phi X, Y\rangle=(\nabla_{X}A)Y=0$ を得る。 これより

(2.7) $(\nabla^{\chi}A)Y=\langle\phi X,Y\rangle=0$ for $\forall X,Y\in V_{\lambda:}^{0}$ .

となる。 故に, 任意の単位ベクトル $X\in V_{\lambda_{i}}^{0}$ と任意のベクトル $Z\in TM$ に対して,
方程式 $(1.4),$ $(2.7)$ と A の対称性より

$0=\langle(\nabla_{X}A)X,Z\rangle=\langle(\nabla_{X}A)Z,X\rangle$

(2.8) $=\langle(\nabla_{Z}A)X,X\rangle=\langle\nabla_{Z}(AX)-A\nabla_{Z}X,X\rangle$

$=\langle(Z\lambda_{i})X+(\lambda_{i}I-A)\nabla_{Z}X,X\rangle=Z\lambda_{i}$.

よって $\lambda_{i}$ は定数である。
場合分け $(II_{b})$ ; dim $V_{\lambda}^{0}=1:$ . 補題 1より $\alpha$ は定数であるから, 我々は任意に固

定された点 $P$ のある近傍上で $2\lambda_{i}-\alpha\neq 0$ が成り立っ場合だけを考えればよい。
$e$ を $V_{\lambda:}$ 内の単位ベクトルとすると $Ae=\lambda_{i}e$ が成り立っ。 よって, 補題 1より

$A \phi e=\frac{\alpha\lambda_{i}-2}{2\lambda_{i}-\alpha}\phi e$ となる。故{こある番号 $j$ に対して $\emptyset e\in V_{\lambda_{j}}^{0}$ かつ $\lambda_{j}=\frac{\alpha\lambda_{:}-2}{2\lambda_{i}-\alpha}(\neq\lambda_{i})$

が成立する。 この方程式は

(2.9) $(2\lambda_{j}-\alpha)\lambda_{i}=\alpha\lambda_{j}-2$ .

と同値である。 $2\lambda_{j}-\alpha\neq 0$ と仮定すれば, $\lambda_{i}=\frac{\alpha\lambda_{j}-2}{2\lambda j-\alpha}$ を得る。 よ,\supset て, $\dim V_{\lambda}^{0_{j}}\geqq 2$

の時は, これまでの議論より $\lambda_{i}$ が定数であることが分かる。
次に, $2\lambda_{j}-\alpha=0$ の場合を考察する。 まず, 方程式 $(2.9)$ より $\alpha\lambda_{j}-2=0$ とな

る。 この連立方程式を解くと $\lambda_{i}=1,$ $\alpha=2$ または $\lambda_{j}=-1,$ $\alpha=-2$ を得る Q 以

下, $\lambda_{J}=1$ かつ $\alpha=2$ に限って話を進める。簡単のために $\lambda=\lambda_{i}$ と置く。 よって,
$Ae=\lambda e(\lambda\neq 1),$ $A\phi e=\emptyset e,$ $A\xi=2\xi,$ $\nabla_{e}e=0$ を仮定する。 これ力\supset ら $2\lambda_{j}-\alpha=0$

が実際起きないことを示すために幾つかの等式を準備する。 当然の事な力*‘ ら $c>0$

の場合はこういったことは起きない。 コダッチの方程式 $(1.4)$ より次を得る。

$(\nabla_{\xi}A)\phi e-(\nabla_{\phi e}A)\xi=e$ .
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他方, (1.2) より

$(\nabla_{\xi}A)\emptyset e-(\nabla_{\phi e}A)\xi=\nabla_{\xi}(A\emptyset e)-A\nabla_{\xi}(\emptyset e)-\nabla_{\phi e}(A\xi)+A\nabla_{\phi e^{\xi}}$

$=\nabla_{\xi}(\emptyset e)-A\nabla_{\xi}(\emptyset e)-2\nabla_{\phi e}\xi+A\nabla\phi e^{\xi}$

$=(I-A)\nabla\xi(\phi e)-2\emptyset A\emptyset e+A\phi A\emptyset e$

$=(I-A)\nabla_{\xi}(\emptyset e)+(2-\lambda)e$ .

となる。 これらの方程式とベクトル $e$ との内積を取る。

$1=\langle\nabla_{\xi}(\emptyset e), (1-\lambda)e\rangle+2-\lambda$ .
$\lambda\neq 1$ であるから, この式は次を意味する。

(2.10) $\langle\nabla_{\xi}(\emptyset e),e\rangle=-1$ .

ここで, 再びコダッチの方程式 (1.4) を使うと次のようになる。

$(\nabla_{e}A)\phi e-(\nabla_{\emptyset e}A)e=2\xi$ .
他方, (1.2) より

$(\nabla_{e}A)\emptyset e-(\nabla_{\emptyset e}A)e=\nabla_{e}(A\emptyset e)-A\nabla_{e}(\emptyset e)-\nabla_{\phi\dot{e}}(Ae)+A\nabla\phi ee$

$=\nabla_{\epsilon}(\emptyset e)-A\nabla_{\epsilon}(\emptyset e)-(\emptyset e\lambda)e-\lambda\nabla_{\phi e}e+A\nabla_{\phi e}e$

$=(\nabla_{\epsilon}\phi)e+\phi\nabla_{e}e-A\{(\nabla_{e}\emptyset)e+\emptyset\nabla_{e}e\}$

$-(\emptyset e\lambda)e+(A-\lambda I)\nabla_{\phi\epsilon}e$

$=-\lambda^{\xi}+\lambda A\xi-(\emptyset e\lambda)e+(A-\lambda I)\nabla_{\phi}e$

$=\lambda\xi-(\phi e\lambda)e+(A-\lambda I)\nabla_{\phi_{C}}e$.
が分かる。 これらの方程式と $\lambda\neq 1,$ $\langle\nabla_{\phi e}e, e\rangle=0$ を組み合わせると $\nabla_{\phi\epsilon}e=$

$\langle\nabla\phi ee, \xi\rangle\xi$ となるから
$\nabla_{\phi e}e=-\langle e, \nabla_{\phi e}\xi\rangle\xi$

$=-\langle e, \emptyset A\emptyset e\rangle\xi$

$=-\langle e, \phi^{2}e\rangle\xi=\xi$ .
が確かめられる。故に

(2.11) $\nabla_{\phi e}e=\xi$ .

(12), $(211)$ より

(2.12) $\nabla_{\phi e}(\phi e)=0$ .
また次も成り立っている。

(2.13) $\nabla_{e}(\emptyset e)=-\lambda\xi$.

実際次のようになる。
$\nabla_{e}(\emptyset e)=(\nabla_{e}\emptyset)e+\emptyset\nabla_{6}e$

$=\eta(e)Ae-\langle Ae, e\rangle\xi$

$=-\lambda\xi$ .
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これらの方程式 $(1.2)$ , (2.10), (2.11), (2.12), $(2.13)$ を使うと $\mathbb{C}H^{n}(-4)$ 内の実超曲
面 $M$ の曲率テンソル $R$ に対して, $\langle R(e, \emptyset e)\phi e, e\rangle$ は次の形になる。

$R(e,\emptyset e)\phi e=\nabla_{e}\nabla_{\phi e}(\phi e)-\nabla_{\phi e}\nabla_{e}(\emptyset e)-\nabla_{[8\phi e]}(\phi e)$

$=\nabla_{\phi_{6}}(\lambda\xi)-\nabla_{-\lambda\xi-\xi}(\phi e)$

$=(\emptyset e\lambda)\xi+\lambda\phi A\emptyset e+(\lambda+1)\nabla_{\xi}(\emptyset e)$

$=(\emptyset e\lambda)\xi-\lambda e+(\lambda+1)\nabla_{\xi}(\emptyset e)$ .
よって,

$\langle R(e, \phi e)\phi e, e\rangle=-\lambda+(\lambda+1)\langle\nabla_{\xi}(\phi e), e\rangle$

$=-2\lambda-1$ .
他方, ガウスの方程式 (1.3) より

$\langle R(e, \phi e)\phi e, e\rangle=-4+\langle A\phi e, \phi e\rangle\langle Ae, e\rangle$

$=-4+\lambda$ .
故に $\lambda=1$ となり矛盾を得る。従って, 場合分け $(II_{b})$ は dim $V_{\lambda_{l}}^{0}=\dim V_{\lambda_{j}}^{0}=1$ の

場合に帰着される。
$\mathfrak{T}=\{\xi, e, \emptyset e\}_{\mathbb{R}}$ と置く。 ここで, $Ae=\lambda e,$ $A \phi e=\frac{\alpha\lambda-2}{2\lambda-\alpha}\emptyset e$ . また, 簡単のために

$\mu=\frac{\alpha\lambda-2}{2\lambda-\alpha}$ . なお $\lambda\neq\mu$ であることに注意しよう。 これから $\mathfrak{T}$ が可積分で, その任

意の葉体 $T$ が $\mathbb{C}H^{\mathfrak{n}}(-4)$ 内の実超曲面 $M$ の全測地部分多様体であることを示そう。
まず, $\nabla_{e}e=\nabla_{\phi e}(\phi e)=0$ となる。 また同様にして, $\nabla_{\xi}\xi,$ $\nabla_{e^{\xi}},$ $\nabla_{\phi}\epsilon^{\xi}’\nabla_{e}(\phi e)\in \mathfrak{T}$

も導くことができる。 次に $\nabla_{\xi}e\in \mathfrak{T}$ を示す。 そこでまず, 次に注意する。
$(\nabla_{\xi}A)e-(\nabla_{e}A)\xi=\nabla_{\xi}(Ae)-A\nabla_{\xi}e-\nabla_{e}(A\xi)+A\nabla e^{\xi}$

$=(\xi\lambda)e+(\lambda I-A)\nabla_{\xi}e-\alpha\lambda\phi e+\lambda\mu\phi e$.
他方, コダッチの方程式 (1.4) より

$(\nabla_{\xi}A)e-(\nabla_{G}A)\xi=-\phi e$ .
よって,

$(\lambda I-A)\nabla_{\xi}e=-\{\lambda(\mu-\alpha)+1\}\phi e$

が分かる。 これと $\nabla_{\xi}$ が脇に直交する事を組み合わせると $\dot{\nabla}_{\xi}e\in\{\phi e\}_{\mathbb{R}}\subset \mathfrak{T}$ を得

る。 同様にして $\nabla_{\xi}(\phi e)\in \mathfrak{T}$ となる。次に $\nabla_{\phi e}e\in \mathfrak{T}$ を示そう。 $Ae=\lambda e,$ $A\phi e=\mu\phi e$

より

$(\nabla_{eA)\phi e-(\nabla_{\phi e}A)e=(e^{\mu})\phi e+(\mu I-A)\nabla e^{(\phi e)-(\phi e\lambda)e-(\lambda I-A)\nabla_{\phi}e}}$.
が分かる。 そこで, (1.2) と $\nabla_{\epsilon}e=0$ より

$(\mu I-A)\nabla_{e}(\emptyset e)=-\lambda(\mu-\alpha)\xi$.
となる。 更に, コダッチの方程式 $(1.4)$ より

$(\nabla_{e}A)\phi e-(\nabla_{\phi e}A)e=2\xi$.
を得る。 これら 3つの方程式より

$2\xi=(e^{\mu})\emptyset e-\lambda(\mu-\alpha)\xi-(\emptyset e\lambda)e-(\lambda I-A)\nabla_{\phi e}e$

となるから $\nabla_{\phi e}e\in\{\xi, \phi e\}_{R}\subset \mathfrak{T}$ が分かる。従って, 髭は可積分であり, その任意の

葉体 $T$ は $M$ 内の全測地的部分多様体になる。
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次に $\mathbb{C}H^{n}(-4)$ 内の分布 $\mathfrak{L}=\{e, \phi e, \xi,\mathcal{N}\}$ を考察する。 これまでと同様な計算
で $\tilde{\nabla}_{X}Y\in \mathfrak{L}$ for $\forall X,$ $Y\in \mathfrak{L}$ が導ける。 これは, 分布 $\mathfrak{L}$ が可積分でしかもその任意
の葉体 $L$ は $\mathbb{C}H^{n}(-4)$ 内の 2次元全測地的部分多様体 $\mathbb{C}H^{2}(-4)$ であることを示し
ている。 故に, 分布 $\mathfrak{T}$ の任意の葉体 $T$ は, 全測地的 $\mathbb{C}H^{2}(-4)$ 内の実超曲面になっ
ていることが分かる。 故に, 場合分け (I) の議論から $\lambda$ は $L$ 上局所的に一定となる
から, $(\nabla_{e}A)e=0$ が $L$ 上成り立っ。 これと, (2.8) における計算を組み合わせると,
任意の $Z\in TM$ に対して $Z\lambda=0$ が $M$ 成立する。
従って, 場合分け (II) の議論と定理 $A,$ $B,$ $C$ より, この命題の仮定を満たす実超

曲面は $B$ 型に限る。 口
命題 2より次を得る。

定理 1. $\mathbb{C}H^{n}(c),$ $n\geqq 2$ 内の実超曲面 $M$ が主曲率 2種の $(B)$ 型等質実超曲面 (即
ち, $M$ は $\mathbb{C}H^{n}(c)$ 内の全実全測地的部分多様体 $\mathbb{R}H^{n}(c/4)$ 上の半径 $r=(1/\sqrt{|c|})$ .
$\log_{e}(2+\sqrt{3})$ を芯とするチ $\text{ュ^{}-}$フ ‘) であるための必要十分条件は, $M$ が次の 2条件
を満たすことである。

(1) $M$ の正則分布 $\mathcal{I}^{0}M=\{X\in TM|X\perp\xi\}$ は, $PM$ に制限された主分布
$V_{\lambda}^{0}=:\{X\in \mathcal{I}^{0}M|AX=\lambda_{i}X\}$ の直和に分解される。 その上, 各制限された
主分布 $V_{\lambda}^{0}$

: は可積分であり, その任意の葉体は与えられた実超曲面 $M$ 内の
全測地的部分多様体である。

(2) $M$ 上のある点 $P$ とある正数 $k$ に対して, 次の 2条件を満たす $M$ 上の 2本
の測地線 $\gamma_{i}=\gamma_{1}(s)(i=1,2)$ が存在する。
(a) $p=\gamma_{i}(0),$ $\langle\dot{\gamma}_{i}(0), \xi_{p}\rangle=0(i=1,2)$ .
(b)2本の曲線 $\gamma_{i}(i=1,2)$ は, それぞれ $\mathbb{C}H^{n}(c)$ 内の曲率 $k$ と $3k$ の円で

ある。

(証明) $M$ を主曲率 $\lambda_{1}=(\sqrt{|c|}/2)\cdot coth(\sqrt{|c|}r/2),$ $\lambda_{2}=(\sqrt{|c|}/2)\tanh(\sqrt{|c|}r/2)$ ,
$\alpha=\sqrt{|c|}\tanh(\sqrt{|c|}r)$ を持つ $\mathbb{C}H^{n}(c)$ 内の (B) 型等質実超曲面とする。 そうする
と命題 2の証明における議論より, 制限された主分布 $V_{\lambda_{1}}^{0},$ $V_{\lambda_{2}}^{0}$ におけるそれぞれの

任意の葉体 $T_{\lambda_{1}},$ $T_{\lambda_{2}}$ は, 実超曲面 $M$ において全測地的である。 しかも, この葉体
は $\mathbb{C}H^{n}(c)$ 内の実 $n$ 次元全実全測地的部分多様体 $\mathbb{R}H^{n}(c/4)$ において全測地的で
はないが, それぞれ定断面曲率 $k_{1},$ $k_{2}$ を持っ全せい的な超曲面になっている。 なお
ここで, $k_{1}$ ,紡は $\sqrt{k_{1}-(c/4)}=\lambda_{1},$ $\sqrt{k_{2}-(c/4)}=\lambda_{2}$ を満たす。 よって, $M$ 上の

それぞれの初期ベクトルに関する条件 $\dot{\gamma}(0)\in V_{\lambda_{1}}^{0},\dot{\gamma}(0)\in V_{\lambda_{2}}^{0}$ を満たす任意の測地
線 $\gamma=\gamma(s)$ は, $\mathbb{C}H^{n}(c)$ において, それぞれ曲率 $\lambda_{1},$ $\lambda_{2}$ の円になっている。
他方, 言うまでもなく $\lambda_{1}>\lambda_{2}(>0)$ が成り立っ。 そこで $\lambda_{1}=3\lambda_{2}$ と置いてこの
方程式を解くと $r=(1/\sqrt{|c|})\log_{e}(2+\sqrt{3})$ を得る。 この場合, $\lambda_{1}=\alpha=\sqrt{3|c|}/2$ ,
$\lambda_{2}=\sqrt{|c|}/(2\sqrt{3})$ となっている。

この証明の最後に次の事を思い出す。 リーマン空間 $\overline{M}^{n+1}$ に等長にはめ込まれた

超曲面 $M^{n}$ 上に測地線 $\gamma=\gamma(s)$ を取る。 曲線 $\gamma$ が外側の空間 $M^{\mathfrak{n}+1}$ において曲

率 $k(>0)$ の円と仮定する。 このとき $M^{n}$ の $\overline{M}^{n+1}$ における shape operator $A$ は,

任意の $s$ に対して $A\dot{\gamma}(s)=k\dot{\gamma}(s)$ かまたは, 任意の $s$ に対して $A\dot{\gamma}(s)=-k\dot{\gamma}(s)$ $($

(1.1) を参照)。
故にこれらの 3っの事実より半径 $r$ のチューブの (B) 型が, 条件 (2) を満たす必

要十分条件は, $r=(1/\sqrt{|c|})\log_{e}(2+\sqrt{3})$ であることになる。 口

次の命題は, 定理 1を支えている命題 2に密接に関連している ([6, 19] を参照)
。

命題 3. $\mathbb{C}P^{n}(c)(n\geqq 3)$ 内の実超曲面 $M$ で次の 4条件を満たすものが存在する。
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(1) $M$ の正則分布 $T^{0}M=\{X\in TM|X\perp \xi\}$ .は, $T^{0}M$ に制限された主分布
$V_{\lambda_{i}}^{0}=\{X\in T^{0}M|AX=\lambda_{i}X\}$ の直和に分解される。

(2) $M$ の各制限された主分布 $V_{\lambda_{i}}^{0}$ は可積分である。
(3) $M$ のある制限された主分布 $V_{\lambda_{i}}^{0}$ のある葉体で $M$ において全測地的でない
ものが存在する。

(4) $M$ のある主曲率で $M$ 上局所的に一定でないものが存在する。
(証明の概要) 一般性を損なうことなく $c=4$ とする。ホップ写像 $\pi$ : 乎$n+1(1)(=\{z\in$

$\mathbb{C}^{n+1}|\Vert z\Vert=1\})arrow \mathbb{C}P^{n}(4)$ を取る。以後簡単のために $S^{2n+1}(1)=S^{2n+1},$ $\mathbb{C}P^{n}(4)=$

$\mathbb{C}P^{n}$ とする。 $T_{z}’=\{x\in \mathbb{C}^{n+1}|\langle x, z\rangle=\langle x, iz\rangle=0\}$ と置く。 ここで $\langle, \rangle$ は, $\mathbb{C}^{n+1}$

上の通常のユークリッド内積を表す。即ち, $T_{z}’$ は接空間 $T_{z}(S^{2n+1})$ のホップ写像 $\pi$

に関する水平部分空間である。喫はホップ写像 $\pi$ の構造群 $S^{1}$ の作用に関して不
変であるから, $\pi$ は線形同型写像 $\pi_{*}:$ $T_{z}’arrow T_{[z]}\mathbb{C}P^{n}$ for $\forall z\in S^{2n+1}$ を引き起こす。
また $[z]=\pi(z)$ としている。

(2.14) $f_{a,k}(z)=z_{0}^{2}+\ldots+z_{k}^{2}+a(z_{k+1}^{2}+\ldots+z_{n}^{2})$ ,
$z=(\hslash z_{1}, \ldots, z_{n})\in \mathbb{C}^{n+1}$ ,

ここで $k\geqq 1,$ $n-k\geqq 2$ であり, $a(\neq 1)$ は正数。 そこで $\mathbb{C}P^{n}$ 内の次のように定義
された (特異点を持った) 複素超曲面

$V_{a,k}^{n-1}=\{[z]=[z_{0}, \ldots, z_{n}]\in \mathbb{C}P^{n}|f_{a,k}(z)=0\}$

を取る。 点 $[z]\in V_{a,k}^{n-1}$ における接空間 $T_{[z]}V_{a,k}^{n-1}$ は, 次の集合と同一視できる。

(2.15) $T_{z}=\{x\in \mathbb{C}^{n+1}|\langle x, z\rangle=\langle x, iz\rangle=\langle x,$ $\frac{\partial f_{a,k}}{\partial z}\rangle=\langle x,$ $i \frac{\partial f_{a,k}}{\partial z}\rangle=0\}$ .

ベクトル場 $\mathcal{N}:=\frac{\partial f_{a,k}}{\partial z}/(2\Vert\frac{\partial f_{a,k}}{\partial z}\Vert)$ は, $V_{a,k}^{n-1}$ の $\mathbb{C}P^{n}$ における単位法ベクトル場

になっている。 $\forall X\in T_{[z]}V_{a,k}^{n-1}$ に対して, 点 $[z]\in V_{a,k}^{n-1}$ における $N$ 方向の shape
operator $A_{\mathcal{N}}$ は次のように表せる ([19] を参照)

。

(2.16)
$A_{N}(X)=- \frac{1}{2\Vert\frac{\partial f_{ak}}{\partial z}\Vert}\overline{X}(\frac{\overline\partial^{2}f_{a,k}}{\partial z_{i}z_{j}})+\zeta\frac{\overline\partial f_{a,k}}{\partial z}$.

ここで $\overline{w}$ は $w$ の複素共役, $\Vert\Vert$ はユークリッドノルムを表し, ベクトル場 $\zeta$ は次の
ように定義される。

(2.17)
$\zeta=\frac{1}{2\Vert\frac{\partial f_{ak}}{\partial z}\Vert^{\theta}}\overline{X}(\frac{\overline\partial^{2}f_{ak})}{\partial_{h}z_{j}})(\frac{\partial f_{a,k}}{\partial z})^{T}$

.

そこで $V_{a,k}^{n-1}$ の次のように定義される稠密開集合 $U$ を取る。

$U= \{[z_{0}, \ldots, z_{n}]\in V_{a,k}^{n-1}|\sum_{j=0}^{k}\Vert z_{j}\Vert\neq 0$ and $\sum_{i=k+1}^{n}\Vert z_{i}\Vert\neq 0\}$ .

この $U$ 上に点 $P$ を取る。 一般性を損なうことなく点 $p$ の斉次座標は, $\mathbb{C}P^{n}$ の適当
な正則等長変換によって, $[z_{0},0, \ldots, 0, z_{n}]$ としてよい。 ただし, $z_{0},$ $z_{n}\neq 0$ とする Q
直接計算により次の 2つを得る。

(2.18) $T_{[z]_{p}}V_{a,k}^{n-1}=\{(0,v_{1}, \ldots,v_{n-1},0)|v_{1}, \ldots,v_{n-1}.\in \mathbb{C}\}$ .

27



(2.19) $( \frac{\partial^{2}f_{a,k}}{\partial z_{i}\partial z_{j}})_{p}=2(\begin{array}{ll}I_{k+l} 00 aI_{n-k}\end{array})$ .

(2.16), (2.18), (2.19) より $\zeta=0$ となり, 更に

(2.20)
$A_{N}(V)=- \frac{1}{\Vert\frac{\partial f_{ak}}{\partial z}\Vert}(0,\overline{v_{1}}, \ldots,\overline{v}_{k}, a\overline{v}_{k+1}, \ldots, a\overline{v}_{n-1},0)$

を得る。 ここで $V=(0,v_{1}, \ldots, v_{n-1},0)\in T_{[z]_{p}}V_{a,k}^{\mathfrak{n}-1}$ である。 (2.20) より $A_{N}$ は 4つ

の固有値 $- \Vert\frac{\partial f_{a,k}}{\partial z}\Vert^{-1},$ $\Vert\frac{\partial f_{a,k}}{\partial z}\Vert^{-1},$ $-a \Vert\frac{\partial f_{a,k}}{\partial z}\Vert^{-1},$ $a \Vert\frac{\partial f_{a,k}}{\partial z}\Vert^{-1}$ を持ち, それらの重複

度はそれぞれ $k,$ $k,$ $n-k-1,n-k-1$ となっている。 更に議論を進めて行くと任
意の単位法ベクトルくに対して, shape operator $A_{\sigma}$ の固有値やその重複度は, $A_{\mathcal{N}}$

のそれらと全く一致していることが分かる。
$k\geqq 1,$ $n-k\geqq 2$ であるから, これまでの議論より集合 $U$ は 4つの具なる主曲率

を持ち, しかも次の 2つが成り立っ。

(1) $U$ の任意の単位法ベクトル $\sigma$ に付随する shape operator $A_{\sigma}$ の任意の主曲
率は零でない。

(2) $U$ の任意の単位法ベクトル $\sigma$ に付随する shape operator $A_{\sigma}$ の任意の主曲
率の重複度は一定である。

そこで $\mathbb{C}P^{n}$ 内の $U$ を芯とする半径 $r(>0)$ が十分小さいチ $=.$ -プ $M$ を取るとこ
れは, $\mathbb{C}P^{n}$ において高々 5種の主曲率を持つ実超曲面になる。その上 $M$ の正則分
布 $PM$ は, この命題の (1), (2) を満たす ([7] を参照)

。 しかも命題 2より $M$ は

この命題の (3), (4) も満たすことが分かる。 口

3. 複素空間形内の線織実超曲面及び定理 2

本節では, $\overline{M}=M_{n}(c)(c\neq 0)$ 内の線織 (ruled) 実超曲面を考察する。 良く知られ
ているように $\mathbb{C}P^{n}(c)$ 内の任意の線織実超曲面は, 多様体として完備ではないから,
勿論非等質である。 この事実は $\mathbb{C}P^{n}(c)$ 内の線織実超曲面は, 問題 2の観点のみか
らしか考察することができないことを意味している。他方, $\mathbb{C}H^{n}(c)$ 内の等質線織
実超曲面は, (ただ一つであるが) 存在する (定理 $D$ を参照)。 また言うまでもなく
$\mathbb{C}H^{n}(c)$ でも非等質線織実超曲面も (大量に) 存在する。 よって, 問題 1, 2両方の

観点から我々は $\mathbb{C}H^{n}(c)$ 内の線織実超曲面を研究できる訳である。
$\overline{M}=M_{n}(c)(n\geqq 2, c\neq 0)$ 内の実超曲面 $M$ が線織実超曲面であるとは, 正則

分布 $PM= \bigcup_{x\in M}\{v\in T_{x}M|v\perp\xi_{x}\}$ が可積分で, しかもその任意の葉体妊外側
の空間 $\overline{M}=M_{n}(c)$ 内の全測地的複素超曲面 $M_{n-1}(c)$ と ( $\overline{M}$ の等長変換群 I(M) に

関して) 局所的に合同であるときを言う。
$\overline{M}$ 内の任意の線織実超曲面は次のように構成される。 まず, 正則曲線 $\gamma$ : $I(\subset$

$\mathbb{R})arrow M_{n}(c)$ を考える。次に任意の点 $\gamma(s)(s\in I)$ において, この点を通る全測地的

複素超曲面 $M_{\delta}(:=M_{n-1}(c))$ を張り付ける。ただし, この全測地的複素超曲面 $M_{l}$ }$g$

点 $\gamma(s)$ を通る複素直線 $\{\dot{\gamma}(s), J\dot{\gamma}(s)\}$ と直交するように取る。そこで $M:= \bigcup_{\epsilon\in I}M_{\iota}$

と定義すると求める線織実超曲面が得られる。
$\overline{M}=M_{\mathfrak{n}}(c)$ 内の線織実超曲面は shape operator を使って, 次のように特徴付け
られる ([13] の命題 2および [17] を参照)。
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補題 2. $\overline{M}=M_{n}(c)(n\geqq 2, c\neq 0)$ 内の実超曲面 $M$ に関する次の条件は互いに同
値である。

(1) $M$ は線織実超曲面である。
(2) $M$ の shape opemtor $A$ は $\langle Av, w\rangle=0$ を満たす。 ここで, $v,$ $w(\in T_{x}M)$

は, 特性ベクトル $\xi_{x}$ に直交する任意のベクトルで, $x$ は $M$ 上の任意の点で
ある。

(3) $\mu=\langle A\xi, \xi\rangle,$ $\nu=\Vert A\xi-\mu\xi\Vert$ で定義される $M$ 上の可微分関数 $\mu,$ $\nu$ は次の
二条件を満たす。

i) 集合 $M_{1}=\{x\in M|\nu(x)\neq 0\}$ は, $M$ 上の稠密開集合である。
ii) $M_{1}$ 上で $\xi$ と直交する単位ベクトル場を $U$ とするとき, $M$ の shape

operator $A$ は $M_{1}$ 上で次を満たす。

(3.1) $A\xi=\mu\xi+\nu U$, $AU=\nu\xi$ , $Av=0$ .
ここで, $v(\in T_{x}M)$ は $\xi_{x}$ と砿両方に直交する任意のベクトルである。

注意 2. 線織実超曲面は, その構成法からも分かるように大抵の場合には特異点を
持つので, 大域的には多様体になっていない。 よって, 一般的に線織実超曲面は局
所的に取り扱うことにする。 その上, 線織実超曲面の各点において特性ベクトル
は, 主曲率ベクトルではないとする。即ち, 線織実超曲面 $M$ を考察するときは,
$M_{1}$ $(:=\{x\in M|\nu(x)\neq 0\})$ は $M$ と一致する (要するに, 特性ベクトルが主曲率
ベクトルとなっている集合は測度ゼロであるが, これを除いて考える) として我々は
これから議論する。

(3.1) は, 線織実超曲面上の関数 $\nu$ に強い縛りを与えていることが次の補題より
分かる。

補題 3(c.f. [9]). $\overline{M}=M_{n}(c)$ 内の線織実超曲面 $M$ 上のベクトル場 $\phi U$ の各積分
曲線は, $M$ 上の測地線になる。 しかも $M$ 上の関数 $\nu(:=\Vert A\xi-\langle A\xi, \xi\rangle\xi\Vert)$ は, その
測地線 $\rho=\rho(s)$ において次のように表される。 $c>0$ のとき,

$\nu(\rho(s))=(\sqrt{c}/2)t\bm{t}(\sqrt{c}(s+a)/2)$ .
$c<0$ のときは,

$\nu(\rho(s))=-(\sqrt{|c|}/2)t\bm{t}h(\sqrt{|c|}(s+a)/2)$ 又は $\nu(\rho(s))=\sqrt{|c|}/2$ .
ここで, a はある定数である。 よって特に $c>0$ のときの関数 $\nu$ の表示式より,
複素射影空間内の任意の線織実超曲面は完備でないことが分かる。
(証明) コダッチの方程式 (1.4) より $(\nabla_{\xi}A)\phi U-(\nabla_{\phi U}A)\xi=-(c/4)U$ が成り立っ。

一方, (1.2), (3.1) を使うと $(\nabla_{\xi}A)\phi U-(\nabla_{\phi U}A)\xi$ は次のようになる。
$(\nabla_{\xi}A)\phi U-(\nabla_{\phi U}A)\xi=\nabla_{\xi}(A\phi U)-A\nabla_{\xi}(\phi U)-\nabla_{\phi U}(A\xi)+A\nabla_{\phi U}\xi$

$=-A((\nabla_{\xi}\phi)U+\phi\nabla_{\xi}U)-\nabla_{\phi U}(\mu\xi+\nu U)$

$=-A(\eta(U)A\xi-\langle A\xi, U\rangle\xi+\phi\nabla_{\xi}U)-(\phi U\mu)\xi$

$-\mu\nabla_{\phi U}\xi-(\phi U\nu)U-\nu\nabla_{\phi U}U$

$=\nu(\mu\xi+\nu U)-A\phi\nabla_{\xi}U-(\phi U\mu)\xi-(\phi U\nu)U-\nu\nabla_{\phi U}U$.
at $*\mathcal{D}$て次 $\text{を^{}\ovalbox{\tt\small REJECT}}$得 $\text{る_{。}}$

(32) $\nu\mu\xi+(\nu^{2}+\frac{c}{4})U-A\phi\nabla_{\xi}U-(\phi U\mu)\xi-(\phi U\nu)U-\nu\nabla_{\phi U}U=0$ .
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そこでこの等式の両辺と $U$ との内積を取ると関数 $\nu$ は $\phi U\nu=\nu^{2}+(c/4)$ を満た
す。 この微分方程式を解くことにより $\nu$ は, ベクトル場 $\phi U$ の各積分曲線上でこの
補題の形をしていることが分かる。
また (3.2) と $X(\perp\xi, U)$ の内積を取ることにより $\langle\nabla_{\phi U}U,X\rangle=0$ . これと $\langle\nabla_{\phi U}U, U\rangle=$

$\langle\nabla_{\phi U}U, \xi\rangle=0$ を組み合わせれば, $(\nabla_{X}\phi)Y=\eta(Y)AX-\langle AX, Y\rangle\xi$ を使って
$\nabla_{\phi U}\phi U=0$ を得る。 口

これから, $\mathbb{C}H^{n}(c)$ 内の極小等質線織実超曲面の構成法を復習する (参照 [10])。ま
ず, $\mathbb{C}H^{n}(c)$ 内の定曲率 $c/4$ の全実全測地的実双曲型平面 $\mathbb{R}H^{2}(c/4)$ 上にホロサイ
クル (即ち, $\mathbb{R}H^{2}(c/4)$ 上の曲率 $\sqrt{|c|}/2$ の円) $\gamma$ を取る。 この曲線 $\gamma$ は次の (弧長

$s$ に関する) 連立線形常微分方程式を満たしている。 $\tilde{\nabla}_{\dot{\gamma}}\dot{\gamma}=(\sqrt{|c|}/2)Y_{\iota},\tilde{\nabla}_{\dot{\gamma}}Y=$

$-(\sqrt{|c|}/2)\dot{\gamma}$ . ここで, $\tilde{\nabla}$ は ambient space $\mathbb{C}H^{n}(c)$ のリーマン接続 (よって, 自動的
に全測地的 $\mathbb{R}H^{2}(c/4)$ のリーマン接続) であり, $Y_{l}$ は曲線 $\gamma$ の単位主法線ベクト
ル場である。 しかもこのベクトル場鷲は $\dot{\gamma}(s)$ 方向の複素直線と直交している。円
$\gamma$ は非有界曲線であり, しかも ($\mathbb{C}H^{n}(c)$ 内の) ホロ球面上に乗っている (例えば, [2],
[5] を参照)。 この円 $\gamma$ 上に全測地的 $\mathbb{C}H^{n-1}(c)$ を前述の如く順次張り合わせて作っ
た線織実超曲面が求める等質実超曲面 $S$ である。 この線織実超曲面 $S$ は, 全測地
的 $\mathbb{C}H^{n-1}$ の等長変換群 $I(\mathbb{C}H^{n-1}(c))$ と (前述のホロサイクル $\gamma$ を作る等長変換群
$I(\mathbb{C}H^{n}(c))$ の) 一径数部分群 $\{\varphi_{t}\}_{t\in R}$ の直積で定義される ( $I(\mathbb{C}H^{n}(c))$ の) 部分群
の軌道になっていることが, $S$ の構成法と論文 [2] から分かる。 $S$ が極小 (minimal)
であることは, 定理 1の証明の中で示そう。
この超曲面を shape operator $A$ を使って次のように特徴付けることができる。

補題 4([4], [10]). $\mathbb{C}H^{n}(c)(n\geqq 2)$ 内の線織実超曲面 $M$ が $\mathbb{C}H^{n}(c)$ において極小
等質であるための必要十分条件は, $M$ の $\mathbb{C}H^{n}(c)$ における shape operator $A$ が次
を満たしていることである。

(3.3) $A\xi=(\sqrt{|c|}/2)U$, $AU=(\sqrt{|c|}/2)\xi$ , $AX=0$ .
ここで, $X$ は $\xi,$ $U$ 両方に直交している $M$ 上の任意のベクトル場である。

FIGURE 1. $\mathbb{C}H^{n}(c)$ における極小等質線織実超曲面のイメージ

この図において, 破線が $\mathbb{R}H^{2}(c/4)$ 上の測地線であり, 実線が $\mathbb{R}H^{2}(c/4)$ 上のホ

ロサイクルである。即ち, この実線で表されている円は, 単に無限遠点を共通に一点
持っているというだけでなく, 破線で表される測地線と交差するときは, 必ず直交し
ていることに注意されたい。
次の定理が本節における主定理である。

定理 2. $\mathbb{C}H^{n}(c)(n\geqq 2)$ 内の実超曲面 $M$ が極小等質線織実超曲面 $S$ であるため

の必要十分条件は, $M$ が次の 3条件を満たすことである。
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i) $M$ 上の各点 $x$ において, 特性ベクトル歌 と直交する正規直交系 $v_{1},$ $\ldots$ ,
$v_{2n-2}(\in T_{x}M)$ で次の条件を満たすものが存在する。点 $\gamma_{ij,x}(0)=x$ を通り,
$v_{i}+v_{j}(1\leqq i\leqq j\leqq 2n-2)$ 方向の $M$ 上の測地線 $\gamma_{ij,x}$ が, 外側の空間
$\mathbb{C}H^{n}(c)$ 内の測地線でもある。

ii) $M$ 上の各点 $x$ において, 点 $\gamma_{x}(0)=x$ を通る特性ベクトル場 $\xi$ の積分曲
線 $\gamma_{x}$ は, 局所的に $\mathbb{C}H^{n}(c)$ 内の定曲率 $c/4$ の全実全測地的実双曲型平面
$\mathbb{R}H^{2}(c/4)$ 上に乗っている。

iii) ii) の曲線筋の曲率関数 $\kappa_{x}=\Vert\tilde{\nabla}_{\dot{\gamma}_{x}}\dot{\gamma}_{x}\Vert$ は, $\gamma_{x}$ の取り方に依存しない。 こ

こで, $\tilde{\nabla}$ は外側の空間 $\mathbb{C}H^{n}(c)$ のリーマン接続である。 このことは次の事
を意味する。 ii) の任意の曲線 $\gamma_{x},$ $\gamma_{y}$ に対して, それらの曲率関数 $\kappa_{x}(s)$ と

$\kappa_{y}(s)$ は, 次の等式を満たす。 $\kappa_{x}(s)=\kappa_{y}(s+s_{0}),$ $-\infty<\forall s<\infty$ . ここで,
$s_{0}$ は (点 $x,$ $y\in M$ に依存した) 適当な定数である。

(証明) まず, 条件 i) が $\mathbb{C}H^{n}(c)$ 内の実超曲面 $M$ が, 線織実超曲面になるための必
要十分条件であることを示そう。条件 i) を仮定すれば $\langle Av_{i}, v_{j}\rangle=0(1\leqq i\leqq j\leqq$

$2n-2)$ が成り立っ。 これは補題 2の条件 (2) を意味するから $M$ は線織実超曲面に
なる。逆に任意の線織実超曲面 $M$ は, 条件 i) を満たすことを示そう。まず, $M$ の任
意の点 $x$ と特性ベクトル歌と直交する任意の単位接ベクトル $v(\in T_{x}M)$ に対して,
初期条件: $\gamma(0)=x,\dot{\gamma}(O)=v$ を満たす $M$ 上の測地線 $\gamma=\gamma(s)$ を取る。一方, 点 $x$

を通る $\mathcal{I}^{0}M$ の葉体 (leaf) $\mathbb{C}H^{n-1}(c)$ を考える。勿論, $v\in T_{x}(\mathbb{C}H^{n-1}(c))$ となって
いる。 そこで, この全測地的 $\mathbb{C}H^{n-1}(c)$ 上の測地線 $\gamma_{1}=\gamma_{1}(s)$ で, 前述の測地線 $\gamma$

と同じ初期条件: $\gamma_{1}(0)=\gamma(0),\dot{\gamma}_{1}(0)=\dot{\gamma}(0)$ を満たすものを考察する。 当然この曲
線 $\gamma_{1}$ は, 外側の空間 $\mathbb{C}H^{n}(c)$ 内の測地線であるから, 線織実超曲面 $M$ 上の測地線に
もなっている。 よって, 測地線に関する一意性定理より 2 っの曲線 $\gamma,$ $\gamma_{1}$ は, 局所的
に一致する。従って, 最初に考えた $M$ 上の測地線 $\gamma$ は, 外側の空間 $\mathbb{C}H^{\mathfrak{n}}(c)$ 内の測
地線になっている。ベクトル $v$ は $\xi_{x}$ と直交する任意の接ベクトルであったから, 任
意の線織実超曲面 $M$ に対して, 条件 i) を満たす正規直交系 $v_{1},$ $\ldots$ , $v_{2n-2}(\in T_{x}M)$

は, 当然取れる訳である。
今後, $M$ は線織実超曲面の前提の元で議論を進める。 次に, 条件 ii), iii) を考え

る。 極小等質線織実超曲面 $S$ が条件 ii), iii) を満たすことは, $S$ の構成法から明ら
か。 そこで $\mathbb{C}H^{n}(c)$ 内の線織実超曲面 $M$ が, 条件 ii) を満たせば, 極小になること
を示そう。 (1.1), (1.2), (3.1) より

$\tilde{\nabla}_{\xi}\xi=\nabla_{\xi}\xi+\langle A\xi,\xi\rangle \mathcal{N}=\phi A\xi+\mu \mathcal{N}=\nu\phi U+\mu \mathcal{N}$

を得る。 一方, 条件 ii) より $\langle\tilde{\nabla}_{\xi}\xi,\mathcal{N}\rangle=\langle\tilde{\nabla}_{\xi}\xi, J\xi\rangle=0$ となる。 よって, $M$ 上恒等

的に $\mu=0$ 即ち, 極小となりしかも $\tilde{\nabla}_{\xi}\xi=\nu(\phi U)$ を得る。 次に $\nu$ を計算してみよ
う。 (11), (1.2), (3.1) より次を得る。

$\tilde{\nabla}_{\xi}(\phi U)=\nabla_{\xi}(\phi U)+\langle A\xi,\phi U\rangle \mathcal{N}=(\nabla_{\xi}\phi)U+\phi(\nabla_{\xi}U)$

(3.4)
$=\eta(U)A\xi-(A\xi, U\rangle\xi+\phi(\nabla_{\xi}U)=-\nu\xi+\phi(\nabla_{\xi}U)$ .

ここで $\nabla_{\xi}U=0$ を確かめよう。 まず (1.2), (3.1) と $\langle\xi, U\rangle=0,$ $\langle U, U\rangle=1$ よ

り $\langle\nabla\epsilon U, \xi\rangle=0=\langle\nabla_{\xi}U, U\rangle$ は明らか。 よって, 後は任意の $X(\perp\xi, U)$ に対して
$\langle\nabla_{\xi}U, X\rangle=0$ を示せばよい。 そのようなベクトル $X$ を取ると任意の $Y(\perp\xi)$ に対

して, (1.4) より

(3.5) $(\nabla_{\xi}A)Y-(\nabla_{Y}A)\xi=(c/4)\phi Y$
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となる。 一方, (1.2), (3.1) より

$(\nabla_{\xi}A)X-(\nabla_{X}A)\xi=\nabla_{\xi}(AX)-A\nabla_{\xi}X-\nabla_{X}(A\xi)+A\nabla_{X}\xi$

$=-A\nabla_{\xi}X-\nabla_{X}(\nu U)+A\phi AX$

$=-A\nabla_{\xi}X-(X\nu)U-\nu\nabla_{X}U$.
これと (3.5) を組み合わせると

(36) $A\nabla_{\xi}X+(X\nu)U+\nu\nabla_{X}U+(c/4)\phi X=0$ .
この方程式の両辺と $\xi$ との内積を取ると (3.1) と $\nu\neq 0$ より $\langle\nabla_{\xi}X, U\rangle+\langle\nabla_{X}U, \xi\rangle=$

$0$ となる。 一方, (1.2) と (3.1) より

$\langle\nabla_{X}U, \xi\rangle=-\langle U, \nabla_{X}\xi\rangle=-$ \langle $U$, \phi ノリぐ\rangle $=0$ .

よって, これらの方程式より $\langle\nabla_{\xi}X, U\rangle=0$ となるから $\langle\nabla_{\xi}U,X\rangle=0$ が分かる。故
に $\nabla_{\xi}U=0$ となる。 そこで (3.4) を使うと $\tilde{\nabla}_{\xi}(\phi U)=-\nu\xi$ が得られる。
次に $\xi\nu=0$ を示そう。 (1.2), (3.1), (1.4) と $\nabla_{\xi}U=0$ より

$(c/4)\phi U=(\nabla\epsilon A)U-(\nabla_{U}A)\xi$

$=\nabla_{\xi}(AU)-A\nabla_{\xi}U-\nabla_{U}(A\xi)+A\nabla_{U}\xi$

$=\nabla_{\xi}(\nu\xi)-\nabla_{U}(\nu U)+A\phi AU$

$=(\xi\nu)\xi+\nu(\phi A\xi)-(U\nu)U-\nu\nabla_{U}U$ .
となる。 この方程式の両辺と $\xi$ との内積を取ると $\xi\nu-\nu\langle\nabla_{U}U, \xi\rangle=0$ となるから

$\xi\nu=\nu\langle\nabla_{U}U,\xi\rangle=-\nu\langle U, \nabla_{U}\xi\rangle=-\nu\langle U,\phi AU\rangle=-\nu^{2}\langle U, \phi\xi\rangle=0$.

以上の計算より $\tilde{\nabla}_{\xi}\xi=\nu(\phi U),\tilde{\nabla}_{\xi}(\phi U)=-\nu\xi$ と $\xi\nu=0$ が得られた訳であるか
ら, 特性ベクトル場 $\xi$ の任意の積分曲線は外側の空間 $\mathbb{C}H^{n}(c)$ 内の曲率 $|\nu|(>0)$ の

円になる。 これと仮定の 3番目の条件を組み合わせると $\nu$ は $M$ 上の定数値関数に
なる。 そこで, (3.6) において $X=\phi U$ と置くと $A\nabla_{\xi}(\phi U)+\nu\nabla_{\phi U}U-(c/4)U=0$

となる。 この方程式の両辺と $U$ との内積を取ると (1.2), (3.1) と $\nabla_{\xi}U=0$ より

$c/4=\langle A\nabla_{\xi}(\phi U), U\rangle=\nu\langle\nabla_{\xi}(\phi U),\xi\rangle=\nu\langle(\nabla_{\xi}\phi)U+\phi\nabla_{\xi}U,\xi\rangle$

$=\nu\langle-\langle A\xi, U\rangle\xi,\xi\rangle=-\nu^{2}$

となるから $\nu(>0)$ は $\nu=\sqrt{|c|}/2$ と表される。 よって, 実超曲面 $M$ の shape
operator は (3.3) を満たすので, $M$ は等質極小線織実超曲面であると結論付けられ
る。 口

4. 複素空間形内の極小線織実超曲面の特徴付け

定理 1の証明から分かるようにこの定理から幾つかの定理や命題が系として得ら
れる。 定理 1は外側の空間が $\mathbb{C}P^{n}(c)$ の場合は成り立たない結果であるが, 定理 1

の条件 iii) を外すと $\overline{M}=M_{n}(c)(c\neq 0)$ 内の極小線織実超曲面を特徴付ける次の
定理を得る。

定理 3. $\overline{M}=M_{n}(c)(n\geqq 2, c\neq 0)$ 内の実超曲面 $M$ が極小線織実超曲面であるた
めの必要十分条件は, $M$ が次の 2条件を満たすことである。
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i) $M$ 上の各点 $x$ において, 特性ベクトル $\xi_{x}$ と直交する正規直交系 $v_{1},$ $\ldots$ ,
$v_{2n-2}(\in T_{x}M)$ で次の条件を満たすものが存在する。 点 $\gamma_{ij,x}(0)=x$ を通り,
$v_{i}+v_{j}(1\leqq i\leqq i\leqq 2n-2)$ 方向の $M$ 上の測地線第あ $x$ が, 外側の空間 $M$

内の測地線でもある。
ii) $M$ 上の各点 $x$ において, 点 $\gamma_{x}(0)=x$ を通る特性ベクトル場 $\xi$ の積分
曲線物は, 局所的に $\overline{M}$ 内の定曲率 $c/4$ の 2次元全実全測地的実空間形
$\mathbb{R}M^{2}(c/4)$ 上に乗っている。

注意 3. (1) 定理 2は大量の非等質極小線織実超曲面を例として含んでいる。実
際, $M_{n}(c)$ 内の定曲率 $c/4$ の 2次元全実全測地的実空間形 $\mathbb{R}M^{2}(c/4)$ 上に
勝手な円 $\gamma$ を取り, $\gamma$ 上に直角に全測地的複素超曲面 $M_{n-1}(c)$ を foliate し
て線織実超曲面を構成すれば, これが定理 2の例になっている。 Kimura([9])
によって構成された $\mathbb{C}P^{n}(c)$ 内の極小線織実超曲面もこうやって作られてい
る。 逆に定理 2の例はこのようにして構成した線織実超曲面に限ることが,
定理 1の証明から分かる。

(2) 定理 2の例のクラスにおいて $c<0$ で注意 2の (1) の円 $\gamma$ の曲率を $\sqrt{|c|}/2$

としてできる極小線織実超曲面だけが等質実超曲面であることを教えてく
れる。

定理 2の条件 ii) を外すと線織実超曲面を特徴付ける次の命題を得る。

命題 4. $\overline{M}=M_{n}(c)(n\geqq 2, c\neq 0)$ 内の実超曲面 $M$ が線織実超曲面であるた
めの必要十分条件は, $M$ 上の各点 $x$ において, 特性ベクトル $\xi_{x}$ と直交する正規
直交系 $v_{1},$ $\ldots,$ $v_{2n-2}(\in T_{x}M)$ で次の条件を満たすものが存在することである。点
$\gamma_{ij,x}(0)=x$ を通り, $v_{i}+v_{j}(1\leqq i\leqq j\leqq 2n-2)$ 方向の $M$ 上の測地線 $\gamma_{ij,x}$ が, 外
側の空間 $\overline{M}$ 内の測地線でもある。

この命題の背景には, 全ての線織実超曲面が持つ次の性質がある。

命題 5. $\overline{M}=M_{n}(c)(n\geqq 2, c\neq 0)$ 内の任意の線織実超曲面 $M$ の各点 $x$ において,
この点を通り特性ベクトル $\xi_{x}$ と直交する $M$ 上の任意の測地線は, 外側の空間 $M$

内の測地線でもある。

5. 終わりに
$\overline{M}=M_{n}(c)(n\geqq 2, c\neq 0)$ 内の平面 (即ち, 実 2次元全測地的部分多様体) は, 2種

類ある。一つは定曲率 $c/4$ の全実全測地的平面 $\mathbb{R}M^{2}(c/4)$ (即ち, $\mathbb{R}P^{2}(c/4)$ または
$\mathbb{R}H^{2}(c/4))$ であり, もう一つは定曲率 $c$ の (全測地的) 複素直線 $M_{1}(c)$ (即ち, $\mathbb{C}P^{1}(c)$

または $\mathbb{C}H^{1}(c))$ である。
これまでの議論より任意の極小線織実超曲面の特性ベクトル場の全ての積分曲線

は, 外側の空間 $\overline{M}$ 内の全実的平面 $\mathbb{R}M^{2}(c/4)$ 上に乗っていた。それでは, 「極小
でない線織実超曲面 $M$ の特性ベクトル場 $\xi$ の積分曲線で, 複素直線 $M_{1}(c)$ 上に
乗っているものがあるのだろうか ? 」 という疑問が湧いてくる。 これは NO! であ
る。 もしそのような積分曲線 $\gamma$ があるとすれば, $\gamma$ の各点 $x$ において線織実超曲面
$M$ の特性ベクトル $\xi_{x}$ は線織面 $M$ の外側の空間 $M$ における主曲率ベクトルとな
り, 「任意の線織実超曲面は, 特性ベクトルが主曲率ベクトルとなる点はただの一点
も持たない」 という我々の立場と矛盾する事になる。
この議論を更に押し進めることにより, ホップ超曲面を特徴付ける次の命題を得る。
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命題 6. $\overline{M}=M_{n}(c)(n\geqq 2, c\neq 0)$ 内の実超曲面 $M$ が Hopf超曲面であるための
必要十分条件は, $M$ の特性ベクトル場 $\xi$ の各積分曲線が局所的に複素直線 $M_{1}(c)$

上に乗っていることである。

(証明) $M$ の特性ベクトル場 $\xi$ の各積分曲線 $\gamma$ が局所的に複素直線 $M_{1}(c)$ 上に乗っ
ていることは, 次が成り立つことと同値である。

(5.1) $\nabla_{\xi_{\gamma}}\xi_{\gamma}+\langle A\xi_{\gamma},\xi_{\gamma}\rangle \mathcal{N}=\tilde{\nabla}_{\xi_{Y}}\xi_{\gamma}=\kappa_{\gamma}(s)J\xi_{\gamma}=\kappa_{\gamma}(s)\mathcal{N}$ .
ここで, $\xi_{\gamma}=\dot{\gamma}$ であり, $\kappa_{\gamma}(s)$ は $\gamma$ 上のある可微分関数である。 (5.1) より $\nabla_{\xi_{Y}}\xi_{\gamma}=0$

となるから, 実超曲面 $M$ が Hopf 超曲面であるための必要十分条件は, $M$ の特性
ベクトル場 $\xi$ の各積分曲線が局所的に複素直線 $M_{1}(c)$ 上に乗っていることが分か
る。 口

ここで次の問題を設定する。

問題 1. 次の 2条件を満たす $\mathbb{C}H^{n}(c)(n\geqq 2)$ 内の実超曲面 $M$ は存在するか ?

(1) $M$ は, $\mathbb{C}H^{n}(c)$ 内の線織実超曲面ではない。
(2) $M$ の特性ベクトル場の各積分曲線は, 局所的に全実的平面 $\mathbb{R}H^{2}(c/4)$ 上に
乗っている。

更に, 本講演の最後に問題 1に含まれる小さな課題として次を設定する。

問題 2. $\mathbb{C}H^{n}(c)(n\geqq 2)$ 内の (線織実超曲面でない)各ノンホップ等質実超曲面 $M$

に対して, $M$ の特性ベクトル場の各積分曲線は, 外側の空間 $\mathbb{C}H^{n}(c)$ ではどのよう
な曲線になっているかを調べよ。
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