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1 序
リーマン面から四次元ユークリッド空間 $\mathbb{R}^{4}$ への共形写像をリーマン面

から四元数 $\mathbb{H}$への写像とみなすとき,二つの共形写像の四元数としての商
は, ふたたび共形写像となる. このことは, Ferus, Leschke, Pedit, Pikall [2]

による共形写像の四元数的形式主義を用いると容易にわかる.共形写像を
共形写像の商で書くことを共形写像の分数表示とよぶことにする.
共形写像とそれを分数表示する二つの共形写像は密接な関係がある. 分

数表示はいくつかの共形写像の間に代数関係があること意味しする. また
ある種のワイエルシュトラス表現公式や, $\mathbb{R}^{3}$ 内の曲面のスピン表現公式
は分数表示から得られる. このような点から見て, よく知られている曲面

を分数表示することは興味深い問題である.
共形写像の四元数的形式主義とは共形写像を複素正則関数の一般化と
みなすものである. 複素正則関数の性質が像の正則変換で不変なように,
四元数的形式主義は像の共形変換で不変な性質を調べるのに有効である
と思われる. 実際 Burstall, Ferus, Leschke, Pedit, Pinkall [11では四元数的

形式主義を用いた四次元共形球面内のウィルモア曲面やその他関連する
曲面についての研究が展開されている. 一方, $\mathbb{H}$ と $\mathbb{C}^{2}$ と同一視したとき

の正則写像の一般化として, ラグランジュ曲面が研究対象としてあげられ
る. 共形写像は二つの概複素構造により擬正則写像になるのだが, ラグラ
ンジュ曲面はそのうちの一つが $S^{1}$ に値をもつためである. これがさらに

一点に退化すると複素正則写像になる.
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そこで, 筆者はラグランジュ曲面の商として得られるラグランジュ曲面
の分数表示を調べ, その分母にあらわれるラグランジュ曲面を分類した.
以下ではその研究についてアウトラインを紹介する.

2 共形写像
$\mathbb{H}$ を四元数の集合とする. すなわち, ユニタリー実代数で,

$i^{2}=P=k^{2}=-1$ ,

$ij=-ji=k$, $jk=-kj=i$, $ki=-ik=j$.

という関係をみたす $i,$ $j,$ $k$ で生成されているとする. $a\in \mathbb{H}$ の四元数共役
を $\hat{a}$ , 虚部を ${\rm Im} a$ と書く. ${\rm Im} \mathbb{H}$ は虚部の集合である. $\mathbb{H}$ と $\mathbb{R}^{4},$ $\mathbb{C}^{2}$ を次のよ
うに同一視する.

$\mathbb{R}^{4}\ni(a_{0}, a_{1}, a_{2}, a_{3})\cong a_{0}+a_{1}i+a_{2}j+a_{3}k\in \mathbb{H}$ ,

$\mathbb{C}^{2}\ni(a_{0}+a_{1}i, a_{2}-a_{3}i)\cong a_{0}+a_{1}i+a_{2}j+a_{3}k\in \mathbb{H}$ .

$a\in \mathbb{C}$ のときその複素共役を $\overline{a}$ と書く.
次に $(M, J^{M})$ をリーマン面とする. $f:Marrow \mathbb{H}$が共形写像であることと,

$f$がはめ込みとなる部分集合 $M’\subset M$において, $N:M’arrow{\rm Im} \mathbb{H},$ $R:M’arrow$

${\rm Im} \mathbb{H}$ で,

$*(df);=(df)oJ^{M}=N(df)=-(df)R$

となるものが存在することが同値である. $N$ と $R$ はそれぞれ左法ベクト
ル, 右法ベクトルとよばれる. $f$が共形はめ込みであれば, $N$ と $R$ は符号を
除いてただ一つに決まる. $M’$ においては左法ベクトルか右法ベクトルか
のどちらかの存在が言えれば, 残りの法ベクトルの存在が言える. 定義か
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ら $N^{2}=R^{2}=-1$ である. 従って, $N,$ $R$ は $f$が $f(M’)$ の概複素構造の $f$ によ

る引き戻しとみなせ, $f$ は $f(M’)$の概複素構造について擬正則写像である.
$N:Marrow \mathbb{H},$ $N^{2}=-1$ にたいして,

$D= \frac{1}{2}(d+N*d)$

とおく. このとき, $Df=0$ となる非定値写像 $f:Marrow \mathbb{H}$ は, $M’$ で左法ベク

トルが $N$ である弱共形写像である. $\phi,$ $\psi:Marrow \mathbb{H}$ は $D\psi=D\phi=0$ となる

と弱共形写像と仮定し, $\eta:M\backslash \{\phi^{-1}(0)\}arrow \mathbb{H}$ を $\psi=\phi\eta$ で定義する. すなわ
ち $\eta$ の $\psi$ と $\phi$ による分数表示が与えられているとする. このとき,

$0=D( \psi)=D(\phi\eta)=\phi\frac{1}{2}[(d\eta)+\phi^{-1}N\phi*(d\eta)]$

であるから, $\eta$ は左法ベクトルが $\phi^{-1}N\phi$ である弱共形写像である.

3 ラグランジュ曲面
$\mathbb{H}$ を $\mathbb{C}\oplus j\mathbb{C}$ と同一視して, さらに $\mathbb{C}^{2}$ と同一視する. $f:Marrow \mathbb{C}^{2}$ が共形

はめ込みで $\langle(df)(X), \{(df)(Y)\}i\rangle=0$が任意の $X,$ $Y\in TM$で成り立つとき,

$f$はラグランジュ共形はめ込みであるという.
これを前節の共形はめ込みの特徴付けを用いて書き直す. $N$ と $R$ を $f$ の

左法ベクトル場, 右法ベクトル場とする. すると

$N\{(df)(X)\}R=(df)(X)$ , $N\{(df)(Y)\}iR=-\{(df)(Y)\}i$,

である. これより, $Ri=-iR$ を得る. 従って, $R=j\text{♂^{}l},\beta:Marrow \mathbb{R}/2\pi \mathbb{Z}$ であ

る. 逆に $R=i^{d^{i}}$ であるような共形はめ込みはラグランジュ共形はめ込み
になる. $\beta+\pi$はラグランジュ角度写像となる. 従って, 左法ベクトル場が
$jP^{i}$ である共形写像は, その四元数共役がラグランジュ曲面となる. 以下
では両方を用いる. $\beta$が調和的であるときは, $f$はハミルトン安定ラグラン
ジュ曲面となる.
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4 ラグランジュ曲面の分母
以下でラグランジュ曲面の分母についての結果を述べる. 概要を伝える
ことに重きをおくため, 以下の内容は意図的に雑に書いている. 正確なス
テートメントは原論文 [41を参照すること.
まず, $N=jl^{i}$ として $D=(d+N*d)/2$ とする. $v,$ $\mu:Marrow \mathbb{H}$ を,

$D\hat{v}=D\hat{\mu}=0$ となる非定値共形写像とし商 $\hat{v}=\hat{\mu}\hat{\eta}$ において, $\eta$ は右法ベク
トル場が $je^{\gamma i}$ であるラグランジュ分岐曲面であるとする. そのとき,

$\mu=\mu_{0}e^{2^{-1}(\beta-\gamma)i}+j\mu_{1}e^{2^{-1}(\beta+\gamma)i}$ ,

$\mu_{0}(-*(\phi)+*(d\gamma))=\mu_{1}((\phi)+(d\gamma))$

でなければならないことが分かる. ここで $\mu 0$ と $\mu\iota$ は $\mu 0-\mu_{1}i$ が複素正則
関数となる実数値関数である.
まず $M$が閉リーマン面である場合を考える. このとき次が言える.

補題 1. $M$が閉リーマン面である場合, $\mu 0$ と $\mu 1$ は定数で, $\mu 0\mu_{1}\neq 0$ であり,
$\Psi=\mu_{0}(\beta-\gamma)+\mu_{1}(\beta+\gamma)i$ は正則写像である.

このとき $\mu$ は二つの円の直積である. このラグランジュ曲面は閉リーマ
ン面上の正則関数が定数関数になることに対応している.
次に $M$が開リーマン面である場合を考える. このとき, 次が言える.

定理 1. $M$が開リーマン面である場合 $\{p\in M|S(p)=0\}$上で $(\phi)+(d\gamma)=$

$0,$ $\{p\in M|\mu_{1}(p)=0\}$ 上で $(\phi)-(d\gamma)=0$, であり, $\{P\in M|\mu_{0}(p)\mu_{1}(p)\neq 0\}$

上で $\Psi$はカー.レマンベルスベクア方程式

$\overline{\partial}\Psi=2^{-1}\Psi\{\overline{\partial}\log\psi_{0}\mu_{1})\}+2^{-1}\overline{\Psi}\{\overline{\partial}\log(\mu_{0}\mu_{1}^{-1})\}$ ,

の解として定義される一般化された解析関数である.
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上の一般化された解析関数は, その積分表示を利用することによって,
リーマン面上の解析関数とよく似た性質をもつことが示される ([7], [8]).

$\mu,$ $v,$ $\eta$ のどれかがハミルトン的に安定なラグランジュ曲面の場合はより
詳しいことが分かる. まず $\mu$ も $\eta$ もハミルトン的に安定なラグランジュ曲
面である場合を考えよう. このときは $\mu 0,\mu_{1},\beta,$ $\gamma$はいたって限定的である.

定理 2. $M$が閉リーマン面であり, $\beta$ と 7が調和的である場合, $\mu_{0}$ と $\mu_{1}$ が

定数であり, $\mu_{0}(\beta-\gamma)+\mu_{1}\wp+\gamma)i$は定値でない複素正則写像である, また
は, $\mu_{0}-\mu_{1}i_{1}$ が定数関数ではなく $\beta$ と $\gamma$ が定値写像である.

このとき $\phi$ は円の直積か複素正則写像を適当に変換したものになる.
次に $\mu,$ $v$がハミルトン的に極小なラグランジュ曲面であり, $\eta$ がハミル

トン的に極小ではないラグランジュ曲面の場合を考える.

定理 3. $M$が開リーマン面で\betaが調和的で, $\gamma$が調和的でない場合, $\mu_{0}-\mu_{1}i$

が定数関数ではなく, $\beta$ と $\gamma$ が任意の零でない実数 $A$ と任意の実数 $B$ と $C$

にたいして,

$\beta(\mu_{0},\mu_{1})=A\frac{\psi_{0}^{2}-\mu_{1}^{2})}{(\mu_{0}^{2}+\mu_{1}^{2})^{2}}+B$, $\gamma(\mu_{0},\mu_{1})=\frac{A}{\mu_{0}^{2}+\mu_{1}^{2}}+C$ ,

となる.

最後に $\mu,$ $v$ がハミルトン的に極小でないラグランジュ曲面であり, $\eta$ が

ハミルトン的に極小なラグランジュ曲面の場合を考える.

定理 4. $M$が開リーマン面で $\beta$ が調和的でなく, 7が調和的である場合,
$\mu_{0}-\mu_{1}i$ が定数関数ではなく, $\beta$ と $\gamma$ が任意の零でない実数 $A$ と任意の実
数 $B$ と $C$ にたいして,

$\beta(\mu_{0},\mu_{1})=A(\mu_{0}^{2}+\mu_{1}^{2})+B$ , $\gamma(\mu_{0},\mu_{1})=A\phi_{0}^{2}-\mu_{1}^{2})+C$,

となる.
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図 1: $U=\{x+yi\in \mathbb{C}|0.5^{2}\leq\neq+y^{2}\leq 4^{2}\},$ $\mu_{0}=x,$ $\mu_{1}=-y,$ $A=1$ ,
${\rm Im}\mu:Uarrow{\rm Im}$ H.

5 具体例
上の定理 3, 定理 4において $\mu$ が具体的に与えられたので, $\mu$ と同じ右法

ベクトル $jl^{i}$ をもつラグランジュ曲面があると, それに対応して, 右法ベ
クトル $je^{\gamma i}$ をもつラグランジュ曲面が得られる. 右法ベクトル $jd^{i}$ をもつ
ラグランジュ曲面をどう構成するかはまた別の話であるが, いくっか例を
あげる.
以下では $M=\mathbb{C}$ とし (X, $y$) は $x+yi=Z$ であるような座標系であると

する.
図 1は定理 3の例で, $\mu_{0}=x,$ $\mu_{1}=^{1^{1}}’,$ $A=1,$ $B=C=0$ のときの

$\mu(x,y)=xe^{-y^{r}(\Gamma+\}^{r})^{-2}i}-jye^{(x\underline{+}y^{-})^{-2}i}$

の虚部のグラフィックであり, 右は $v=1$ としたときの,

$\lambda(x,y)=\frac{1}{x^{2}+y^{2}}(x’)$
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図 2: $U=\{x+yi\in \mathbb{C}|0.68^{2}\leq x^{2}+y^{2}\leq 1.5^{2}\},$ $\mu_{0}=x,$ $\mu_{1}=-y,$ $A=1$ ,
${\rm Im}(iv):U.arrow{\rm Im} \mathbb{H}$ .

の虚部のグラフィックである.
図 2は定理 3の例で, 左が上と同じ $\mu$ のグラフィックであり, 中央が

$v(x,y)=- \frac{2\eta}{(x^{2}+y^{2})^{2}}-jie^{(x\underline{-}y-)(x^{\sim}+Y)^{-2}i}$

としたときの $iv$の虚部のグラフィックであり,右が

$\lambda(x,y)=\frac{1}{(x^{2}+y^{2})^{3}}\{[-2\nearrow\lambda^{\vee}+ie’]$

$+j[-2\eta^{2}e^{x^{\sim}(r+y^{-})^{-2}i}-x(x^{2}+y^{2})^{2}id^{(x^{-}+y-)^{-}i}\sim\vee]\}$

の虚部のグラフィックである.
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図 3: $U=\{x+yi\in \mathbb{C}|01\leq|x|\leq 26, |y|\leq 26\},$ $\mu_{0}=x,$ $\mu_{1}=-y,$ $A=1$ ,
${\rm Im} v:Uarrow{\rm Im} \mathbb{H}$.

図 3は, 定理 4の例で, 左から順に

$\mu(x,y)=xe\}^{r}i-jye^{x\underline{i}}$ ,

$v(x,y)= \int^{X}e^{\prime^{2_{i}}}dr+j\int^{-y}e^{\rho_{i}}dt$ ,

$\lambda(x,y)=\frac{1}{x^{2}+y^{2}}$

$\cross\{[xe^{-1’i}’\int^{X}e^{\underline{t}i}dt-ye^{ri}\int^{-\mathcal{Y}}e^{-\ulcorner i}dt]$

$+j[xe^{-)^{\dot{r}}i} \int^{-y}e^{ti}dt+ye^{x^{-}i}\int^{x}e^{-ti}dt]\}$

の虚部のグラフィックである.
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