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この話は R. Magnanini (Firenze 大学) との共同研究による線形及び非線形拡散方

程式の解の不変な等位面に関する 2つの定理からなる。 定理自体は同様に見えるが証

明の方法が異なる。 目的は両方法を概説し, その違いや類似点を明らかにすることにあ

る。 線形拡散方程式に対する結果は主に [MS1, MS3] により, 非線形拡散方程式に対す

る結果は [MS4] によるので, 詳しくはそれらを参照してほしい。

1 線形拡散と不変な等位面

始めに線形拡散方程式に関する結果から述べよう。 $\mathbb{R}^{N}(N\geqq 2)$ の領域 $\Omega$ において,

$u=u(x, t)$ を次の拡散方程式の初期境界値問題の有界な一意解とする。

$u_{t}=\Delta u$ in $\Omega\cross(0, \infty)$ , (1.1)

$u=1$ on $\partial\Omega\cross(0, \infty)$ , (1.2)

$u=0$ on $\Omega\cross\{0\}$ . (1.3)

このとき, 次の定理が成り立っ。

定理 1.1 ([MS1] の Theorem 1.1および [MS3] の Theorem 3.1とその一般化) $\Omega$

を $\mathbb{R}^{N}(N\geqq 2)$ の領域とし, $\Omega$ は外部球面条件を満たし, その境界 $\partial\Omega$ は有界である

とする。 $D$ を $\mathbb{R}^{N}$ の領域で $\overline{D}\subset\Omega$ を満たすものとする。 $\Gamma$ を境界 $\partial D$ の連結成分

で dist $(\Gamma, \partial\Omega)=$ dist $(\partial D, \partial\Omega)$ を満たすものとし, $D$ は $\Gamma$ において内部円錐条件を

満たすとする。 $u$ を $(1.1)-(1.3)$ の有界な一意解とし, $\Gamma$ が常に $u$ の等位面であるとす

る。 つまり,
$u(x, t)=a(t)$ $((x,t)\in\Gamma\cross(0, \infty))$ (1.4)

を満たす関数 $a:(0, \infty)arrow(0, \infty)$ が存在すると仮定する。 このとき, $\partial\Omega$ }ま一つの球

面か 2つの同心球面のどちらかに限る。つまり, $\Omega$ は球か球の外部領域か円環領域の

どれかに限る。
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この定理の証明の概略を述べよう。 まず, 境界への距離関数 $d(x)=$ dist $(x, \partial\Omega)$ につ

いて, Varadhan [Va] の結果より

$-4t$ log $u(x, t)arrow d(x)^{2}$ as $tarrow 0^{+}$ uniformly on each compact subset of $\overline{\Omega}$ . (1.5)

従って, 仮定 (1.4) と合わせて, ある正定数 $R>0$ が存在して

$d(x)=R$ $(x\in\Gamma)$ (16)

が成り立っ。 $\Gamma$ が滑らかであることは, 次のバランス法則より従う。

命題 1.2 ([MS1] の Corollary 2.2) $x_{0}\in\Omega$ に対して, $\nabla u(x_{0}, t)=0(t>0)$ が成り立

つための必要十分条件は

$\int_{\partial B_{r}(x_{0})}(x-x_{0})u(x,t)dS_{x}=0$ $(0<r<d(x_{0}), t>0)$

が成り立つことである。 ここで, $B_{r}(x_{0})$ は $x_{0}$ を中心とする半径 $r$ の開球であって, $dS_{x}$

は球面 $\partial B_{r}(x_{0})$ の面積要素である。

このバランス法則に仮定の外部球面条件と内部円錐条件および (1.5), (1.6) を合わせる

と, 任意の $x_{0}\in\Gamma$ に対して $\nabla u(x_{0}, to)\neq 0$ となる時刻 $t_{0}>0$ が存在することがわか

る。 さらに, $u$ の空間変数 $x$ に関する実解析性と陰関数定理より $\Gamma$ は滑らかであるこ

とがわかると同時に, $\partial\Omega$ のある連結成分 $S$ が存在して, $\Gamma$ と $S$ は平行であることがわ

かる。 (詳しくは [MS1] の Lemma 3.1の証明を参照せよ。) さて, (1.6) より

$R=$ dist $(\Gamma, S)$

であることに注意しよう。任意の 2点 $p,$ $q\in\Gamma$ に対して, 関数 $v=v(x,t)$ を

$v(x,t)=u(x+p,t)-u(x+q,t)$ $(x\in B_{R}(0), t>0)$ (1.7)

で定める。 このとき, (1.1) と (1.4) より

$v_{t}=\Delta v$ in $B_{R}(0)\cross(0, \infty)$ and $v(O,t)=0(t>0)$

が成り立っ。 ここで, 次のバランス法則を利用する。

ffiB 1.3 ([MS1] の Theorem 2.1) $v(O, t)=0(t>0)$ が成り立っための必要十分条

件は
$\int_{\partial B,(0)}v(x,t)dS_{x}=0$ $(0<r<R, t>0)$

が成り立つことである。
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これを用いて,

$\int_{B_{R}(0)}v(x,t)dx=0$ $(t>0)$

を得て, 86 $_{-}v$ の定義 (1.7) を用いて

$\int_{B_{R}(p)}u(x,t)dx=\int_{B_{R}(q)}u(x,t)dx$ $(t>0)$

を得る。 両辺に $t^{-\frac{N+1}{4}}$ をかけて $tarrow 0^{+}$ の極限を考えると [MS2] の Theorem 4.2より

$c(N) \{\prod_{j=1}^{N-1}(\frac{1}{R}-\kappa_{j}(P))\}^{-\frac{1}{2}}=c(N)\{\prod_{j=1}^{N-1}(\frac{1}{R}-\kappa_{j}(Q))\}^{-\frac{1}{2}}$ .

ここで, $c(N)$ は次元 $N$ にのみ依存する正定数, $\kappa_{j}(j=1, \ldots, N-1)$ は $S$ の主曲率で

あり, $P,$ $Q\in S$ は

$\overline{B_{R}(p)}\cap S=\{P\}$ , $\overline{B_{R}(q)}\cap S=\{Q\}$

を満たす点である。結果として

$\prod_{j=1}^{N-1}(\frac{1}{R}-\kappa_{j}(y))=$ 正定数 $(y\in S)$ (1.8)

が得られる。Aleksandrov の球面定理 ([Alek]) を適用すれば, $S$ は球面でなければなら

ない。従って, $\Gamma$ も $S$ と中心を共有する球面となる。そこで, $E$ を $\partial E=\Gamma\cup S$ となる

円環領域とし, $S$ の中心を $x_{0}$ とする。 もちろん, $E\subset\Omega$ である。 [MS3] でも述べたよ

うに, 任意の $N$ 次直交行列 $A$ に対して, 関数 $w=w(x,t)$ を

$w(x,t)=u(x_{0}+A(x-x_{0}),t)-u(x,t)$ $((x,t)\in E\cross(0, \infty))$ (1.9)

で定めると, $w$ は次の初期境界値問題の有界な解である。

$w_{t}=\Delta w$ in $E\cross(O, \infty)$ and $w=0$ on $(\partial E\cross(O, \infty))\cup(E\cross\{0\})$ .

従って, 解の一意性より $w=0((x,t)\in E\cross(O, \infty))$ が成り立っ。故に, $u$ の $x$ につい

ての実解析性を考慮して, 任意の $i\neq i$ に対して

$-(x_{j}-x_{0j}) \frac{\partial u(x,t)}{\partial x_{i}}+(x_{i}-x_{0i})\frac{\partial u(x,t)}{\partial x_{j}}=0$ in $\Omega\cross(0,\infty)$

が得られる。 これは定理 1.1の結論を導く。 $0$
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2 非線形拡散と不変な等位面

線形の場合はバランス法則が重要な役割を担った。 バランス法則は調和関数の平均値

の定理に似ていて, 非線形拡散方程式には期待できない。従って, 非線形拡散方程式に
っいて定理 1.1と同様の結果を得るには異なる方法が必要になる。 まず, 非線形拡散方

程式に関する結果を述べよう。 $\Omega$ を $\mathbb{R}^{N}(N\geqq 2)$ の $C^{2}$ 級の領域とし, その境界 $\partial\Omega$ は

有界で $\partial\Omega$ の連結成分の個数を $m\in N$ , 各連結成分を $S_{j}$ 欧 $\partial\Omega(j=1, \ldots, m)$ とすると

$\partial\Omega=\bigcup_{j=1}^{m}S_{j}$

が成り立つ。 $u=u(x, t)$ を次の非線形拡散方程式の初期境界値問題の有界な一意解と

する。

$u_{t}=\Delta\phi(u)$ in $\Omega\cross(0, \infty)$ , (2.1)

$u=1$ on $\partial\Omega\cross(0, \infty)$ , (2.2)

$u=0$ on $\Omega x\{0\}$ . (2.3)

ここで, $\phi:\mathbb{R}arrow \mathbb{R}$ はび級で, $\phi(0)=0$ および 2つの正定数 $0<\delta_{1}\leqq\delta_{2}$ について

$\delta_{1}\leqq\phi’(s)\leqq\delta_{2}$ $(s\in \mathbb{R})$ (24)

を満たすとする。従って, 方程式 (2.1) $h$一様放物型の非線形拡散方程式である。最大

値の原理から $0<u(x, t)<1(x\in\Omega, t>0)$ が成り立っ。 関数 $\Phi$ : $(0, \infty)arrow \mathbb{R}$ を

$\Phi(s)=\int_{1}^{s}\frac{\phi’(\xi)}{\xi}d\xi$ $(s>0)$ (2.5)

によって定める。 $\phi(s)\equiv s$ のときは, $\Phi(s)\equiv\log s$ であって, 熱方程式の場合に対応して

いる。境界への距離関数 $d(x)=$ dist $(x, \partial\Omega)$ について, 線形方程式の場合の Varadhan

[Va] の結果に対応する非線形の場合の結果は次である。

定理 2.1 ([MS4]) 次が成り立っ。

$-4t\Phi(u(x,t))arrow d(x)^{2}$ as $tarrow 0^{+}$ uniformly on every compact set in $\Omega$ .

定理 2.1と Aleksandrov の折り返しの方法 ([Sir, Ser]) を合わせると, 熱方程式に

対する定理 1.1に対応する非線形拡散方程式の結果として, 次の定理を示すことがで

きる。

48



定理 22 $([MS4])$ $u$ を $(2.1)-(2.3)$ の有界な一意解とする。 $D$ を $\mathbb{R}^{N}$ の $C^{2}$ 級領域

とし, $\overline{D}\subset\Omega$ を満たすとする。 ただし, $\Omega$ が非有界領域のときは $D$ も非有界領域であ

ると仮定する。 $\partial D$ が常に $u$ の等位面であるとする。つまり,

$u(x,t)=a(t)$ $((x,t)\in\partial D\cross(O, \infty))$ (2.6)

を満たす関数 $a:(0, \infty)arrow(0, \infty)$ が存在すると仮定する。 このとき, $\partial\Omega$ は一つの球

面に限る。

注意 2.3 $\Omega$ が非有界領域のときは仮定 (2.6) は次の仮定で置き換えられる。

任意の $\partial D$ の連結成分 $\Gamma$ に対して, ある関数 $a_{\Gamma}$ : $(0, \infty)arrow(0, \infty)$ が存在して,

$u(x,t)=a_{\Gamma}(t)$ $((x,t)\in\Gamma\cross(0, \infty))$ (2.7)

が成り立っ。

注意 2.4定理 22が結論として $\Omega$ に円環領域を含まず, 定理 1.1が $\Omega$ に円環領域を

含むのは, Aleksandrov の折り返しの方法の使い方の違いによる。 つまり, 定理 2.2の

証明では $\Omega$ 上の関数 $u$ に対して用いるが, 定理 1.1においては境界 $\partial\Omega$ のみに対して

用いるからである。 ([Sir, Ser] および [Alek] を参照せよ。)

注意 2.5初期関数を $\Omega$ の補集合の特性関数とする $\mathbb{R}^{N}$ 上の Cauchy 問題についても

対応する定理が成り立っ。 ([MS4] を参照)

定理 22の証明は定理 2.1から $\partial\Omega$ と $\partial D$ が平行になることを導き, さらに Alek-

sandrov の折り返しの方法 ([Sir, Ser] 参照) を直接初期境界値問題 $(2.1)-(2.3)$ に適用

することによって得られる。

ここでは, 定理 2.1の証明の概略を述べよう。粘性解の理論 ( $[CrIL]$ を参照) を用

いて示すことができる。 [FW] や [EI] のように, パラメータ $\epsilon>0$ を導入し, 関数

$v^{\epsilon}(x,t)=-\epsilon\Phi(u(x,\epsilon t))$ $(x\in\Omega,t>0)$ (2.8)

を考える。 $v^{\epsilon}$ は次を満たす。

$v_{t}^{\epsilon}=\epsilon\phi’\Delta v^{\epsilon}-|\nabla v^{\epsilon}|^{2}$ in $\Omega\cross(0, \infty)$ , (2.9)

$v^{\epsilon}=0$ on $\partial\Omega\cross(0, \infty)$ , (2.10)

$v^{\epsilon}=+\infty$ on $\Omega\cross\{0\}$ . (2.11)

49



ここで, $\phi’=\phi’(\Phi^{-1}(-\epsilon^{-1}v^{\epsilon}))$ である。 $h>0$ について, $u(x, t+h)$ と $u(x, t)$ に比較

定理を用いて

$u_{t}>0$ and $\Delta\phi(u)>0$ in $\Omega\cross(0, \infty)$ . (2.12)

を得る。 $w=\phi(u)$ とおくと $w_{t}=\phi’(u)\Delta w$ となり, (2.4) と (2.12) より

$\delta_{1}\Delta w\leq w_{t}\leq\delta_{2}\Delta w$ in $\Omega\cross(0, \infty)$ . (2.13)

そこで, % $(j=1,2)$ を次の熱方程式に対する初期境界値問題の有界な一意解とする。

$(w_{j})_{t}=\delta_{j}\Delta(w_{j})$ in $\Omega\cross(0, \infty)$ , (2.14)

$w_{j}=\phi(1)$ on $\partial\Omega\cross(0, \infty)$ , (2.15)

$w_{j}=0$ on $\Omega\cross\{0\}$ . (2.16)

このとき, (2.13) を考慮すると, 比較定理から次の補題が成り立っ。

補題 2.6 $w_{1}\leq w\leq w_{2}$ in $\Omega\cross(0, \infty)$ .

さて , 次の事実を観察する。

$\delta_{1}s\leq\phi(s)\leq\delta_{2}s$ for $s\geq 0$ , (2.17)

$-\delta_{1}$ log $s\leq-\Phi(s)\leq-\delta_{2}$ log $s$ for $0<s\leq 1$ , (2.18)
$e^{l}\tau_{1}\leq\Phi^{-1}(s)\leq e\star_{2}$ for $-\infty<s\leq 0$ . (2.19)

$w_{j}^{\epsilon}=w_{j}^{\epsilon}(x, t),$ $(j=1,2)$ を次で定める。

$w_{j}^{\epsilon}(x,t)=w_{j}(x,\epsilon t)$ .

(2.17) と (2.18) の助けを借りて, 補題 26より

$- \epsilon\delta_{1}\log(\frac{w_{2}^{e}}{\delta_{1}})\leq v^{\epsilon}\leq-\epsilon\delta_{2}$ log $( \frac{w_{1}^{\epsilon}}{\delta_{2}})$ in $\Omega\cross(0, \infty)$ . (2.20)

Varadhan [Va] の結果より, $\epsilonarrow 0^{+}$ のとき, 関数 $-\epsilon\delta_{j}\log w_{j}^{\epsilon}$ は関数 $\frac{1}{4t}d(x)^{2}$ に $\overline{\Omega}\cross(0, \infty)$

内の任意の compact 集合上一様収束することがわかる。従って, 次の補題が得られる。

補題 2.7次が成り立っ。

$\frac{\delta_{1}}{\delta_{2}}\cdot\frac{1}{4t}d(x)^{2}\leq\lim_{earrow 0}\inf_{+}v^{\epsilon}(x,t)\leq\lim_{earrow}\sup_{0+}v^{\epsilon}(x,t)\leq\frac{\delta_{2}}{\delta_{1}}\cdot\frac{1}{4t}d(x)^{2}$ in $\Omega x(0, \infty)$ .
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この補題は次を導く。

補題 2.8 $\Omega\cross(0, \infty)$ 内の任意の comPact 集合 $K$ に対して, $e_{0}>0,0<c_{1}\leq c_{2}<$

$+\infty$ を満たす 3つの定数 $\epsilon_{0}=\epsilon_{0}(K),$ $c_{1}=c_{1}(K)$ と $c_{2}=c_{2}(K)$ が存在して, もし
$0<\epsilon\leq\epsilon_{0}$ ならば次が成り立っ。

$0<c_{1}\leq v^{\epsilon}\leq c_{2}$ in $K$.

この補題と [LSV] の勾配評価の方法および [Gild] の定理の助けを借りて, $\Omega\cross(0, \infty)$ 内

の任意のコンパクト集合 $K$ を与えるとき, 十分小さい $\epsilon>0$ に対して, $\{v^{\epsilon}\}$ が $K$ 上一

様有界で同程度連続であることを示すことができる。 ([MS4] 参照) 従って, $\lim\epsilon_{n}=0$

を満たすある正数列 $\{\epsilon_{n}\}$ および $\Omega\cross(0, \infty)$ 上の連続関数 $v=v(x, t)$ が存在して, 関

数列 $\{v^{\epsilon_{n}}\}$ は $\Omega\cross(0, \infty)$ 上 $v$ に広義一様収束する。特に, 補題 27より

$\frac{\delta_{1}}{\delta_{2}}\cdot\frac{1}{4t}d(x)^{2}\leq v(x, t)\leq\frac{\delta_{2}}{\delta_{1}}\cdot\frac{1}{4t}d(x)^{2}$ in $\Omega\cross(0, \infty)$ . (2.21)

(2.21) および $\partial\Omega$ 上 $d(x)^{2}=\nabla(d(x)^{2})=0$ であることを合わせると, $\mathbb{R}^{N}\cross(0, \infty)$ 上の

連続関数 $V(x,t)$ を

$V(x,t)=\{\begin{array}{ll}v(x,t) if x\in\Omega,0 if x\not\in\Omega\end{array}$

によって定めることができる。 このとき, $V=V(x, t)$ は次の Cauchy 問題の粘性解で

あることがわかる。

$V_{t}=-|\nabla V|^{2}$ in $\mathbb{R}^{N}\cross(0, \infty)$ , (2.22)

$V=0$ on $(\mathbb{R}^{N}\backslash \Omega)\cross\{0\}$ , (2.23)

$V=+\infty$ on $\Omega\cross\{0\}$ . (2.24)

最後に Str\"omberg [Str] の初期値問題の粘性解の一意性の結果を用いると

$V(x,t)= \frac{(dist(x,\mathbb{R}^{N}\backslash \Omega))^{2}}{4t}$ $((x,t)\in \mathbb{R}^{N}\cross(0, \infty))$

でなければならないことがわかる。従って,

$\epsilonarrow 0hmv^{\epsilon}(x,t)=\frac{d(x)^{2}}{4t}$ $((x,t)\in\Omega\cross(0, \infty))$ .

故に, まず $t=1$ とおき, 次に $\epsilon=t$ とおくと, 定理 2.1が得られる。

51



3 いくつかの注意

注意 3.1 ここで利用した Varadhan [Va] の定理は変数係数の線形拡散方程式の場合で
も成り立つので, Aleksandrov の折り返しの方法 ([Sir, Ser] 参照) を直接初期境界値問
題に適用することによって, 定理 22と同様の結果が $N$ 次元球面や $N$ 次元双曲空間
上の熱方程式に対して得られる。 ただし, Aleksandrov の折り返しの方法を用いるので,
$N$ 次元球面の場合は領域 $\Omega$ は半球に含まれるもののみを考える。また, バランス法則
は $N$ 次元球面や $N$ 次元双曲空間上の熱方程式に対しても成り立っことが [Sa2] で示
されている。

注意 3.2熱方程式の Cauchy 問題

$u_{t}=\Delta u$ in $\mathbb{R}^{N}\cross(0, \infty)$ and $u(x, 0)=\chi_{E}(x)$ in $\mathbb{R}^{N}$ (3.1)

について考える。 ただし, $E$ は $\mathbb{R}^{N}(N\geqq 2)$ の領域で f 集合 $E$ の特性関数を $\chi_{E}$ とか

く。 $\chi_{E}(x)=1$ if $x\in E,$ $\chi_{E}(x)=0$ if $x\not\in E$ である。 もちろん,

$u(x, t)=(4 \pi t)^{-\S}\int_{E}e^{-\text{と}\ell}d\xi$ (3.2)

が成り立っ。 $E$ が必ずしも有界でない場合, どのようなときに $u$ は動かない等温面を

持つかを考える。すぐに $\partial E$ が $isoparametr\dot{b}C$ hypersurfaces の族, っまり, 同心球面の
族, 平行な超平面の族, または一般の同心円柱面の族のどれかに属する場合は容易に $u$

は動かない等温面を持つことがわかる。 これ以外の興味深い例として, $\mathbb{R}^{3}$ 内の常螺旋
面 (鴬 ght helicoid) $\mathcal{H}$ がある。 $\mathcal{H}$ は次で与えられる.

$\mathcal{H}=$ { $(x_{1},$ $x_{2},$
$x_{3})\in \mathbb{R}^{\theta}$ : $x_{1}=s$ cos $t,$ $x_{2}=s$ sin $t,$ $x_{3}=at+b,$ $(s,t)\in \mathbb{R}^{2}$ }.

ここで, $a\neq 0,$ $b$ は実定数である. $\mathcal{H}$ は $\mathbb{R}^{3}$ を 2つの連結成分に分け, その一方を $E$ と

すると, $\mathcal{H}$ の対称性から次が成り立っ.

$u= \frac{1}{2}$ on $\mathcal{H}\cross(0, +\infty)$ .

このことに関連した $\mathbb{R}^{N}$ 内の超曲面の分類について [MPS] で考察した。

注意 3.3線形および非線形拡散方程式に対するノイマン境界条件の場合の初期境界値
問題については, ユークリッド空間内のお oparametric hypersurfaces の分類定理 ([LC,

Seg]) を利用することによって, 全ての等位面が不変な解の分類が [Sal] で得られてい

る。 従って, ノイマン条件の場合に, 一つの等位面が不変な解の分類をするためには初

期条件をどのように設定するかが問題である。つまり, 初期条件を $u=0$ on $\Omega\cross\{0\}$

とすることはできない。
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