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線形のスカラー積分微分方程式

$x’(t)=ax(t)-b \int_{t-h}^{t}x(s)ds$ (E)

を考える. ここで $a,$ $b\in \mathbb{R},$ $h>0$ とする. 方程式 (E) の零解が UAS になるための
必要十分条件を求める. $a>0$ の場合が難しいが, [1] で次の 2つの定理が得られて

いる.

Theorem B. Let $a^{2}>2b$ . Then the zero solution of (E) is not UAS.

この結果, $a^{2}=2b$ の場合だけが未解決であり, 次の Conjecture が得られている.

Conjecture. Let $a>0$ and $a^{2}=2b$ . The zero solution of (E) is not UAS for
all $h>0$ .

この Conjectureが解決されれば, $a>0$ のとき

Theorem 1. The zero solution of (E) is UAS
$\Leftrightarrow$ $a^{2}<2b$ and $\frac{a}{b}<h<\frac{1}{\sqrt{2b-a^{2}}}\cos^{-1}\frac{a^{2}-b}{b}$

が成立する. 従って, $a\leq 0$ の場合と Theorem 1を合わせると (E) の ab-stability

regionが得られる.
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予想の解決

方程式 (E) の特性方程式は

$\lambda-a+b\int_{-h}^{0}e^{\lambda\epsilon}ds=0$ (1)

であり, $a^{2}=2b$ のとき特性方程式 (1) は

$P( \lambda)\equiv\lambda-a+\frac{a^{2}}{2}\int_{-h}^{0}e^{\lambda s}ds=0$ (2)
となる.

命題 1. $P(\lambda)=0$ が $\lambda=0$ を根に持つのは $h= \frac{2}{a}$ のときのみ

$\Leftrightarrow$ $a^{2}<2b$ and $\frac{a}{b}<h<\frac{1}{\sqrt{2b-a^{2}}}\cos^{-1}\frac{a^{2}-b}{b}$

$\cdot(2)$ 式により

$P( O)=0rightarrow-a+\frac{a^{2}}{2}\int_{-h}^{0}1ds=0$

$\Leftrightarrow-a+\frac{a^{2}h}{2}=0$

$\Leftrightarrow h=\frac{2}{a}$ 口
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命題 2. $h \neq\frac{2}{a}$ のとき $P(\lambda)=0$ は虚軸上に根を持たない.

$\Leftrightarrow a^{2}<2b$ and $\frac{a}{b}<$ ん $< \frac{1}{\sqrt{2b-a^{2}}}\cos^{-1}\frac{a^{2}-b}{b}$

$\lambda=i\omega(\omega\neq 0)$ なる根があるとしよう. (2) 式により

$P( \lambda)\equiv\lambda-a+\frac{a^{2}}{2}\int_{-h}^{0}e^{\lambda\epsilon}ds=0$

なので

$P(i \omega)=i\omega-a+\frac{a^{2}}{2}\int_{-h}^{0}e^{;_{ws}}ds$

$=i \omega-a+\frac{a^{2}}{2i\omega}[1-e^{-iwh}]=0$

これより,

$-2\omega^{2}-2ia\omega+a^{2}-a^{2}$ ($\cos$ wh–i sin $\omega h$) $=0$

$\Leftrightarrow$ $-2\omega^{2}+a^{2}-a^{2}$ cos $\omega h=0,$ $-2aw+a^{2}$ sin $\omega h=0$

$\Leftrightarrow$ cos $wh=1-2( \frac{w}{a})^{2}$ , sin $\omega h=\frac{2\omega}{a}$

$\Rightarrow$ $\cos^{2}\omega h+\sin^{2}wh=\{1-2(\frac{w}{a})^{2}\}^{2}+(\frac{2w}{a})^{2}=1$

$\Rightarrow$ 1–4 $( \frac{w}{a})^{2}+4(\frac{w}{a})^{4}+4(\frac{w}{a})^{2}=1$

$\Rightarrow$ $( \frac{w}{a})^{4}=0$

$\Rightarrow$ $\omega=0$ これは矛盾. 口

故に, 十分大きなんに対して, ${\rm Re}(\lambda)>0$ なる特性根 $\lambda$ があることがいえれば,

\mbox{\boldmath $\lambda$}=\mbox{\boldmath $\lambda$}(ん) の連続性と命題 2によりん $> \frac{2}{a}$ で ${\rm Re}(\lambda)>0$なる特性根 $\lambda$ の存在が示せる.

また $h=0$ のとき $P(\lambda)=\lambda-a=0$ より $\lambda=a>0$ であるから \mbox{\boldmath $\lambda$}=\mbox{\boldmath $\lambda$}(ん) の連続

性と命題 2により $0<$ ん $< \frac{2}{a}$ で ${\rm Re}(\lambda)>0$ なる特性根 $\lambda$ の存在はいえる. よって示

すべき命題は

命題 3. 十分大きなんに対して, ${\rm Re}(\lambda)>0$ である $P(\lambda)=0$の特性根 $\lambda$ が存在

する.

である.
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図 2 シミュレーションによる $\lambda=a(h=0)$ の根の動き

命題 3を証明する際のネック

$P(\lambda)|_{\lambda=0 ,h=_{a}^{2}}=0$

$\frac{\partial}{\partial\lambda}P(\lambda)|_{\lambda=0}h=_{a}^{l}=1+\frac{a^{2}}{2}\int_{-1}^{0_{l}}$
$sds=1- \frac{a^{2}}{2}\cdot\frac{1}{2}\cdot(\frac{-2}{a})^{2}=0$

であるから $h= \frac{2}{a}$ のとき $\lambda=0$ は $P(\lambda)=0$ の重根である. また特性方程式 (2) を $h$

に関して微分すると

$\frac{d\lambda}{dh}$ .
$h= \frac{02}{a}\lambda==\frac{\frac{a^{2}}{2}}{1+\frac{a^{2}}{2}\int_{-\frac{2}{\alpha}}^{0}sds}=\frac{\frac{a^{2}}{2}}{0}$

となり, ${\rm Re}( \frac{d\lambda}{dh}|\lambda=0h=_{l}^{2})>0$
を示すご aにより証明するというテクニックが使えない.

Hurwitz の定理

正則関数列 $f_{n}(z)$ が単連結な領域 $D$ において定数でない関数ん $(z)$ に一様収束す

るものとする. いま, $D$ の 1点 $z_{0}$ を $f_{0}(z)$ の零点とし, $D$ 内に $z_{0}$ を中心とする

円 $C$ を描いて, $C$ の上では $f_{0}(z)\neq 0$ とする. このとき十分大きな全ての $n$ に

対して $f_{n}(z)$ は円 $C$ の内部 $\Omega$ において $f_{0}(z)$ と同数の零点をもつ.

Hurwitz の定理を特性方程式 (2) に適用して命題 3を証明する.

$z_{0} \equiv\frac{a}{2}(1+i)$ として $D,$ $\Omega,$ $C,$ $f_{n}(z),$ $f_{0}(z)$ を次のように定める.
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$D \equiv\{z:\frac{a}{4}<{\rm Re} z<\frac{3}{4}a, \frac{a}{4}<{\rm Im} z<\frac{3}{4}a\}$

$\Omega\equiv\{z : |z-z_{0}|<\frac{a}{6}\}$

$C \equiv\{z : |z-z_{0}|=\frac{a}{6}\}$

$f_{n}(z) \equiv z-a+\frac{a^{2}}{2}\int_{-n}^{0}e^{zs}ds$

$f_{0}(z) \equiv z-a+\frac{a^{2}}{2}\int_{-\infty}^{0}e^{Zt}ds$

領域 $D$ では $z\neq 0$ であるから積分をすると

$f_{n}(z)=z-a+ \frac{a^{2}}{2z}(1-e^{-nz})$

$f_{0}(z)=z-a+ \frac{a^{2}}{2z}=\frac{1}{2z}(2z^{2}-2az+a^{2})$

従って,

$f_{0}(z)=0\Rightarrow$ $z= \frac{a}{2}(1\pm i)$

右半平面でゐ (z) の零点は $\frac{a}{2}(1\pm i)$ のみである. 特に, 領域 $D$ ではん $(z)$ の零点は

$\frac{a}{2}(1+i)(=z_{0})$ のみであるから, $C$ 上ではゐ $(z)\neq 0$ . また $D$ で $f_{n}(z)$ が正則である

ことも明らかである.

次に, $D$ で $f_{n}(z)$ がん (z) に一様収束することを示そう. 領域 $D$ で $z=x+iy$ と
すると $\frac{a}{4}<x<\frac{3}{4}a$ であり

$|e^{-nz}|=|e^{-n(x+iy)}|=e^{-nx}<e^{-\frac{a}{4}n}arrow 0$ as $narrow\infty$

より

$e^{-nz}Z0$ on $D$ as $narrow\infty$

故に,

$f_{\mathfrak{n}}(z)3f_{0}(z)$ on $D$ as $narrow\infty$

従って, Hurwitz の定理により $\exists_{N}\in N$ : $\forall_{n}\geqq N$ に対して, $f_{n}(z)$ は $C$ の内部 $\Omega$ で

$f_{0}(z)$ と同数の零点を持つ. すなわち $f_{n}(z)$ は $\Omega$ で唯 1つの零点を持つ. この零点を
$\lambda_{0}$ とすると,

$\lambda_{0}-a+\frac{a^{2}}{2}\int_{-n}^{0}e^{\lambda_{0}\epsilon}ds=0$

であり, $\lambda_{0}\in\Omega$ より
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${\rm Re}( \lambda_{0})\geqq\frac{a}{2}-\frac{a}{6}=\frac{a}{3}>0$

すなわち $h=n\geqq N$ のとき特性方程式 (2) は ${\rm Re}( \lambda_{0})\geqq\frac{a}{3}>0$ なる特性根を持つ.

口

以上により, $a>0$ のとき, Theorem 1は成立する.
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