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1 発表の主旨意図

17世紀ヨーロッパは, 数学上の貢献によって歴史に名をとどめる人物を多数輩出した. 中でも
ニュートン, ライプニッツの二人は, ほほ同時に無限小解析 (微分積分学) を一つ上の段階へと
進展させていった. これは時代を象徴する出来事である.
続く 18世紀は, 前世紀にくらべて比較的「穏やかな」時代だったように見なされることが多い.

方法論的な革新よりも, 成果の量的な拡大に向かったことが特徴とされる. 当初の様々な混沌は
次第に秩序づけられ, 先人たちが開拓した土地から実り多い収穫を得た時期だったと考えられる
からである. また直前の先人たちのように, 数学上の伝統に依拠して自己の 「正当性」 を主張す
る必要もなくなったように見える. 新たな領域であった無限小解析は立派に市民権を得ていった
からである.

本論考は 17世紀末から 18世紀にかけて公刊されたヤーコブベルヌーイ (1654-1705) の級数
論に注目する. ベルヌーイは足かけ 15年にわたって (1689年-1704年) 5本の連作論文を書いた.
それらの論文の中では, 無限級数にかかわる全部で 60個の命題が続き番号で記されている. 以下
で見るように, ベルヌーイの論文は伝統的な「総合的」 スタイルによって記述されている. すな
わち公理公準を与えた上で, 各命題が演繹的に証明されている.
その記述の方法から容易に想像できるように, ベルヌーイは彼以前の様々な人々による数学的

貢献を規範化しようとしている. それはすでに述べたように開拓された数学的領域が, 新たな収
穫の土台となる様相を典型的に示している. したがってここでそのベルヌーイの級数論を取り上
げることは, クーン流の概念「通常科学」 の形成を追認するための例を提供することになるのか
もしれない. ベルヌーイ論文は, 特に彼自身のオリジナリティを示したものではない. したがっ
てあらためて彼の論文を分析の対象にする必要がないと考えられがちである.
だが本論が主題的にベルヌーイ論文を取り上げる理由は, 単に以上のことを確認したいがため

だけではない. 級数に対する数学的議論の組み方 (たとえば, 収束・発散に関する問題) をベル

ヌーイがどのように構成しているかを考察するならば, 過去の数学史研究が与えた 18世紀の数学
全般に対する評価をいくぶん疑わしく感じるようになる. 多少異なる理解が可能ではないか. 蓄
積されたノウハウを整理するだけでなく, ベルヌーイの級数論は結果的に新たな数学的観点を
も提示しているように見える. ベルヌーイの論考は, その意味で従来の数学史研究の中でもっと
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取り上げられてしかるべきものだったろう. だがこうした観点からの先行研究は, フェッラーロを
含めてわずかにあるばかりである. 数学史研究の定説, すなわち 「数学者たちは 18世紀中に成果
の量的拡大に励み, 19世紀になって初めて『解析学の厳密化』を開始した」 はやはり疑義を投げ
かけられてしかるべきである. すでに 17世紀末から 18世紀初めにおいて, 一定の反省の契機が
与えられていた. ベルヌーイ論文は数学における通常科学化の事例を提供する以上の意味合いを
持っているのである. 本稿は紙幅の関係上, 細部にわたる議論を行うことができない. [林 2005],
[林 2006] において詳細な分析を試みたので, そちらをあわせて参照していただきたい.

2 ベルヌーイ 5連作論文の特徴

ヤーコプペルヌーイ 5論文の特徴を簡単に紹介する. なお本稿の後半には, これら 5論文の
概要をつけたので, 適宜そちらを参照していただきたい. 五つの論文は大きく二つのグループに
別れる. 第 1 グループは第 1論文から第 3論文の前半 (命題 40) まで. 第 2 グループは, 第 3論
文後半から第 5論文にかけてである.

2.1 第 1 グルーブについて

この第 1 グループの内容に関する特徴は次の通りである.

1) 求積問題と離れた無限級数の一般論を提示.

2) ベルヌーイ以前に既知であった事項に (例えば, 調和級数 $\sum_{k=1}^{\infty}\frac{1}{k}=\infty$ ) 体系的な証明を与

える.

ここで 1) における一般論とは, 個別の曲線にかかわる求積問題の解決と一線を画し, 基本技法と
しての無限級数に対する議論を展開することを意味する. 同時に 2) でいう体系的であることも要
請される. すなわちギリシア以来伝統的な記述スタイルである総合的, 演繹的論証を組み立てる
ことである. ただしベルヌーイは, あくまでも少数の公理を前提にしつつ, 数学的な整合性を獲
得しようとする. したがって 1690年代に生じた無限小解析の原理的部分に対する論争 (「無限小」
というものをどのように理解するか) に係わるような箇所はきわめて簡潔にすり抜けている. し

たがって数学外から借りてきたような, 例えば形而上学的な議論は挿入されない. 現代のわれわ
れからするとごく当たり前のことのように見えるが, これは同時代における一つの個性的態度で
ある.

2) の一例として挙げた $\sum_{k=1}^{\infty}\frac{1}{k}=\infty$ の証明は第 1論文命題 16で示される. また次の命題 17で

は, ライプニッツが 1682年論文中に結果のみ提示した成果に対する証明を与えている. したがっ
てそこに至る過程は, その証明に必要な技法を確立することである. 特に命題 15は, 後に「ベル
ヌーイの方法」 として言及されるようになる点で重要である. 技法に関して特徴を列挙すると次
のようになろう.
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$\bullet$ 項数が有限, 無限であるかにかかわらず, また収束, 発散の区別なく同様な代数的・形式的
操作を行う.

$\bullet$ 特に無限級数における 「和」 とは何かを問題としない.

$\bullet$ 一定のア・プリオリな条件下で議論が成立することも意識.

特に 3番目の特徴については注意を要する. ベルヌーイは命題 15の方法を無限定に利用できない
ことを指摘しているからである. 無論, この段階で無限級数に関する収束, 発散に関する必要・十
分な条件について一般的な議論が展開されるまでに至っているわけではない. だが 17世紀におけ
る状況を鑑みるならば, これは異質な言明である. 無限級数は求積問題の解決のための基本技法
である. 直接曲線と関連して,「目に見える」面積や長さといった量を求める中で利用されていた.
ベルヌーイは一端, 具体的な問題から離れて一般論を組み立てた. そうした演繹的体系を構成す
る中で生まれてきた着眼のように考えられる.
他方, ベルヌーイは 17世紀人たちが最大に活用した代数的・形式的処理の威力について楽天的

な発想も表明してい 1る. 第 $2$ 論文
$11$ の命題 124において, いわゆる 「ゼータ関数」 と後世呼ばれるこ

とになる無限級数 $\frac{1}{1^{m}}+\frac{1}{2^{m}}+\frac{1}{3^{m}}+\frac{1}{4^{m}}+\overline{5^{m}}+\cdots$ を考察する. 偶数番目の項の和と奇数番目の

項の和との間に形式的に成立する比の関係 $2^{m}-1$ : 1が, 級数が発散する場合 $(m= \frac{1}{2})$ につい

ても成立することが述べられている. ここでベルヌーイは明らかに級数の収束・発散よりも代数
的な関係式の一般性に重きを置いている. とかく 17世紀, 18世紀の数学者像として, 厳密性に無
頓着で, 成果に拡大に遭進した人々という捉え方がある. この表明などは, 従来からのイメージ
を支持するものになるかもしれない. しかしベルヌーイがそれほど単純でないことはすでに述べ
たとおりである.
第 3論文の冒頭, 命題 36から 40にかけて, メルカトールの名で知られる技法が紹介される. 分
数量を除算によって無限級数に展開する方法である. 命題 37とその系に典型的な例と注目すべき
言明がある. ベルヌーイは次のような無限級数展開,

$\frac{l}{m+n}=\frac{l}{m}+\frac{ln}{mm}+\frac{lnn}{m^{3}}-\frac{ln^{3}}{m^{4}}+\cdots$ (1)

に対し, パラドックスが生じることを指摘する. すなわち (1) の左辺において $m=n$ とすると,
$\frac{l}{m+n}=\frac{l}{2m}$ . 一方, (1) の右辺において $\frac{l}{m}-\frac{l}{m}+\frac{l}{m}-\frac{l}{m}+\cdots$ これがもし 「最終項が $+$ で

終わるならば」
$\underline{l}$

になり矛盾が生じるというのである. ペルヌーイ自身によれば,「割り算の残余
項が減少しない」 (すなわち $l$ で一定) ことがその原因であるとしている. この 5連作論文はこの
第 3論文の後半以降, 具体的な曲線が与えられた場合の求積問題に焦点が移る. それ以前に第 1 グ
ループの中で論じられた一般的議論の中で初めてこうした視点 (残余項に着目する) は獲得され
ると考えられる. 解析学の技法自体を整理し, 体系化しようとするときにこそ到達できるアイデ
アではないか. したがって無限級数それ自身について理論がより整備される契機, 素地はすでに
ここに見いだされると考えられる. 解析学の「厳密化」 を 19世紀の数学者たちだけに負わせてし
まうのはふさわしい歴史理解ではないだろう. 徐々に連続的に進行する要因も合わせて了解され
るべきであろう.
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22 第 2 グループについて

第 3論文の半ば以降は, 17世紀中に開発された無限級数の手法 (ウォリスの補間法, ニュート

ンによる一般 2項展開, 未定係数法) が紹介される. また円錐曲線や超越曲線 (カテナリー, 対

数曲線, 弾性曲線, 等々) に対する求積問題への応用が次々に述べられる. これらはみなアルキ
メデス以来の問題を本格的に受容した上で, 代数的な記号法の活用を備えた 17世紀の数学者たち
の成果の一覧である. とくに上記の手法を並列して, 一つの 「道具箱」 を作り, 使いこなす様子
がこのベルヌーイ論文にはよく表れている. 具体例は 4.3項から 4.5項を参照していただきたい.
この後半の命題群においては以下の特徴を挙げることができる.

$\bullet$ 円錐曲線から超越曲線への適用を目指す.

$\bullet$ 問題解決の流れ ; 微小量間の関係式 (微分方程式) を立てる\rightarrow 変量変換 (無理量の回避) $arrow$

「道具箱」 の利用\rightarrow 無限級数展開\rightarrow 項別積分.

$\bullet$ 求積問題に備えている図形の条件が, 形式的な項別積分の計算を可能にする.

第 1に掲げた点が 17世紀後半の発展の大きな特徴である. そしてニュートン, ライプニッツの貢
献は求積の適用範囲をそのように拡大したことによって特別視される.
「道具箱」 に含まれる技法のそれぞれについて特別な優劣の示唆する判断は述べられていない.

先取権論争が世紀の変わり目 (1700年頃) には起きるのだが, イギリス側, 大陸側の数学的成果
が「平等に」紹介されている. ここで頑迷で心の狭い数学者像をヤーコブベルヌーイにかぶせ
るべきではない. 結局, われわれが想像する以上に問題解決のテクニックによく通じているので
ある. 加えて多くの場合, 問題解決の方法はパターン化されている. 要は, 無限級数を与え, 項

別積分を行うことで終了する. こうした一連の計算に対して, 収束発散についてのアプリオ
リな条件が与えられることは少ない. あたかも実際の図形の状況が保証を与えてくれているかの
ようである. すなわち面積や曲線の長さは「目で見える」のである. したがって収束や発散につ

いての一般的な問題の提起へつながる契機は生まれにくいだろう.

3 まとめ. 問題点の指摘

ヤーコプ・ベルヌーイの 5連作論文はオリジナルな成果を提示することに主眼はなく, 既知の
成果に対して体系化を図ること, この分野の学習者に便宜を図ることが目的であったといえよう.
当時, 新しい結果を論文を公表する際, 伝統的な表現スタイルによって記述されることはもはや
一般的ではなかった. 総合的 (演繹的) に議論が構築されていること自体が異彩を放っている. や
はりオリジナルな成果を知らしめることよりも, 17世紀を通じて発展してきた求積問題に関して,

一定の整理を試みることが目的の一つだったからであろう. その意味でこのベルヌーイ論文は, 数
学史研究者たち中でさほど大きな注目をひきつけてこなかった. だが違った角度から眺めること
も必要である. 例えば, 級数の収束にかかわる必要な条件, 十分な条件に対する意識づけが生ま
れてくる契機がこのベルヌーイの記述の中に潜んでいる. 無限小解析学の発展が一段落したと思
えたときに, 基礎を据えて体系化する動機づけがなされる. 何も 19世紀を待たずして, 17世紀
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末, あるいは 18世紀の初頭の段階で一つの 「厳密化」への道はスタートしていくではないか. 個
別の曲線に対する問題処理から一定の距離を置く. そして理論的整合性を考えることで初めて一
般論が展開される可能性が生じるのではないか.
級数論に関する Ferraro の議論 ([Ferraro 2002]) では, 1730年前後の転換を重視している. 無
限級数が単に求積問題に対する技法として活用される段階から離れることが不可欠だったとして
いる. スターリングや $\vdash$ . モアブルたちの手で新たな次元に入っていったとする主張は一定の説
得力がある. ただその際, このベルヌーイ論文をより重要視する必要があると考えられる (フェッ

ラーロはベルヌーイ論文を無視しているわけではない). また解析学の 「厳密性」 に関する著名な
Grabiner の議論 ([Grabiner 1981]) は, 18世紀の数学者の態度と 19世紀のそれが一線を画する
ことを強調する. 特にコーシーによる転換を重んじる. その断絶が起きたことを前提に, 背景の
分析を試みている. それは一つの見識であると考えられる. だが, そもそも数学における厳密性
とは何か. 十分にコンセンサスが得られているとは考えにくい. 議論に整合性を備えるために必
要な基礎を置くことならば, ペルヌーイ論文とてその資格はある. 今回われわれが分析の対象と
した 5連作論文を見てわかることは, あまり過剰に 19世紀に生じた変化を強調すること, その不
連続性を重んじることは適当ではないということである. オイラー以前に成果を整理し, その中
で必要最小限の前提をを立て, 自給自足の議論を構築することが行われていたのである. これは
これで「厳密性」 に対する自覚の所在を明らかにする. 数学の進展における断続性 (「革命」 とい
う言葉で象徴されることもある) を否定はしない. ただ Grabiner は 18世紀の数学に対してやや
冷淡なように見える. 断続性と連続性の問題についてわれわれは安易な即断を行うべきでないだ
ろう.

さらにイギリス側と大陸側の成果の方法論的統一についても一定の示唆を与えてくれる. 先取
権論争とのかかわりで, とかく両者の対立, 相違が過去の数学史研究では強調されてきた. しか

し 1730年頃までに両者は互いの成果を実質的に吸収し合っていた. 例えば, ベルヌーイは 17世紀
中のウオリスやニュートンの手法を有効に利用していた. また 18世紀前半, スターリングや ト.
モアブルはベルヌーイの計算法を彼の名ともに言及している. たとえ根源的な基礎 (流率法, 無
限小解析) の違いや記号表現の違いがあったにせよ,「使える技法」 は積極的に身につける態度も
彼らはあわせ持っていた. 当時の数学者の姿を適切に理解するための視点をどう確立していくか.
数学史研究者が試される部分であろう.

4 ヤーコプベルヌーイ 5連作論文概要

以下において本論でテーマとしたヤーコプ・ベルヌーイの 5論文の内容を列挙していく. 主要
な部分に限定し, 適宜必要な補足ををつける.

4.1 第 1論文 (1689年)

I-序文 : ライプニツツ 1682年論文, 1683年論文への言及.
I-公理または公準 1-2: 量のより小さな部分への分割可能性, あらゆる有限量よりも大きなもの
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を受け入れること.

I-命題 1: 任意に与えられた量よりも小さいものは, 非量 (non-quantum), あるいは $0$ .
I-命題 2: 任意に与えられた量よりも大きいものは, 無限.
I-命題 5: 増加する幾何数列は, 任意に与えられた量よりも大きくなる.
I-命題 6: 減少する幾何数列は, 任意に与えられた量よりも小さくなる.
I-命題 8: 任意の幾何数列 $A,$ $B,$ $C,$ $D,$ $E$ の和 $S$ (ユークリッド 7原論 4第 5巻の比例論による);

$S= \frac{A|A-E|}{|A-B|}+E$

I-命題 8系: 減少する幾何数列 $= \frac{A^{2}}{A-B}$

I-命題 14: 与えられた無限級数を収束する無限級数の和に帰着させる手法 ;

$G= \frac{c}{b}+\frac{3c}{bd}+\frac{6c}{bdd}+\frac{10c}{M^{3}}+\cdots=\frac{cd}{b(d-1)^{3}}$ (2)

(2) $arrow G=S_{1}+S_{2}+S_{3}+S_{4}\cdotsarrow$ (分子一定の無限級数に分解)

$S_{1}$ $=$ $\frac{c}{b}+\frac{c}{bd}+\frac{c}{Wd}+\frac{c}{M}+\cdots=\frac{cd}{W-b}$

$S_{2}$ $=$ $\frac{2c}{bd}+\frac{2c}{bdd}+\frac{2c}{bd^{3}}+\cdots=\frac{2c}{W-b}$

$S_{3}$ $=$ $\frac{3c}{bdd}+\frac{3c}{bd^{3}}+\cdots=\frac{3c}{bdd-bd}$

$S_{4}$ $=$ $\frac{4c}{bd^{3}}+\cdots=\frac{4c}{bd^{3}-bdd}$

(最右辺を加える際に, 再度分子一定の無限級数に分解)

I-命題 15:「ベルヌーイの方法」 ( $arrow\vdash$ . モアブルの言及 (1730年)) ;

$R$ $=$ $\frac{a}{c}+\frac{a}{3c}+\frac{a}{6c}+\frac{a}{10c}+\frac{a}{15c}+\cdots$

$N$ $=$ $\frac{a}{c}+\frac{a}{2c}+\frac{a}{3c}+\frac{a}{4c}+\frac{a}{5c}+\cdots$

$P$ $=$ $N- \frac{a}{c}=\frac{a}{2c}+\frac{a}{3c}+\frac{a}{4c}+\frac{a}{5c}+\cdots$

$Q$ $=$ $N-P= \frac{a}{2c}+\frac{a}{6c}+\frac{a}{12c}+\frac{a}{20c}+\frac{a}{30c}\cdots=\frac{a}{c}$

$R$ $=$ $2Q= \frac{2a}{c}$

$\star$「この方法を慎重さなしに用いることはない, ということに注意すべきである」;

$S$ $=$ $\frac{2a}{c}+\frac{3a}{2c}+\frac{4a}{3c}+\frac{5a}{4c}+\frac{6a}{5c}+\cdots$

$T$ $=$ $\frac{3a}{2c}+\frac{4a}{3c}+\frac{5a}{4c}+\frac{6a}{5c}+\cdots(+R\#_{\backslash }$項 $)$

$Q$ $=$ $S-T= \frac{2a}{c}$

(先の $Q= \frac{a}{c}$に矛盾. $r\tau$ の最終項が $0$ に向けて終わっていくのでなければ」成立しない)
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I-命題 16 : 無限調和級数の発散の証明 ;

$1+ \frac{1}{2}+\frac{1}{3}+\frac{1}{4}+\frac{1}{5}+\cdots=\infty$

I-命題 17: ライプニツッ (1682年) の和を求める

$\frac{1}{3}+\frac{1}{8}+\frac{1}{15}+\frac{1}{24}+\frac{1}{35}+\cdots=\frac{3}{4}$ , 等々

4.2 第 $2$ 論文 $(1692$年 $)$

I-命題 24 :「すべての分子が等しく, 分母が自然数, またはその平方数, あるいは他の任意の
ペキである任意の無限級数において... 」;

$\zeta(m)$ $=$ $\frac{1}{1^{m}}+\frac{1}{2^{m}}+\frac{1}{3^{m}}+\frac{1}{4^{m}}+\frac{1}{5^{m}}+\cdots(=x)$

$\zeta_{a}(m)$ $=$ $\frac{1}{1^{m}}+\frac{1}{3^{m}}+\frac{1}{5^{m}}+\frac{1}{7^{m}}+\frac{1}{9^{m}}+\cdots(=y)$

$\zeta_{\epsilon}(m)$ $=$ $\frac{1}{2^{m}}+\frac{1}{4^{m}}+\frac{1}{6^{m}}+\frac{1}{8^{m}}+\frac{1}{10^{m}}+\cdots$

$arrow(o(m)$ : $\zeta_{e}(m)=2^{m}-1$ : 1

\star 全集 (1744年刊) 編纂者クラメルの註: $r_{x}$ の項数は $2^{m}(x$一のの項数の 2倍」$arrow 2^{m}(x-y)$ : $x=r:s$
として比 $r:s$ を示すべき.

I-命題 24註: $\zeta(\frac{1}{2})=\frac{1}{1}+\frac{1}{\sqrt{2}}+\frac{1}{\sqrt{3}}+\frac{1}{\sqrt{4}}+\frac{1}{\sqrt{5}}+\cdots$ (発散) について ; $\zeta_{0}(\frac{1}{2}):\zeta_{e}(\frac{1}{2})=\sqrt{2}-1:1$

4.3 第 3論文 (1696年)

$m$ -序文 : メルカトル, グレゴリー, ニュートン, ライプニッツ, ロピタルへの言及 (\rightarrow 前者 3

人の貢献については「今なおわれわれは知らない」)
m-命題 36-40: メルカトル (1668年) の手法による分数量の無限級数展開 :

$\frac{l}{m+n}=\frac{l}{m}+\frac{ln}{mm}+\frac{lnn}{m^{3}}-\frac{ln^{3}}{m^{4}}+\cdots$ (命題 37)

m-命題 37系 2; $\frac{l}{m}-\frac{l}{m}+\frac{l}{m}-\frac{l}{m}+\cdots$ のパラドツクス ;

\rightarrow 命題 37の左辺において $m=n$ より $\frac{l}{m+n}=\frac{l}{2m}$

\rightarrow 右辺において--ml $- \frac{l}{m}+\frac{l}{m}-\frac{l}{m}+\cdots=$ (\lceil 最終項が $+$ で終わるならば」) $\frac{l}{m}$
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\star パラドックスが生じる理由 $arrow$「割り算の残余項が減少しない」 ( $l$ で一定)
$m$ -命題 42-43: 双曲線下の領域の面積 ( $arrow$ウォリスの方法とライプニッツの方法とを比較)
$m$ -命題 45-46: 円錐曲線 (円, 楕円, ライプニッツの公式) にかかわる無限級数 ;
$\star$図形から得られる量 $\frac{dx}{2\sqrt{2x-xx}}$ (微小な円弧の長さ. 命題 45) \rightarrow 変量変換 $\sqrt{2x-xx}=\frac{x}{t}$

\star 微小量間の関係式 (微分方程式)\rightarrow 分数量の無限級数展開 (命題 $37$) $\frac{dt}{1+tt}=dt-ttdt+t^{4}dt-$

$t^{6}dt+\cdots$ \rightarrow 項別積分.

$m$ -命題 45系 2: $1- \frac{t^{3}}{3}+\frac{t^{6}}{5}-\frac{t^{7}}{7}+\cdots$ ( $arrow$ライプニツツ (1691年))

4.4 第 4論文 (1698年)

$N$-命題 49-52; 超越曲線 (カテナリー, 対数曲線) の求長, 放物線の求長. 置換積分の技法 ;

ads=dy$\sqrt{}$aa+4yy(放物線の求長, 命題 $51$ )\rightarrow 変量変換$\sqrt{}$aa+4yy $=z-2y$

($arrow\int\sqrt{ax^{2}+bx+c}dx$ に対して $\sqrt{ax^{2}+bx+c}=t-\sqrt{a}x(a>0)$ )

$arrow ads=\frac{z^{4}+2aazz+a^{4}}{8z^{3}}dz=\frac{zdz}{8}+\frac{a^{2}dz}{4z}+\frac{a^{4}dz}{8z^{3}}arrow$第 $2$項に対して $z=a+t$ として命題 37を利用

4.5 第 5論文 (1704年)

V-命題 53 : ウォリス (1656年) の補間法
V-命題 54:(ニュートン (1669年, 1676年) の) 一般 2項展開
V-命題 55 : ライプニツツ (1693年) の未定係数法 (「仮想級数 (series ficta) $\rfloor$ )

V-命題 56: 弾性曲線 (curva elastica) の座標間の関係式を無限級数表示 (ウォリスの補間法と一

般 2項展開の利用による) ;

$dy= \frac{xxdx}{\sqrt{a^{4}-x^{4}}}$ (\leftarrow ヤーコプ自身の既刊論文への言及)

与えられた関係式に対して以下を利用して無限級数化\rightarrow

$\sqrt{\frac{l}{m-n}}=\sqrt{\frac{l}{m}}x(1+\frac{1n}{2m}+\frac{1.\cdot 3nn}{24mm}+\frac{1\cdot 3.\cdot 5n^{3}}{2\cdot 46m^{3}}+\frac{1.\cdot 3.\cdot 5.\cdot 7n^{4}}{2468m^{4}}+\cdots)$ (ウォリスの補間法による結果)

$\frac{1}{\sqrt{1+n}}=1-\frac{1}{2}n+\frac{1\cdot 3}{2\cdot 4}nn-\frac{1\cdot 3\cdot.5}{2\cdot 46}n^{3}+\frac{1\cdot 3\cdot.5\cdot.7}{2\cdot 468}n^{4}-\cdots$ (一般 2項展開による結果)

$arrow\frac{xx}{\sqrt{a^{4}-x^{4}}}=\frac{xx}{aa}+\frac{1x^{6}}{2a^{6}}+\frac{1\cdot.3x^{10}}{24a^{10}}+\frac{1\cdot.3\cdot.5x^{14}}{246a^{14}}+\cdots$
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(項別積分により) $arrow y=\frac{x^{3}}{3aa}+\frac{1x^{7}}{2\cdot 7a^{6}}+\frac{1\cdot 3x^{11}}{2\cdot 4\cdot 11a^{10}}+\frac{1\cdot 3\cdot 5x^{15}}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 15a^{14}}+\cdots$

V-命題 57: 弾性曲線の求長
V-命題 58: 弾性曲線の長さを数値計算 (\leftarrow スターリング (1730年) の言及)

V-命題 59: 与えられた対数の真数の値を無限級数で表す (未定係数法と一般 2項展開を利用) ;

(与えられた関係式\rightarrow ) $\pm dy:dx=y:t\Leftrightarrow y=\pm\frac{tdy}{dx}$

$arrow y=1+bx+cxx+ex^{3}+fx^{4}+\cdots$ とおく $arrow$ (この式の両辺を $x$ で微分して) $\frac{dy}{dx}=b+2cx+$

$3exx+4fx^{3}+\cdots$

$1+bx+cxx+ex^{3}+fx^{4}+\cdots=\pm bt\pm 2ctx\pm 3etxx\pm 4ftx^{3}\pm 5gtx^{4}\pm\cdots$

\rightarrow 次数の等しい項の係数を比較

$b= \pm\frac{1}{t},$ $c= \pm\frac{b}{2t}=\frac{1}{1\cdot 2tt},$ $e= \pm\frac{c}{3t}=\pm\frac{1}{1\cdot 2\cdot 3t^{3}},$ $f= \pm\frac{e}{4t}=\frac{1}{1\cdot 2\cdot 3\cdot 4t^{4}’}$

$y=1 \pm\frac{x}{t}+\frac{xx}{1\cdot 2tt}\pm\frac{x^{3}}{1\cdot 2\cdot 3t^{3}}+\frac{x^{4}}{1\cdot 2\cdot 3\cdot 4t^{4}}\pm\cdots$

V-命題 60: 弾性曲線の生成曲線によって囲まれた部分の面積 ;

$d y:dx=xx:\sqrt{a^{4}-x^{4}}=\frac{1}{2}$面 : $\frac{dx\sqrt{a^{4}-x^{4}}}{2xx}$

微小な領域 $= \frac{xdx\sqrt{a^{4}-x^{4}}}{4xx}=\frac{(a^{4}x-x^{5})dx}{4xx\sqrt{a^{4}-x^{4}}}=\frac{a^{4}xdx}{4xx\sqrt{a^{4}-x^{4}}}-\frac{x^{3}dx}{4\sqrt{a^{4}-x^{4}}}$

求める領域 $= \int\frac{a^{4}xdx}{4xx\sqrt{a^{4}-x^{4}}}-\int\frac{x^{3}dx}{4\sqrt{a^{4}-x^{4}}}=\frac{aa}{8}x(\frac{s}{a}-\frac{ss}{2aa}+\frac{s^{3}}{3a^{3}}-\frac{s^{4}}{4a^{4}}+\cdots)-\frac{1}{8}\sqrt{a^{4}-x^{4}}$

$= \frac{aa}{8}x(\frac{u}{a}+\frac{uu}{2aa}+\frac{u^{3}}{3a^{3}}+\frac{u^{4}}{4a^{4}}+\cdots)-\frac{1}{8}\sqrt{a^{4}-x^{4}}$

\leftarrow 第 1 項で $\sqrt{a^{4}-x^{4}}=\frac{txx}{a}-aa$ の変量変換’ さらに $t=a+s,$ $u= \frac{as}{a+s}$と変換

V-命題 60系 1: 弾性曲線とその生成曲線によって囲まれた部分の面積
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4.6 17世紀から 18世紀にかけて級数論の流れ (代表的著作論文一覧)
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