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概裏
$\mathbb{R}^{n}$ における直角ノルムを用いた多目的配置問題を考え、この問題のすべての準有

効解の集合を求める手続きを示す。

1. はじめに $\mathbb{R}^{n}$ に需要点が与えられたとき、新たに単一の施設を配置しようとする
問題は単一施設配置問題と呼ばれる。 この問題は通常、施設と需要点の間の距離を含む
単一の目的関数をもつ最小化問題として定式化される。 $\phi\equiv(d_{i}^{1}, d_{i}^{2}, \cdots ff_{i})^{T}\in \mathbb{R}^{n},$ $i\in$

$I\equiv\{1,2, \cdots, m\}$ を需要点とし、 $||\cdot\Vert_{1}$ を $\mathbb{R}^{n}$ 上定義された直角ノルムとする。 また、
$x\equiv(x^{1}, x^{2}, \cdots, x^{n})^{T}\in \mathbb{R}^{n}$ を施設の位置を表す変数とし、 $J\equiv\{1,2, \cdots, n\}$ および
$D\equiv\{d_{i} : i\in I\}$ とする。 このとき、 多目的配置問題は次のように定式化される。

(P) $\min_{X\in R^{*}}f(x)\equiv(\Vert x-d_{1}\Vert_{1}, \Vert x-d_{2}\Vert_{1}, \cdots, \Vert x-d_{m}\Vert_{1})^{T}$

点 $x_{0}\in \mathbb{R}^{n}$ に対して、 $f(x)\leq f(x_{0})$ かつ $f(x)\neq f(x_{0})$ となる $x\in \mathbb{R}^{n}$ が存在しないと
き $x_{0}$ を (P) の有効解といい、 $f(x)<f(x_{0})$ となる $x\in \mathbb{R}^{\mathfrak{n}}$ が存在しないとき $x_{0}$ を (P)
の準有効解という。 また、 (P) のすべての有効解および準有効解の集合をそれぞれ $E(D)$

および $QE(D)$ とする。 これらの定義より $D\subset E(D)\subset QE(D)$ となる。 (P) の他に (P)
の有効解および準有効解の特徴づけを与える次の minisum 型配置問題を考える。

$(P_{\lambda})$ $X \in Rm\dot{i}g(x)\equiv\sum_{1=1}^{m}\lambda^{i}\Vert x-\phi\Vert_{1}$

ここで、各 $\lambda^{i},$ $i\in I$ は必に対する正あるいは非負の重みである。 $\lambda\equiv(\lambda^{1}, \lambda^{2}, \cdots, \lambda^{m})^{T}$

とする。
$(P_{\lambda})$ は、 [2] において提案されているアルゴリズムを用いて解くことができる。 $n=2$

のとき、 (P) のすべての有効解の集合は [1] において提案されているアルゴリズムで求め
ることができ、すべての準有効解の集合は [4] において提案されているアルゴリズムで求
めることができる。 $n=3$ および $n>3$ のとき、 (P) のすべての有効解の集合はそれぞれ
[5] および [6] において提案されているアルゴリズムで求めることができる。
本稿では、 $\mathbb{R}^{n}$ における直角ノルムを用いた多目的配置問題 (P) を考え、 (P) の準有効

解のいくつかの性質を与え、 (P) のすべての準有効解を求める手続きを示す。
2節において、 (P) の有効解, 準有効解および $(P_{\lambda})$ の最適解の間のいくっかの関係を

与える。 3節において、 (P) の準有効解のいくつかの性質を与え、 (P) のすべての準有効
解を求める手続きを示す。最後に、 4節において結論を述べる。
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2. (P) の有効解, 準有効解と $(P_{\lambda})$ の最適解 本節では、 (P) の有効解, 準有効解および
$(P_{\lambda})$ の最適解の間のいくつかの関係を与える。

(P) の有効解と $(P_{\lambda})$ の最適解の間には次のような関係がある。
定理 1 ([7] 参照) $x_{0}\in \mathbb{R}^{n}$ が (P) の有効解であるための必要十分条件は $x_{0}$ がある $\lambda$

$>0$ に対する $(P_{\lambda})$ の最適解になることである。

(P) の準有効解と $(P_{\lambda})$ の最適解の間には次のような関係がある。

定理 2([8] 参照) $x_{0}\in \mathbb{R}^{n}$ が (P) の準有効解であるための必要十分条件は $x_{0}$ がある $0$

でない $\lambda\geq 0$ に対する $(P_{\lambda})$ の最適解になることである。

(P) の有効解と準有効解の間には次のような関係がある。
系 1 ([8] 参照) $\mathcal{D}\equiv\{D’\subset D:D’\neq\emptyset\}$ とし、 各 $D’=\{d_{i_{1}},4_{2}, \cdots, d_{1_{k}}\}\in \mathcal{D}$ に対して
多目的配置問題

$\min_{X\in R^{\hslash}}(\Vert x-4_{\iota}\Vert_{1}, \Vert x-d_{i_{2}}\Vert_{1}, \cdots, \Vert x-\phi_{k}\Vert_{1})^{T}$

のすべての有効解の集合を $E(D’)$ とする。 このとき

$QE(D)= \bigcup_{D\in \mathcal{D}}E(D’)$

となる。

3. 準有効解を求める手続き 本節では、 (P) の準有効解のいくつかの性質を与え、 (P) の
すべての準有効解を求める手続きを示す。

$(P_{\lambda})$ の目的関数 $g$ は

$g(x)= \sum_{i=1}^{m}\lambda^{i}\Vert x-4\Vert_{1}=\sum_{1=1}^{m}\lambda^{i}\sum_{j=1}^{n}|\dot{d}-d_{1}^{\dot{f}}|=\sum_{j=1}^{n}\sum_{i=1}^{m}\lambda^{:}|\dot{\theta}-\dot{d}_{i}|$

と書けるので、 $(P_{\lambda})$ la $n$ 個の独立な一次元の問題になる。すなわち、 $x^{r}\equiv(x^{1*},$ $x^{2*},$ $\cdots$ ,
$x^{nr})^{T}\in \mathbb{R}^{n}$ が $(P_{\lambda})$ の最適解であるための必要十分条件は各 $x^{j*},$ $j\in J$ が一次元の問題

$(P_{j})$ $\min_{x\in R}g_{j}(x)\equiv\sum_{i=1}^{m}\lambda^{i}|x-\dot{d}_{i}|$

の最適解になることである。 これら一次元の問題は、 [2] において提案されているアルゴ
リズムを用いて解くことができる。 次の補題は、 $(P_{j})$ の最適解の性質を示している。

補題 1 ([6] 参照) $j\in J$ とする。 任意に固定された $\lambda>0$ に対して、 $(P_{j})$ の任意の最
適解げは $m\dot{i}\{\dot{\theta}_{i} : i\in I\}\leq x^{r}\leq\max\{\dot{\theta}_{i} :i\in I\}$ となる。

次の定理は、 (P) の準有効解の性質を示している。

定理 3

$B\equiv$ { $(x^{1},$ $x^{2},$
$\cdots,$

$x^{n})^{T}\in \mathbb{R}^{n}$ : min{ae, : $i \in I\}\leq\dot{\theta}\leq\max\{\dot{d}_{:}$ : $i\in I\},j\in J$}
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とする。 このとき、 (P) の任意の準有効解は $B$ に属する。すなわち、 $QE(D)\subset B$ となる。

$n=1$ のとき、有効解および準有効解の定義より $E(D)=QE(D)=B$ となることが容
易にわかる。 また、 $n=2$ のときは $QE(D)=B$ となることが知られている ([4] 参照)

。

しかし、 $n\geq 3$ のときは必ずしも $QE(D)=B$ になるとは限らない。 次に、 $B\not\subset QE(D)$

となる例を与える。

例 ( $B\not\subset QE(D)$ となる例) $\mathbb{R}^{n},$ $n\geq 3$ において、 $4=e_{i},$ $i\in J$ とする。 ここで、 { $e_{i}$ :
$i\in J\}$ は $\mathbb{R}^{n}$ の標準基底である。すなわち、各 $e_{i},$ $i\in J$ の第 $i$ 成分のみが 1で残りの成
分はすべて $0$ のベクトルである。 このとき、 $B=[0,1]^{n}$ となる。 ここで、 $[0,1]\equiv\{x\in \mathbb{R}$:
$0\leq x\leq 1\}$ である。 $x_{0}=$ $( \frac{1}{2}, \frac{1}{2}, \cdots, \frac{1}{2})^{T}\in B$ とする。 定理 2より $x_{0}\in QE(D)$ であるた
めの必要十分条件は $\lambda\geq 0,$ $\lambda\neq 0$ となるある $\lambda=$ $(\lambda^{1}, \lambda^{2}, \cdots, \lambda^{n})^{T}$ に対して $x_{0}$ が $(P_{\lambda})$

の最適解となることである。 そのための必要十分条件は $\lambda$ が次をみたすことである。

(1)
$- \lambda^{j}+\sum_{:\neq j}\lambda^{i}=0$

, $j\in J$

(2) $\lambda\geq 0$ , $\lambda\neq 0$

(1) より

$\sum_{i=1}^{n}\lambda^{1}=0$

を得る。 これと (2) の $\lambda\geq 0$ より $\lambda^{i}=0,$ $i\in J$ を得る。 よって (1), (2) を同時にみたす
$\lambda$ は存在しない。 したがって、 $x_{0}\not\in QE(D)$ となる。

定理 4 $m\geq n+1$ のとき

$QE(D)= \bigcup_{\iota\{i_{1},i_{2\prime}\cdots,i_{\iota+}\}\subset I}$
QE({へ k : $k\in J_{1}\}$ )

となる。 ここで、 $J_{1}\equiv\{1,2, \cdots,n+1\}$ である。

$m\leq n+1$ のとき、 $QE(D)$ は系 1を用いて求めることができる。 ここで、 系 1にお
ける $E(D’)$ は [5] または [6] において提案されているアルゴリズムを用いて求めること
ができる。 $m>n+1$ のときは、定理 4より、 $n+1$ 個の要素をもつ $D’\subset D$ に対する
$QE(D’)$ を求めることが本質的になる。 $m\geq n+1$ のときに対する $QE(D)$ を求める手続
きを peeudoalgorithm の形に表すと次のようになる。

Input: $d_{i}\in \mathbb{R}^{n},i\in I$: 需要点

Output: $QE(D)$

Steps:

1. $\forall i_{1},$ $i_{2},$ $\cdots,$ $i_{n+1}\in I$ に対して $QE(\{d_{t_{k}} : k\in J_{1}\})$ を求める。

2. $QE(D)= \bigcup_{\{:_{\iota},i_{2},\cdots i_{n+1}\}\subset I}QE(\{4_{4}| : k\in J_{1}\})$ を求める。
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3. 終了。

ここで、 $n$ が固定されているとして上記手続きに必要な計算時間について考える。 各
$i_{1},$ $i_{2},$

$\cdots,$ $i_{n+1}\in I$ に対して、系 1における $E(D’)$ を [5] または [6] において提案されて
いるアルゴリズムを用いて求め、 $QE(\{4_{k} : k\in J_{1}\})$ を系 1を用いて求めることは $O(1)$

計算時間必要である。 よって、上記の手続きを用いて $QE(D)$ を求めることは $O(m^{n+1})$

計算時間必要である。

数値例 $d_{1}=(3,0,4,1)^{T},$ $d_{2}=(4,2,0,2)^{T},$ $d_{3}=(2,1,3,3)^{T},$ $d_{4}=(0,4,5,4)^{T},$ $d_{5}=$

$(1,5,2,5)^{T}$ とし、 次の多目的配置問題 (P) を考える。

$\min_{X\in R^{4}}(\Vert x-d_{1}\Vert_{1}, \Vert x-d_{2}\Vert_{1}, \Vert x-d_{3}||_{1}, \Vert x-d_{4}\Vert_{1}, \Vert x-d_{5}\Vert_{1})^{T}$

このとき、 (P) のすべての準有効解の集合 $QE(D)$ は次のようになる。

図 1 $QE(D)$ $(x^{4}=1)$ 図 2 $QE(D)$ $(1<x^{4}<2)$

図 3 $QE(D)$ $(x^{4}=2)$ 図 4 $QE(D)$ $(2<x^{4}<3)$
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図 5 $QE(D)$ $(x^{4}=3)$ 図 6 $QE(D)$ $(3<x^{4}<4)$

図 7 $QE(D)$ $(x^{4}=4)$ 図 8 $QE(D)$ $(4<x^{4}<5)$

図 9 $QE(D)$ $(x^{4}=5)$
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4. 結論 本稿では、 $\mathbb{R}^{n}$ における直角ノルムを用いた多目的配置問題 (P) と minisum 型
配置問題 $(P_{\lambda})$ を考え、 主な目的は (P) のすべての準有効解の集合 $QE(D)$ を求めるこ
とであった。 まず、 定理 3として $(P_{\lambda})$ の最適解を用いて (P) の準有効解を特徴づけた。
次に、 定理 4として (P) の準有効解の性質を与え、 定理 4を基にした (P) のすべての準
有効解を求める手続きを示した。
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