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1. まえがき

織物はたて糸とよこ糸が直角に交差して成り立っている. 数千本のたて糸を平行にビームに巻き, そのビーム

を織機に仕掛ける準備工程を経て, 製織工程を開始することができる. 織機では, たて糸を上下 2つの層に分離

して, その間によこ糸を通すことにより織物が製造される. たて糸の 2つの層への分け方を変化させることによ

り織物組織が形成される. たて糸を 2つの層に分けることを開口といい, 装着した開口装置の機構の違いにより,

織機はタペット式織機, ドビー式織機, ジャカード式織機に分類される. 資材用, 衣料用など, 単純な組織の織

物はタペット式織機, または, ドビー式織機で製織され, インテリア用など, 複雑な組織の織物はジャカード式

織機を用いるのが一般的である. ドビー式織機は, ジャカード式織機と比較すると, たて糸の太さ, 密度等の変

更が容易で小ロット生産にも対応しやすいという利点がある. ドビー式織機で複雑な組織の織物を織ることがで

きれば, 新たな商品開発に寄与することができると考えられる.

長目綜続とは, 目が上下方向に長い綜続であり, 通常, ジャカード織機で大きな模様の織物を織る際に用いる

が, これをドビー織機に導入することにより, 与えられた綜続枠枚数で製織可能な織物組織数を増加させること

ができる. 文献 [1-3]では千鳥模様や平織が主体であるものを対象に必要綜続枠枚数を減らしている. 我々は 3枚

の綜続枠を使う場合に, 完全組織がたて糸 4本, よこ糸 4本からなる織物組織では, 製織可能なものが約 2倍に

増えることを示した [4].

本論文では, 長目綜続を導入した場合に, 与えられた織物組織を製織するのに必要な綜続枠枚数を最小化する

方法を提案する. まず, 必要な最小綜続枠枚数が, 織物組織図をブール行列とみなしたときのブール階数 (Boolean

rank) であることを示す. 次に, 行列のブール階数を求める問題が, 2部グラフのクリーク被覆問題に変換でき,

さらに 2部グラフのクリーク被覆問題がグラフ彩色問題に変換できることを示す. グラフ彩色問題は代表的な組

合せ最適化問題であり, 多くの発見的アルゴリズムが提案されている. これらのアルゴリズムを適用することで,

普通綜続のみを使用する場合と比較して必要綜紐枠枚数を減らせることを実験的に示す.

本論文の構成は次のようである. 第 2章で長目綜続の使い方と織方図の行列表現について述べる. 第 3章でグ

ラフ彩色問題への変換とアルゴリズムについて述べ, 第 4章で実験結果を示す. 第 5章はまとめである.
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2. 準備

2.1製織のメカニズム

Fig. 1に製織の原理を示す. 綜続枠 (heald fiiame) に取り付けられたヘルドロッド (heald rod) が Fig. 2に

示す綜続 (heald) の耳 (end loop) に通されている. たて糸は綜続の目 (eye) に通されており, 綜続の上下運

動によって, 2つの層に分けられ, 開口部が形成される (本論文では綜続枠が上に動いて開口部を形成する上口開

口を仮定する). よこ糸は杵 (ひ, shuttle) によって開口部に通され, ffl (おさ, reed) によって織前に押し付け

られる [5]. 織機には, 複数の綜続枠が装着されており, 綜続は, いずれかの綜続枠に取り付けられている. その

ため, 同じ綜続枠の綜続を通るたて糸は同じ動きをし, たて糸の動きの種類は綜続枠枚数で決まる. 通常, タペ

ット式開口装置で使用できる綜続枠の枚数は 12から 15枚位であり, それ以上になるとタペット式では機構上困

難になる. ドビー式開口装置の綜続枠枚数は 30枚程度までで, それ以上の綜続枠枚数が必要な紋織のような極め

て複雑な組織ではジャカード式開口装置が利用される. ジャカード式は扱える完全組織内のたて糸本数が数百本

から 2千本程度のものまで大きさの異なる各種のものがある. 開口の機構はドビー式もジャカー ト式も原理は同

じであるが, ドビー式が綜続枠 1枚ごとの開口であるのに対し, ジャカード式は綜続の代わりに通糸 (つうじ)

を用いる. 通糸には綜続の目に相当する目がらすが取り付けられる. 目がらすにたて糸を通し, 通糸を個々に動

かしてたて糸を開口する.

$\{\begin{array}{l}1\infty pb^{\backslash }y_{\theta}\end{array}$

Fig. 2 A heald.

22織物組織図と等価組織
織物における糸の交差の状態は, 通常, たて糸本数, よこ糸本数で表される大きさをひとつの単位として, そ

の繰り返しとなっている. その単位を完全組織と呼ぶ [6]. Fig. 3の織物では, 黒で示すたて糸 3本, 白色で示す

よこ糸 3本からなる完全組織の繰り返しとなっていることがわかる. 糸の交差の状態は, 織物組織図 (weave

diagram, 以下, 組織図と呼ぶ) で表現される. たて糸がよこ糸の上を通っている交差点を $\blacksquare$で表し, よこ糸がた

て糸の上を通っている交差点を口で表す. 完全組織は同一織物内でも位置の取り方によって違ってみえる. これ

らを等価組織と称する. その中で, 上下左右に平行移動すると同じ組織になるものは第一種等価組織と呼び, 織

物面に垂直な軸に 180度回転する操作により等価となるものを第二種等価組織と呼ぶ[7]. Fig. 3の織物の 3通り

の第一種等価組織を Fig. 4に示す.

Fig. 4 Three equivalent weave diagrams.
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2.3織方図

織物組織を織るための, たて糸の綜続への通し方を示すのが綜続通図 (threading draft diagram) であり, 開

口装置 (綜続枠) の運動順序を示すのが紋栓図 (Peg plan diagram) である. 完全組織図, 綜続通図, 紋栓図を

合わせて, 織方図 (lifting plan diagram) と呼ぶ. Fig. 5に織方図の例を示す. よこ糸が $F$ 本, たて糸が $E$ 本か

らなる完全組織で, 綜続枠枚数が $H$ 枚であれば, 組織図は $F$ 行 $E$ 列, 紋栓図は $F$ 行 $H$ 列, 綜続通図は $H$ 行 $E$ 列

となる. 綜続枠は織前に近いものから順に, $h_{1}$ から $hr$ で表す. 紋栓図はよこ糸 $f_{J}$ が入るときに綜続枠 $h$ が上昇

する場合に, (hi, $f_{)}$) を $\blacksquare$で表す. 綜続通図は, たて糸 wiが第 $i$ 綜続枠 $h_{j}$ を通る場合に, (Wi, hj) を $\cross$ で表す.

Fig. 5の組織図の各列について見ると, 4通りのパターンが存在するので, 綜続枠は 4枚必要である. 以降, 織方

図を示す場合には, Fig. 5のように, 組織図の左に紋栓図を描き, 組織図の下に綜続通図を描くこととする.

$\{\begin{array}{l}1\infty p1\infty P\end{array}$

Fig. 5 A lifting plan diagram. Fig. 6 $Along\cdot eye$ heald.

24長目綜続を用いた製織
長目綜統とは, Fig. 6に示す形状の, 目が上下方向に長い綜続であり, 通常, ジャカード織機で大きな模様の織

物を織る際に用いる 181. ドビー織機において, 長目綜続と普通綜続を共に用いて, 必要綜続枠枚数を減らすこと

ができる. 実際, 渡辺 $[1\cdot 3]$は平織が主体である千鳥模様などを対象として, 必要綜続枠枚数が 2\sim 4割減らせるこ

とを示している.

普通の綜続を用いる製織では, たて糸はそれぞれ 1本の綜続に通されるが, 長目綜続を導入した場合は, たて

糸は複数の綜続に通される. 織機を側面から見た 4つの模式図を Fig. 7に示す. 各模式図において, 左側がよこ

糸が入る織前側で, 右側がバックビーム側である. ここでは, 2本の長目綜続 $A,$ $B$ を考え, 太線で示したたて糸

は両方の長目綜続に通っているとする. Fig. 7(a) に示すように, $A,$ $B$ とも上昇していない状態では, たて糸は

静止している. $A$ , $B$いずれか一方が上昇するとたて糸は開口する (同図 (b) , $(c)$ ). 綜続の目が長いため, 他

方の綜続がたて糸の上昇を妨げることがない. $A,$ $B$ とも上昇した場合も, たて糸は開口する (同図 $(d)$ ).

長目綜続を使うことで綜続枠枚数を減らすことができる簡単な例を示す. 普通綜続を使った場合の織方図を Fig.

8に示す. 組織図をみると, 4本のたて糸はすべて具なる動きをするため, 普通綜続を使った場合には, 綜続枠が

4枚必要である. Fig. 9に長目綜統を併用した場合の織方図を示す. 左から 1番目のたて糸は第 1綜続枠の綜続の

みに通っているが, 2番目のたて糸は第 1綜続枠と第 2綜胱枠の 2つの綜続を通っている. 3番目のたて糸は第 2

綜続枠, 第 3綜続枠の 2つの綜続を通っている. そして, 4番目のたて糸は第 3綜続枠の綜統のみに通している.

これにより, 綜統枠が 3枚で済むことがわかる.

214



$-F_{1}\cdot on|$ side

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

(a) (b) (c) (d)

Fig. 7 Movements of $long\cdot eye$ Fig. 8 The lifting plan Fig. 9 The lifting plan

healds in bottom closed shedding. diagram for normal healds. diagram for $long\cdot eye$ heald8.
(a) Both healds are still.
(b) Heald $B$ is $a8oend$.
(c) HealdA is ascend.
(d) Both healds are ascend.

2.5 織方図の行列表現
以下では, 組織図, 紋栓図, 綜続通図をそれぞれ行列で表す. 組織図, 紋栓図における $\blacksquare$ と口をそれぞれ 1と $0$

で表し, 綜続通図における $\cross$ と口をそれぞれ 1と $0$ で表す. 組織図, 紋栓図, 綜続通図を行列で表したものをそ

れぞれ $W,$ $P,$ $T$ と表記する. ただし, 行列 $T$ の行の順序は綜続通図の行のそれと逆にする. これは, これらの

行列の間に $W=PT$ の関係が成立するためである (これについては後で詳しく述べる). Fig. 5の織方図に対応する 3

つの行列を Fig. 10に示す.

Fig. 10の行列のように, すべての成分が $0$ または 1である行列をブール行列と呼ぶ. ブール行列 $A,$ $B$ の和

$A+B$ と積 AB をそれぞれ通常の行列の和と積と同様に定義する. ただし, 成分の計算はブール代数に従うものと

する. つまり, +は論理和に, $\cdot$ は論理積に置き換えて演算を行う. 行列 A の (i,j)成分を Ajで表す. A の $i$ 行目の

行ベクトルを $A\cdot,$ $j$ 列目の列ベクトルを $A_{i}$で表す. 以降では $W,$ $P,$ $T$ をブール行列とする. 二っの $n$ 次行ベク

トル $a=(a_{1},\ldots,a_{n})$ と $bnb_{1},\ldots,b$ )の論理和 aVb とは, その成分ごとの論理和を成分とする $n$ 次行ベクトル (a�

bl)..o7anVb\sim のことである. 列ベクトルの論理和も同様に定義する.

普通綜続のみを使用する場合, 各たて糸はただひとっの綜続に通るので $T$ の列 $T\sim$;にはちょうどひとつの 1が現

れる. この 1を Tij とすると, $P$ の列 $P_{i}$が, $T_{j}$ に対応するたて糸 wjが通る綜続に対応している. つまり, $P_{i}$で

表される綜続 hiの動きにより, たて糸 wj に所望の動きをさせている. このことから, 組織図 $W$, 紋栓図 $P$ , 綜続

通図 $T$ の間には $W=PT$ の関係が成立する. 与えられた $W$ を $P$ と $T$ の積で表したとき, $P$ の列の数 ( $=\Gamma$ の行の数)

が, $W$ で表される織物組織を製織するための綜続枠の数である. Fig. 5でみたように, この値は行列 $W$ の具なる

パターンの列の数である.

長目綜続を導入する場合には, 1本のたて糸が複数の長目綜続を通るので, $T$ には複数の 1が現れる列が存在す

る. $T$ の列 $T’$; において, 1が il行目と化行目に現れるとすると, 列 P$l. 列 $p_{i2}$の論理和が $T$うに対応するたて
糸 wjの動きを表している. 3つ以上の 1が存在する $T$ の列についても同様である. したがって, 長目綜続を使用

する場合も, 普通綜続のみを使用する場合と同様に, 組織図 $W$ , 紋栓図 $P$ , 綜続通図 $T$ の間には $W=PT$ の関係が

成り立っ.
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$P$

$\{\begin{array}{lll} 001 | 0l1 0l 001 100l \end{array}\}$

$w$

$\{\begin{array}{lll}00|10011 0010110 1 1100|1 00t0010110 \end{array}\}$

$T$

$\{\begin{array}{ll}100001 0001001 00000001001 0010001 0\end{array}\}$

$\{\begin{array}{llll}1 1 0 01 11 0011 l001 t\end{array}\}$

$=$

$\{\begin{array}{ll}1 00t t001 l001 \end{array}\}x\{\begin{array}{llll}t 1 0 00 1 1 00 01 1\end{array}\}$

Fig. 10 The lifting plan diagram Fig. 11 A Boolean matrix ofBoolean rank $=3$ .
represented by Boolean matrices.

26 ブール階数

A を $m$ 行 $n$ 列のブール行列とする. A のブール階数 (Boolean rank) とは, A を $m$ 行 $r$ 列のブール行列 $B$ と

$r$ 行 $n$ 列のプール行列 $C$ のブール積 $A=BC$ として表現することができる最小の $r$ のことをいう. Fig. 11にブール

階数が 3であるプール行列の例を示す. ブール階数はシャイン階数 (Schein rank) とも呼ばれる [9] (以下では,

ブール階数を単に階数と呼ぶ). 列ベクトルの集合 $S$ があり, 行列 A の任意の列を $S$ の列ベクトルのいくつかの

論理和で表現できるとする. そのような $S$ の最小サイズが A の階数であると考えることができる. $B$ に現れる各

列が, $S$ の元である. 同様に, 行ベクトルの集合 S’があり, 行列 A の任意の行を S’の行ベクトルのいくっかの論

理和で表現できるとする. そのような S’の最小サイズが A の階数であると考えることもできる. $C$ に現れる各行

が, S’の元である. したがって, 組織図 $W$ が与えられたとき, 長目綜続を用いて製織する際に必要十分な綜続枠

枚数を知るには $W$ の階数を求めればよいことになる.

ブール行列の階数を求める問題は NP 困難であり [10], 厳密解を求めるための多項式時間アルゴリズムは未だ見

つかっていない. そのため発見的アルゴリズムや近似アルゴリズムを使うのが実際的である.

3. グラフ彩色問題への変換
本章では, ブール行列の階数を求める問題が, 代表的な組合せ最適化問題であるグラフ彩色問題に変換される

ことを示す. これは, グラフ彩色問題に関しては多くの発見的アルゴリズムが提案されており, それらを用いて

プール行列の階数を求めることができるためである.

3.1 2部クリーク被覆問題への変換
グラフ G=(V,E)が 2部グラフであるとは, 頂点集合 V が 2 っの集合 X, $Y$ に分割され, $E$ の各辺は一方の端点

を X に,他方の端点を $Y$ にもっているときをいう. このような 2部グラフを $B=(X,Y,E)$と表記する. グラフ $G=(V,E)$

のクリークとは, 頂点集合 V の部分集合 $Vs\subset V$ を頂点集合とする部分グラフで, Vsの任意の 2頂点が隣接して

いるものをいう. 2部グラフ $B=(X,Y,E)$において, X の部分集合 $Xs=\{x_{1},\ldots,x_{n}\}$ , と $Y$ の部分集合 $Ys=\{y_{1},\ldots,y_{m}\}$を頂

点集合とする部分グラフ $B’=$($Xs$ ,Ys,Es)で, 任意の 2頂点 $x_{i}\in Xs,$ $y_{j}\in Ys$が隣接しているものを 2部クリークとい

う. 以降, グラフが 2部グラフの場合にクリークと言えぱ, 2部クリークのことを指す. また, $B$ の部分グラフ

$B=(X,Y,\bm{E}s)$を $B$’と同一視して, 2部クリークと呼ぶこともある. グラフ $G$ の頂点の部分集合 Vで誘導される部分

グラフ $G$’とは, $G=(V, E’)$のことである. ここで, $E’=${$(u,v)\in E|$ u,v\in V}である.
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プール行列の階数を求める問題は, 2部グラフの最小クリーク被覆問題に変換することができる [11]. 2部グラ

フ $B$ のクリーク被覆とは, $B$ の 2部クリークの集合 $C$で, $B$ のどの辺も $C$の少なくとも 1つの 2部クリークに含

まれているものをいう. 2部グラフの最小クリーク被覆問題とは, 最小サイズのクリーク被覆 $C$ を求める問題で

ある [10]. 行列 $W$ から 2部グラフへの変換は次のようにおこなわれる. $m$ 行 $n$ 列のブール行列 $W$ から, $m$ 個の

頂点からなる頂点集合 $X=\{x_{1},\ldots,x_{m}\}$ と, $n$ 個の頂点からなる頂点集合 $Y=\{y_{1},\ldots,y_{n}\}$を作る. Wijが 1のとき, そして

そのときだけ, 2部グラフの頂点 $Xi$ と頂点 yj を辺で結ぶ. こうしてできた 2部グラフを $B_{w}$ とする. Fig. 12に例

を示す.

(a) Boolean matrix W. (b) Bipartite graph Bw.

【定理 1】ブール行列 $W$ のブール階数は, 2部グラフ $B_{w}$の最小クリーク被覆のサイズに等しい.

この定理を証明するために, まず, 次の補題 1と補題 2を示す.

【補題 1] $m$ 行 $n$ 列のブール行列 $W,$ $m$ 行 $r$ 列のブール行列 $P,$ $r$ 行 $n$ 列のプール行列 $T$ がある. このとき, $W=PT$

ならば $W=\sum_{k=1}^{r}$ $P_{k}T$いであり, 逆に, $W=\sum_{k-1}^{r}$ $P_{k}T_{k^{r}}$であるなら $W=PT$ である.

[補題 1の証明】

$( PT)_{ij}=(\sum_{k=1}^{r} P*kT_{k}\cdot)_{ij}$ であることを証明する. 左辺 $= \sum_{k=1}^{r}$ $P_{i,k}T_{kj}=P_{i,1}T_{lj}+\ldots+P_{i,r}T_{rj}$ なので, 左辺=1とな

るとき, ある S(1\leqq 8\leqq r)が存在して, $P_{i},$.T.j$=1$ である. よって, $P_{i,*}=T_{lj}=1$ であり, これより, $(P_{\iota}T..)_{ij}=1$ であ

る. 右辺=$($P.ITI\leftrightarrow ... $+P_{r}T_{r}\cdot)_{ij}$ であるので. $(P_{\iota}T,.)_{1i}=1$ より, 右辺 $=1$ である.

逆に, 右辺=1とする. このとき, ある t(l\leqq t\leqq r)が存在して, $(P\cdot\iota T_{t}\cdot)_{ij}=1$ である. これより, Pi.t$=1$ かつ Ttj$=1$

であるので, 左辺=1となる. $\blacksquare$

$m$ 行 1列の行列 $A=(a_{1},\ldots,a_{m})T$ と 1行 $n$ 列の行列 $B=(b_{1},\ldots,b\underline{b})$の積 AB をクロスベクトルと呼ぶ. クロスベクト

ル AB を c(A,B)とも書く. つまり, c(A,B)は (i,j)成分を aibj とする $m$ 行 $n$ 列の行列である. 補題 1より, $W$ のブ

-ノ階数は $W$ を最小数のクロスベクトルの和で表したときのクロスベクトルの数に一致する.

二つの行列 $A,$ $B$ の行数, 列数がともに等しく, かつ, すべての (i,j)成分について $A_{j}\leq B_{ij}$が成り立っ場合に A
$\leqq B$ と表す.

【補題 2] $M\leqq W$ で, かっ階数が 1であるプール行列 $M$ を変換した BMは 2部グラフ Bwの 2部クリークである.

逆に, Bwの 2部クリーク Bc に対応するブール行列 $C\leqq W$ を考えると, その階数は 1である.

[補題 2の証明】

$M\leqq W$ で, かつ階数が 1である行列 $M$ を考える. 階数の定義から $M$ は $m$ 行 1列の行列 $A=(a_{1},\ldots,a_{\Phi})\tau$ と 1行 $n$

列の行列 $B=(b_{1},\ldots,b)$の積で表される. $R=\{ila_{i}=1,1\leqq i\leq m\}$ . $C=\{jlb_{j}=1,1\leqq j\leq n\}$ とすると, $M_{i\dot{\cup}}(i\in R,j\in C)$

はすべて 1であるため, $M$ から変換した 2部グラフ BM は Bwの 2部クリークとなっている.
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Bwの 2部クリーク $H=(X’,Y,E’)$を考える. $Bc=(X,Y,E’)$とすると, 任意の 2頂点 $x_{i}\in X’$ , yj\in Y’は隣接しているた

め, 変換して Bc になるようなブール行列 $C\leqq W$ では, $\{C_{\dot{t}.j}|x_{i}\in X’, y_{j}\in Y\}$の要素はすべて 1である. そのため,

$C$ の列にはすべての成分が $0$ である列を除くと, 1通りのパターンしか存在しない. この列を A とする. 同様に,

$C$ の行にはすべての成分が $0$ である行を除くと, 1通りのパターンしか存在しない. この行を $B$ とすると, $C-\prec(A,B)$

と表すことができる. つまり, $C\leqq W$ で, かつ階数が 1である. $\blacksquare$

【定理 1の証明】

プール行列 $W$ の階数を $r$ とし, 2部グラフ Bwの最小クリーク被覆のサイズを $b$ とする. 階数の定義から $m$ 行

$n$ 列のブール行列 $W$ は $m$ 行 $r$ 列のブール行列 $P$ と $r$ 行 $n$ 列のブール行列 $T$ の積で $W=PT$ と表すことができる.

よって, 補題 1より $W=\sum_{j=}^{r}1$ $P_{i}T_{\dot{t}^{2}}$と表すことができる. 階数の定義からクロスベクトル $P_{i}T_{i}$.の階数は 1であ

る. これらの $r$ 個のクロスベクトルに対応する $r$個の 2部グラフを考える. 補題 2より階数が 1である行列は Bw
では 2部クリークに対応する. よって, Bw のすべての辺は $r$ 個の 2部クリークで被覆できることになり, $b\leqq r$

が成り立っ.

$\not\in\{Q_{1},\ldots,Q_{b}\}$を Bwにおける最小クリーク被覆とする. 補題 2より, Bwの 2部クリーク Qiに対応するブール行

列 $M_{Qi}\leqq W$ は階数が 1である. 階数の定義から, $M_{Qi}$はクロスベクトルで $M_{Qi}=c(A,B$ゆと表すことができるので,

$W$ は $b$ 個のクロスベクトルの和 $W=\sum_{i\approx 1}^{b}$ c\alpha ,圃で表すことができる. よって, 補題 1より AB と表すことが

できる. ただし, A は列ベクトル $A_{1},$ $\ldots,Ab$をこの順に並べた $n$ 行 $b$ 列の行列, $B$ は行ベクトル $B\iota,$ $\ldots,B_{b}$ をこ

の順に並べた $b$ 行 $m$ 列の行列である. よって, $r\leqq b$ である. 以上から「$-b$ となる. $\blacksquare$

3.2 2部グラフのクリーク被覆問題からクリーク分割問題への変換
グラフ $G$ のクリーク分割とは, $G$ のクリークの集合 $C$で, $G$ のどの頂点も $C$のちょうど 1つのクリークに含ま

れているものをいう. 最小クリーク分割問題とは, 与えられたグラフ $G$ に対して最小サイズのクリーク分割 $C$を

求める問題である [101.

2部グラフ $B=$($X,Y$,E)からグラフ GB=(VB,EB)への変換を次のように行う [12]. $B$ の辺 ei を GBの頂点とみなす.

つまり $V_{B}=E$ とし, $B$ において異なる 2つの辺 ei, ejがひとつの 2部クリークに含まれるとき, そして, そのと

きだけ GBにおいて頂点 ei と頂点 ej を隣接させる. Fig. 13に例を示す. たとえば, $B$ において $e_{1}$ と $e2$ の端点で

ある $x_{1},$ $y_{1},$ $yz$の 3つの頂点で誘導される部分グラフは $e_{1}$ と $e2$ を含む 2部クリークである. そのため, GB にお

いて $e\iota$ と $ez$が隣接する.

(a)

Fig. 13 A bipartite graph $B$ and the associated graph GB.
(a) Bipartite graph B. (b) Graph GB.
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【定理 2] 2部グラフ $B$ の最小クリーク被覆のサイズは, グラフ GB の最小クリーク分割のサイズに等しい.

【定理 2の証明】

2部グラフ $B$ の最小クリーク被覆のサイズを $b$ , グラフ GB の最小クリーク分割のサイズを $P$ とする.

$Q=(X_{Q},Y_{Q},E_{Q})$を $B$ における 2部クリークとする. GBの構成法より, $G$鱈こおいて $E_{Q}$に対応する頂点の集合で

誘導される部分グラフ $G_{Q}$はクリークである. $\not\in\{Q_{1},\ldots,Q_{b}\}$を $B$ における最小 2部クリーク被覆とする. Qi に対応
する GBのクリークを砺として, $Q$に対応する GBのクリーク集合を伊{GQ,..., $G_{Qb}$}とする. $B$ の任意の辺は $Q$

の少なくともひとつの 2部クリーク Qiに含まれているため, GBの任意の頂点は $C$の少なくともひとつのクリー

ク $G$窃に含まれている. GBにおいて複数のクリークに含まれる頂点が存在する場合には, その頂点がただひとつ

のクリークに含まれるようにする. クリークから頂点を除去しても残りのグラフはやはりクリークなので, この

ようにして $G$鱈こおけるクリーク分割{GQl’y..s)C $b$ }をつくることができる. そのため, $p\leqq b$ が成り立っ.

次に, $p\geqq b$ を示す. まず, 次の補題 3を示す.

[補題 3] $C$ を GBの極大クリークとし, その頂点集合を Vc とする. これに対応する $B$ の辺集合を Ec とする.

このとき, $B$ の辺集合 Ecのすべての辺はひとつの 2部クリークをなす.

[補題 3の証明】

Ecが 2部クリークになっていないとする. $B$ において, 辺集合 Ecの端点の集合を $X_{E}c\subset X$ と $Y_{E}c\subset Y$ とする.

いま, 2頂点 $x\in X_{EC},$ $y\in Y_{E}c$の間に辺がないとする. $x\in X_{E}c$なので, $x$ に接続する辺 $el\in \bm{E}c$が存在する. 同様

に, $y$ に接続する辺 $\bm{e}2\in Ec$が存在する. $e_{1}$ と $e2$ に対応する GBの 2頂点は $C$ に属するので隣接している. よって,

$B$ において $e1$ と egはひとつの 2部クリークに含まれ, $x$ と $y$ は隣接していなければならない. っまり, 辺 (X,y)\in
$\bm{E}$ である. この議論より, $B$ において XECの頂点と Ygcの頂点の間にはすべて辺が存在する. この辺集合を Ec’
とすると Ec\subset Ec’である. GBの構成法より, EC’に対応する GBの頂点はクリークをなし, $C$ を真に含む. これは

$C$ が極大であることに反する. よって, $B$ の辺集合 Ecに含まれるすべての辺はひとっの 2部クリークをなす. $\blacksquare$

$\{C_{1},\ldots,C_{p}\}$を GBの最小クリーク分割とする. 各クリーク Ciに対し, それを含む極大クリーク \alpha ’を考えることで,

{Cl,...,Cp}に対応して, 極大クリークによる頂点被覆{cl’,...,cp}が存在する. 補題 3より, {$C_{1},\ldots,C_{P}\uparrow$に対応して,

$B$ において 2部クリーク被覆 03GI,...,BC}が存在し, $b\leq p$ が成り立っ. 以上から $b=p$ が成立する. .
3.3 クリーク分割問題からグラフ彩色問題への変換
グラフ $G$ の彩色とは, 隣接する頂点に異なる色を割り当てるという条件で, すべての頂点に色を割り当てるこ

とをいう. グラフ彩色問題とは与えられたグラフ $G$ を最小の色数で彩色する問題である [10]. そのときの色数を

$G$ の彩色数と呼び $\chi$ (G)で表す. グラフの頂点集合の部分集合で, 任意の 2頂点が隣接していないものを安定集合

と呼ぶ. グラフ G=(V,E)の補グラフとは, 辺の集合として $E$ に含まれていない辺全体の集合 $E^{C}$ をもつグラフ

$G^{C}=(V,E^{C})$である. グラフ $G$ の補グラフ $G^{C}$ の補グラフを考えると, それは $G$ である. グラフ $G=(V,E)$においてク

リークを構成する頂点集合 $V\subset V$ は, 補グラフ $G^{C}$ においては安定集合となる. 逆に $G$ の安定集合は補グラフ $G^{C}$

ではクリークを構成する. 安定集合はグラフ彩色において同じ色を割り当てる頂点集合となることができる. こ

れらのことから, グラフ $G$ の最小クリーク分割のサイズは補グラフ $G^{C}$ の彩色数 $\chi(G^{C})$に等しい.

3.4 グラフ彩色アルゴリズム

グラフ彩色問題はブール行列の階数を求める問題と同じく NP 困難であり, 規模の大きな問魑に対して実用的
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な時間で厳密解を求めるアルゴリズムは未だ見つかっていない. 提案されている発見的アルゴリズムの主なもの

としては LF 法, LFI 法 [13], RLF 法 [14], DSATUR 法 [15], DSI 法 [15]などがある.

LF 法は次数の降順に, 頂点に対して割り当て可能な最小の色番号を割り当てるアルゴリズムである. LF 法に

交換法 [13]を組み込んだのが LFI 法である. 交換法とは, 新しい色番号を導入する必要がある場合に, 既に色番

号を割り当てた頂点の色番号を交換し, 新たな色番号の導入を遅らせる方法である.

RLF 法は次のようなアルゴリズムである. はじめに次数が最大である頂点に色番号 1を割り当てる. さらに,

ある基準で選んだ頂点に色番号 1を割り当てる. これをくり返し, 色番号 1を割り当てることができる頂点がな

くなったら, 彩色済みの頂点と, それに接続する辺を除去し, 残りのグラフに対して色番号 2で同様の処理を行

う. すべての頂点が彩色されるまで, 色番号を増加させてこの操作を繰り返す.

頂点 $v$ の飽和次数とは, 彩色アルゴリズムの実行過程において, $v$ に隣接し, かつ既に彩色された頂点において

割り当てられた色番号の種類をいう. DSATUR法は, 彩色されていない頂点の中で飽和次数が最大の頂点に, 割

り当て可能な最小の色番号を割り当てる. DSATUR 法に交換法を組み込んだのが DSI 法である.

これらのアルゴリズムを実装して実験をおこなったところ, 最も性能が良かったアルゴリズムは DSI 法であっ
た. そこで 4章で述べる実験には DSI 法を用いた.

グラフ彩色問題の解からプール行列 $P,$ $T$ を求める方法は次のとおりである. グラフ彩色アルゴリズムにより同

じ色番号を割り当てられた頂点集合は, 2部クリーク被覆問題のひとつの 2部クリークをなす辺集合に対応する.

2部クリーク被覆の各 2部クリークに対応させて, 階数が 1であるブール行列を作ることができる. これにより,

グラフ彩色問題において $r$ 色で彩色可能な解が得られれば, $m$ 行 $n$ 列のブール行列 $W$ を, $m$ 行 $r$ 列のブール行列

$P$ と $r$ 行 $n$ 列のプール行列 $T$ の積で表すことができる.

4. 実験
文献 [1624]に掲載されている 747種類の組織を使い実験をおこなった. これらの組織のたて糸本数は 4\sim 76本

の範囲, よこ糸本数は 4\sim 72本の範囲である. 普通綜続のみを使用する場合, 与えられた組織図の列数と等しい

綜続枠枚数があれば, その組織を製織することが可能であるが, 組織図の中に同じ列パターンが複数含まれてい

るときには, 綜続枠の枚数を減らすことができる. つまり, 同じ列パターンに対応するたて糸は同じ綜続枠で制

御できるので, 組織図の中の異なる列パターンの数の綜続枠で製織することができる.

DSI 法は発見的アルゴリズムであるため, 必要綜続枠枚数の最小値が得られる保証はない. そこで, 組織図の

異なる列パターンの数と, DSI 法を用いて求めた彩色可能数を比較し, 小さい方を採用し織方図を作成した.

4.1 実験結果
織機が装着している綜続枠枚数毎の製織可能な織物組織数を表 1に示す. 表 1より 747種類の織物組織のうち,

8枚の綜続枠が装着された織機であれば製織可能なものは 509種類から 577種類に増加する. また, 16枚の綜続

枠が装着された織機であれば製織可能なものは 732種類から 737種類に増加し, 長目綜続導入の効果を確かめる

ことができた. 表 2では, 長目綜続を導入した場合の必要綜続枠枚数を, 普通綜続のみを使用した場合と比較し

た. 表 2から, 普通綜続のみ使用時の必要綜続枠枚数が増加するにつれて, 綜続枠枚数を減らすことができた織

物組織の割合が概ね増加することがわかる. つまり, 多くの綜胱枠枚数が必要である複雑な組織ほど, 長目綜続

導入の効果が大きい.

製織工場で使われているドビー式織機で 24枚の綜続枠が装着されているものはまれで, 8枚または 16枚の綜
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続枠が装着されたものが多い. 16枚を超える綜続枠枚数が必要な場合には, ジャカード式織機が用いられること

もある. そこで, 普通綜続のみ使用時に必要綜続枠枚数が 17枚以上であった 15種類の組織図に対する実験結果

について検討する. 必要綜続枠枚数を減少させることができたのは, このうち 8種類で, それらについて普通綜

続のみを使用した場合の織方図と, 長目綜続を導入した場合の織方図を Fig. 14に示す. 組織図の列数 $P$ , 組織図

の異なる列パターンの数 $q$ , 提案アルゴリズムにより得られた必要綜続枠枚数 $r$ を図のキャプション中に $(parrow q$

$arrow r)$ の形で表記した, 18種類の組織図のうち, 必要綜続枠枚数を減少させることができなかったのは 7種類で,

それらの織方図を Fig. 15に示す.

Table 1 The number of weave patterns that can be

weaved with a loom $with/withoutlong\cdot eye$ healds.

Table 2 Decrease in the number of required heald &ame8.
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(b) Reclined twill $[18,p.205](18arrow 18arrow 12)$

(c) Honeycomb weave $[18,p.225](20arrow 20arrow 17)$ (d) Grecian weave $[18,p.227](24arrow 24arrow 15)$

(e) ‘Ttiple weave $[19,p.14](24arrow 18arrow 16)$ ($0$ Triple weave $[19,p.14](24arrow 20arrow 16)$

(h) Figured weave $[28,p.48](36arrow 17arrow 11)$

Fig. 14 Eight lifting plan diagrams on which introducing $long\cdot eye$ healds has an effect.
(Ieft: Only nomal healds are used, right: $Long\cdot eye$ healds are introduoed.)

(The number of columns of weave diagram. $arrow The$ number of column patterns of weave
diagram. $arrow The$ number of required heald frames calculated with proposed algorithm. )
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(a) Shaded twill $[17,p.57]$ (b) Double twin $[17,p.56]$ (c) Corkscrew twill $[18,p.215]$

(d) Figured twill $[18,p.216]$ (e) Figured twill $[18,p.216]$ ($0$ Honeycomb weave $[18,p.225$

(g) Grecian weave $[18,p.227]$

Fig. 15 Seven ffling plan diagrams on which introducing $long\cdot eye$ healds does not have etibct.

4.2 考察

Fig. 14(b)の組織は, 8本のよこ糸からなっている. $P$ を単位行列, $T$ を $W$ と同一にすることで $W=PT$ の関係

が成り立ち, 8枚の綜続枠で製織可能である. しかし, 我々の提案アルゴリズムはそのような解を見つけることが

できなかった. それは, 使用したグラフ彩色アルゴリズムが発見的アルゴリズムであり, 必ずしも最適解を見つ

けないためである. より性能の良いグラフ彩色アルゴリズムを使うことでこのようなことは, 起こりにくくなる

と考えられる.

綜続枠枚数を減らすことができなかった Fig. 15(a) と, 2枚だけ減らすことができた Fig. 14(g)は共に, 組織の

すべての列が, ある列パターンを列方向に循環シフトしたパターンである. これは, 行に関しても同様である.

与えられた組織が長目綜続を導入することで, 綜続枠枚数を減らすことができない, または, 大きく減らすこと

ができないのは, 組織のこのような性質と深く関係していると考えられる.
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5. 結言
与えられた組織図の織物を, 長目綜続を導入して製織する際に必要な綜続枠枚数を最小化するアルゴリズムを

提案した. 長目綜続を導入したときに必要な最小綜統枠枚数が, 組織図に対応するブール行列のブール階数であ

ることを示した. ブール階数を求める問題がグラフ彩色問題に変換でき, グラフ彩色問題の解から織方図を求め

ることができることを示した. 実際に織物として生産されている組織に対して実験を行 $\ovalbox{\tt\small REJECT}\searrow$ 必要綜続枠枚数を大

きく減らせる組織図があることを示した.
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