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1 はじめに

Andersen と Ye は論文 [3] において, 線形計画問題に対する自己双対アルゴリズムを拡張して, 単調な相
補性問題に対する同次モデルを提案した. このモデルは以下の好ましい性質を有する.

(a) 許容内点の存在などの仮定をおくことなく, 自明な初期点をもつ有界なパスが存在する.

(b) パスの任意の集積点は同次モデルの解である.

(c) 元の問題が解を持つならば, パスのすべての集積点から元の問題の有界な解が算出できる.

(d) 元の問題が強く非許容であるならば, $Lipschit_{\mathbb{Z}}$連続性の仮定の下で, パスのすべての集積点から非許
容性を判定することができる.

(e) 元の問題が線形であるならぱ. $O(\sqrt{n}\log\epsilon^{-1})$ の反復回数で解を得るアルゴリズムが存在する.

論文 $[24, 25]$ では, 以上の結果を対称錐上の相補性問題に拡張することを試み, $(a)-(d)$ の性質をもつ同次
モデルと, (e) に対応する計算複雑度のアルゴリズムを提案している. この稿ではこれらの論文で得られて
いる結果の概要を述べる.

2 Euclid的 Jordan代数と対称錐上の相補性問題

(V, o) を Euclid 的 Jordan 代数であるとする. すなわち $V$ は有限次元のベクトル空間であり, 双線形な積
$x$ 。$y$ はすべての $x,$ $y\in V$ に対して以下をみたす.

(i) $xoy=y\circ x$ ,

(ii) $x\circ(x^{2}\circ y)=x^{2}o(xoy)$ (たたし $x^{2}=x\circ x$),
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(iii) $x^{2}+y^{2}=0\Rightarrow[x=0, y=0]$ .

(iii) は等価に

(iii’) $(x\circ y, z)=(y,$ $x\circ z\rangle$ をみたす内積が存在する

に置き換えることができ, 特に $x\circ y$ の最小多項式の第 1係数を tr $(x\circ y)$ と書くことにすれば, $(x,y)\vdash$}

tr $(x\circ y)$ は $(i)-(iii)$ の下で正定値性をもつことが知られており [5], このことから内積を

$(x,y\rangle=tr(x\circ y)$

として定義することができる. $V$ の対称錐を $K$ と表すことにする. すなわち $K$ は自己双対な閉凸錐であ
り 1 任意の $x\in intK$ と $y\in$ intK に対して, $\Gamma(K)=K$ かつ $\Gamma(x)=y$ である可逆な写像 $\Gamma:Varrow V$ が存在
する. Euclid的 Jordan代数において, $K\subset V$が対称錐であるための必要十分条件は, $K=\{x\circ x:x\in V\}$

であることが知られている. $(xy)\vdash\rangle$ xoy は双線形写像であるので, 各 $x\in V$ に対して, 任意の $y\in V$ に
対して $L(x)=x\circ y$ をみたす線形作用素 $L(x)$ を定義することができる. また $x,$ $y\in V$ に対して, $x$ の 2次
形式を以下のように定義する.

$Qae,y$ $:=L(x)L(y)+L(y)L(x)-L(x\circ y),$ $Q_{g}:=Q_{a,ae}=2L^{2}(x)-L(x^{2})$

$x$ の 2次形式はアルゴリズムの探索方向を議論する際に重妻な役割をもっ.

多くの文献で対称錐上の最適化問題が扱われているが, その理由として

- 対称錐は非負領域上, 2次錐上, 対称半正定値行列錐上の最適化問題の理論的な性質を, 統一的な方法
で導出することができる (参照 [6, 7, 22, 20, 24]),

- 論文 [18] において, 内点法の有効性を特徹付ける錐として導入された自己変換錐が, 対称錐と同一であ
ること (参照 [12, 21, 13]),

- 対称錐を解析の対象とすることにより, 最適化問題あるいは相補性問題に対するより代数的なアプロー
チが可能となること (参照 [5, 8, 10, 23, 11])

などが挙げられる. 特に Schmieta と Alizadeh は論文 [22] において, 対称錐上の最適化問題に対する主双
対内点法を構築する上で重要となる基礎理論を与えた. 本稿で紹介する結果の多くはこの基礁理論に基づ
いている.

$V$ の階数が $r$ であるとする. $V$ の対称錐 $K$ 上の単調な (非線形) 相補性問題の標準形 SCP は以下のよう
に与えられる.

(SCP) Find $(x,y)\in KxK$
8.$t$ . $F(x,y):=y-\psi(x),$ $x\circ y=0$.

ただし $\psi:Karrow V$ は微分可能であり, $K$ 上で単調, すなわち任意の $x,x’\in K$ に対して

$(\psi(x)-\psi(x’),x-x’\rangle\geq 0$

をみたす.

以下の節では, この単調相補性間題の標準形 SCP に対する同次モデルと, その解を求めるための同次アル
ゴリズムを紹介し, その結果得られる成果について述べる.

1本来対称錐は intK で定義されるが. ここでは便宜上 $K$ を対称錐と呼んでいる.
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3 対称錐上の相補性問題に対する同次モデル

論文 [24] では, 前節で定義した対称錐上の相補性問題 SCP に対して, 2つの新たな変数 $\kappa$ と $\tau$ を導入し,
以下のような同次モデル HCP を提案している.

(HCP) Find $(x,\tau,y,\kappa)\in(Kx\Re_{++})x(Kx\Re_{+})$

s.t. $F_{n}(x,\tau,y,\kappa)=0,$ $(x,\tau)\circ$。$(y, \kappa)=0$ .
ここで各記号の定義は以下のとおりである.

$\Re_{+}:=\{\tau\in\Re:\tau\geq 0\},$ $\Re_{++}:=\{\tau\in\Re:\tau>0\}$ ,
$V_{w}:=Vx\Re,$ $K_{w}:=Kx\Re_{+},$ $x_{w}:=(x,\tau)\in V_{w},$ $y_{w}:=(y,\kappa)\in V_{w}$ ,

$\psi_{x}(x_{1I})=\psi_{iI}(x,\tau):=(-(\psi(x/\tau),x\rangle\tau\psi(x/\tau))$ (1)

$F_{H}(x_{1i},y_{1I})=y_{*1}-\psi_{1*}(x_{w})$ ,

$x_{lI}o_{H}y_{w}$ $:=(x Q y\tau\kappa)$ .
集合 $K_{\mathfrak{n}}$ は 2つの対称錐 $K$ と韻の直積であり

$K_{X}=\{x_{1l}^{2}=(\begin{array}{l}x^{2}\tau^{2}\end{array})$ : $x_{r}\in V_{\kappa}\}$

で与えられる陥の対称錐である. 以上から, HCP は元の問題に新たな 2つの変数を加えた, 対称錐上の
相補性問題の標準形の形式を保持していることがわかる.

前節で仮定した $K$ 上での $\psi$ の単調性により. $intK_{rr}$ 上で $\psi_{r*}$ が単調であることを示すことができる $(Prop\sim$

sition 5.3 of [24]). しかし, 関数 $\psi_{\mathfrak{n}}$ と馬はそれらの関数の定義域上で定義されていないため, 関数 $\psi$ や
$F$ に比べて注意深く扱う必要がある. このため, 相補性問題 SCP に対して, 下記のような「漸近的」許容
性や, 非許容性に関する定義を用意しておく.

$-$ SCP が「漸近的な許容解をもっ」 とは,

$\lim_{karrow\infty}F(x^{(k)},y^{(k)})=0$

である有界な点列 $\{(x^{(k)}, y^{\langle k)})\}\subseteq intKx$ intK が存在することである. このとき SCP は「漸近的許
容である」 という.

$-$ SCP が 「漸近的な解をもっ」 とは,

$\lim_{karrow\infty}F(x^{(k)},y^{\langle k)})=0l^{aa}\supset\lim_{karrow\infty}x^{(k)}oy^{(k)}=0$ .
である有界な点列 $\{(x^{\{k)},y^{(k)})\}\subseteq intKx$ intK が存在することである. このとき SCP は「漸近的可
解である」 という.

$-$ SCP が「非許容である」 とは, $F(x,y)=0$ をみたす解が存在しないことである.

$-$ SCP が「強非許容である」 とは, $\lim karrow\infty^{F(x^{(k)},y^{(k)})=0}$ である点列 $\{(x^{(k)},y^{\langle k)})\}\subseteq intKx$ intK が
存在しないことである.

同次モデル HCP について, 論文 [24] では以下が示されている.
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定理 3.1 (Theorem 5.4 and 5.5 of [24]). 関数 $\psi$ : $Karrow V$ は $K$ 上で単調であるとする. 以下を定義する.

$h_{11}^{(0)}:=(F_{H}(x_{l1}^{(0)},y_{11}^{(0)})x_{11}^{(0)}o_{H}y_{H}^{(0)})\cdot=(y_{\kappa^{0)}}^{t}-\psi_{rr}(x_{\kappa^{0)}}^{t})e_{\kappa})$ .

たたし $(x_{H}^{(0)},y_{:r}^{(0)})=(e_{1i}, e_{r:}),$
$e_{1},$ $=(e, 1)\in intK_{1I}$ [ま $V_{r1}$ における単位元であり,

tr $(e_{rr})=rank(V_{1r})=r+1$

である. このとき以下が成り立っ.

(i) HCPの任意の漸近的許容解 $(\delta_{n},\hat{y}_{\mathfrak{n}})$ は, HCPの漸近的な解である.

(鑓) HC津は非許容であるが, 漸近的許容である.

(iii) SCPが解をもっことと, HCP が $r>0$ である漸近的な解 $(x_{1}^{*},,y_{\dot{r}})=(x^{*},\tau^{*},y, \kappa)$ を持つことは
等価である. 釧凸このとき, $(x^{n}/\tau^{l},y/r’)$ は SCPの解である.

(iv) 関数 $\psi$ は $K$ 上で $L$伽 chitz連続であるとする. すなわち任意の $x\in K,$ $h\in V$ に対して
.
$||\psi(x+h)-\psi(x)||\leq\gamma||h||$

であるような定数\gamma $\geq 0$が存在するとする. このとき, SCPが強非許容であるならば, HCPは $\kappa>0$

である漸近的な解 $(x^{*}, \tau,y^{r}, n)$ を持つ. 逆に, HCPが $\kappa>0$ である漸近的な解 $(x,\tau,y, \kappa)$ を
持つのであれば, SCPは非許容である. 後者の場合, $(x^{n}/\kappa’,y^{*}/\kappa)$ は SCPの非許容性の根拠を与
える.

(v) 集合
$P:=\{(x_{\mathfrak{n}},y_{\mathfrak{n}})\in intK_{H}xintK_{1I}$ : $H_{X}(x_{n}(t),y_{n}(t))=th_{*I}^{\langle 0)},$ $t\in(0,1$ ]\rangle

は intKwx inuらにおける有界なパスである. このパスの任意の集積点 $(x_{w}(0),y_{X}(0))$ は HCPの解
である.

(vi) HCP が $\tau^{*}>0$ である漸近的な解 $(x_{X}^{*},y_{w}^{l})=(x,\tau,y^{t},\kappa^{*})$ を持つのであれば, 有界なパス $P$ の任
意の集積点 $(x_{*I}(0),y_{11}(0))=(x(0),\tau(0),y(O),$ $\kappa(0))$ は $\tau(0)>0$ をみたす.

また, HCP が $\kappa>0$ である漸近的な解 $(x^{l}|I’ y_{w})=(x^{r},\tau,y^{*}, \kappa^{*})$ を持つのであれば, 有界なパス
$P$ の任意の集積点 $(x_{H}(0),y_{H}(0))=(x(0),\tau(0),y(O),$ $\kappa(0))$ は $\kappa(0)>0$ をみたす.

上記の定理は. 1節で述べた $K=\Re_{+}^{n}$ に対する同次モデルの性質 $(a)-(d)$ が. 対称錐上の相補性問題に対
して拡張可能であることを意味している.

4 対称錐上の相補性問題に対する同次アルゴリズム

この節では, 論文 [25] に基づき, 定理 31の (v) で述べられている有界なパス $P$ を数値的に追跡するアル
ゴリズム (同次アルゴリズム) と, その反復回数の計算複雑度について述べる.

同次アルゴリズムでは以下のような自明な点を初期点として与えることができる.

$(x_{I*}^{0},y_{1*}^{0})$ $:=(ee),$ $\epsilon_{w}^{0}:=y_{\mathfrak{n}}^{0}-\psi_{11}(x_{x}),$ $\mu_{1i}^{0}:=(x_{1*}^{0},y_{1I}^{0}\rangle_{n}/(r+1)$ .
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定理 31の (ii) で述べたように, HCP は漸近的許容であるが非許容であるので, この初期点も非許容解で
ある. 各反復 $(x_{rr}, y_{1I})$ において. 以下の方程式系を考える.

$H_{H}(x_{n},y_{H})=(y_{lI}-\psi_{H}(x_{1I})x_{R}o_{H}y_{H})=(\begin{array}{l}\mu_{H}e_{l1}0\end{array})$ . (2)

この方程式系に Newton 法を適用することにより, 以下の線形方程式系が得られる.

$\{\begin{array}{l}\Delta x_{H}oy_{H}+x_{\kappa}o\Delta y_{R}=\gamma\mu_{H}e-x_{H}oy_{H}\Delta y_{\kappa}-D\psi(x_{11})\Delta x_{r*}=-\eta s_{1I}\end{array}$ (3)

ただし
$(\Delta x_{w}, \Delta y_{\mathfrak{n}})\in VxV,$ $\epsilon_{n}:=y_{1I}-\psi_{1l}(x_{W}),$ $\mu_{*1}=\{x_{II},y_{1I}\}_{\kappa}/(r+1)$ (4)

であり, $\eta,\gamma\in[0,1]$ はそれぞれ許容性と相補性の近似の強さを操作するためのパラメータである. この方
程式の解として得られる探索方向は, $xy+yx$ 方向と呼ばれる [1].

もう 1つの探索方向として, Monteiro-Zhang族に含まれる, 以下の可換クラスの探索方向を考える [16, $1\eta$ .
$(x_{x},y_{I1})\in intK_{r\iota}xintK_{H}$ に対して, 以下の集合を定義する.

$\mathcal{P}(x_{\kappa}, y_{1i})$ $:=$ {$p\in intK$. I $Q_{p}x$. かっ $Q_{p^{-1}}y_{\mathfrak{n}}$ は可換である.}.
また.

$\tilde{x}_{l},$ $:=Q_{p}x_{I1},\tilde{y}_{\mathfrak{n}}:=Q_{p^{-1}}y_{1I}$ . (5)

とする. このとき可換クラスの探索方向 $(\Delta x_{w}, \Delta y_{1I})$ は以下で与えられる.

$(\Delta x_{\mathfrak{n}},\Delta y_{ll}):=(Q_{p}^{-1}\overline{\Delta x}_{r*},Q_{p}\overline{\Delta y}_{II})$ (6)

ただし $(\overline{\Delta x}_{w},\overline{\Delta y}_{r*})$ は s $\mu_{X}=(\tilde{x}_{1}.,\tilde{y}|*\rangle_{H}/(r+1)$ としたときの, 以下のスケーリングされた Newton 方程式
系の解である.

$\{\begin{array}{l}\overline{\Delta x}_{il}0_{W}\overline{\Delta y}_{H}+\overline{\Delta x}_{\kappa}0_{H}\overline{\Delta y}_{w}=\gamma\mu_{11}e-\tilde{x}_{1I}\circ_{B}\tilde{y}_{n}\overline{\Delta y}_{\mathfrak{n}}-D\tilde{\psi}_{lI}(\tilde{x}_{1I})\overline{\Delta x}_{n}=-\eta(\tilde{y}_{B}-\tilde{\psi}_{l1}(\tilde{x}_{n}))\end{array}$ (7)

$\phi_{1}$ .もを関数 $\phi_{1}$ ともの合成関数とすれば. $\gamma,\eta\in(0,1),$ $p\in \mathcal{P}(x_{1I},y_{11})$ に対して

$\tilde{\psi}_{n}(\tilde{x}_{**}):=Q_{p}^{-1}\cdot\psi_{*l}\bullet Q_{p}^{-1}(\tilde{x}_{li})=Q_{p}^{-1}\psi_{iI}(x_{1*})$

と記述することができる.

以下の定理は. 可換クラスの探索方向が必ず定義できることを保証している.

補助定理 41(Lemma 6.3 of [25]). 方程式系 (7) は唯一の解 $(\overline{\Delta x},\overline{\Delta y});=(Q_{p}\Delta x$, Q;l\Delta のをもつ.

$p=y_{K}^{1/2}$ とすれば, $\tilde{y}_{11}=e_{1l}$ であり, $p\in \mathcal{P}(x_{H}, y_{1i})$ であることがわかる. この方法を $xy$ 法と呼ぶ. 同様に.
$p=x_{\overline{rr}^{1/2}}$ とすれば, $\tilde{x}_{1I}=e_{R}$) であり, $P\in \mathcal{P}(x_{\mathfrak{n}}, y_{H})$ である. この方法を $yx$ 法と呼ぷ. $P\in \mathcal{P}(x_{1I},y_{1I})$ と
すれば, $\tilde{x}_{\mathfrak{n}}=$ 駈であり, この方法を Nesterov-Todd(NT) 法と呼ぶ.

次の反復の点は, 探索方向上での関数腕の振る舞いを近似した, 以下の 1次元の曲線上で決定する.

$\{\begin{array}{l}x_{w}(\alpha):=x_{\mathfrak{n}}+a\Delta x_{r*}y_{x}(\alpha);=y_{11}+\alpha\Delta y_{\kappa}+\psi_{ii}(x_{X}(a))-h(x_{1i})-\alpha D\psi_{1I}(x_{1*})\Delta x_{\kappa}=\psi_{1I}(x_{1i}(\alpha))+(1-\alpha\eta)\epsilon_{1*}\end{array}$ (8)

ここで最後の等号は, (3) 式の最初の式と $\epsilon_{H}$ の定義 (4) から得られる.
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この曲線探索の手法は Monteiro and Adler [15] によって最初に導入され, 非負領域上での非線形な問題を
考える多くの論文で用いられている (参照 [26, 19, 14]).

またパスの近傍として, 次の 3つのタイプを考える.

$\mathcal{N}_{r}(\beta)$ $:=\{(x_{H},y_{rr})\in_{1I}KxK_{w}|d_{F}(x_{II},y_{w})\leq\beta\mu_{I*}\}$ ,
$\mathcal{N}_{2}(\beta)$ $:=\{(x_{w},y|I)\in K_{\mathfrak{n}}xK_{ii}|d_{2}(x_{H},y_{rr})\leq\beta\mu_{I1}\}$ , (9)
$N_{-\infty}(\beta)$ $:=\{(x_{x},y_{w})\in K_{w}xK_{R}|d_{-\infty}(x_{\mathfrak{n}},y_{Ii})\leq\beta\mu_{I1}\}$ .

ただし, $\beta\in(0,1),$ $w_{1l}=Q_{g_{H}^{1/2}}$伽であり,

$d_{-\infty}(x_{1l},y_{lI}):=\mu_{B}e_{w}-\lambda_{\min}(w_{H})$

である. 任意の $\beta\in(0,1)$ に対して, 包含関係 $\mathcal{N}_{2}(\beta)\subseteq N_{2}(\beta)\subseteq N_{-\infty}(\beta)$ が成り立つ (Proposition 29 of
[22]). このことから, 近傍 $N_{2}(\beta),$ $N_{2}(\beta),$ $N_{-\infty}(\beta)$ を用いるアルゴリズムをそれぞれショートステップア
ルゴリズム, セミロングステップアルゴリズム, ロングステップアルゴリズムと呼ぶ.

以下では 2種の探索方向と 3種の近傍それぞれに対する曲線 (8) 上の振る舞いを調べることにより, 6つの
パス追跡法の反復回数の上限を導く. 一般の単調な非線形関数をそのまま解析することは困難であるため,
.関数 $\psi$ の $Lipschit\mathbb{Z}$ 型の性質を定量的に表すパラメータ $\theta\geq 0$ を導入し, 以下を仮定する. $\psi$ に関するこ
の仮定は, 論文 [15, 26, 19, 14, 3] などで広く用いられている 「スケーリングされた $Lipschit\mathbb{Z}$ 連続性」 の
拡張と考えることができる.

仮定 4.1. ある $\theta\geq 0$ が存在して, 任意の $z\in intK,$ $\Delta z\in V,$ $p\in \mathcal{P}(x, y),$ $z(\alpha)\in intK$ である $a\in[0,1]$

に対して以下が成り立っ.

$\Vert\tilde{z}(\alpha)\circ(\tilde{\psi}(\overline{z}(\alpha))-\tilde{\psi}(\tilde{z})-\alpha D\tilde{\psi}(\tilde{z})\overline{\Delta_{Z}})\Vert_{*}\leq\alpha^{2}\theta(\overline{\Delta z},D\tilde{\psi}(\tilde{z})\overline{\Delta z})$ .

ここで
$\overline{\Delta z}(a)=Q_{p}(z+\alpha\Delta z),\tilde{\psi}(\tilde{z})=Q_{p}^{-1}\cdot\psi\cdot Q_{p}^{-1}(\tilde{z})=Q_{p}^{-1}\psi(z)$

であり. $\phi_{1}\cdot\phi_{2}$ は関数 $\phi_{1}$ ともの合成を表す.

$\psi$ がアフィン関数であれば, $\psi$ は $\theta=0$ でこの仮定が成り立っ. 曲線探索を行う関数は $\psi$ ではなく同次モ
デルにおける噺であるが, 以下の定理が示すように, $\psi$ に対して仮定 4.1が成り立っのであれば, $\psi_{1*}$ も
同様の性質をみたす.

定瑠 4.1 ($Th\infty rem8.1$ of [25]). $\psi$ ; $Karrow V$ に対して仮定 41が成り立っとする. このとき $\psi_{X}$ は for all
$x_{n}\in intK_{l*},$ $\Delta x_{R}\in V,$ $p_{H}\in \mathcal{P}(x_{\kappa},y_{li}),$ $x_{B}(\alpha)\in intK$ である $\alpha\in[0,1]$ に対して以下をみたす.

$\Vert\tilde{x}_{n}(a)\circ_{X}(\tilde{\psi}_{1|}(\tilde{x}_{X}(\alpha))-\tilde{\psi}_{W}(\tilde{x}_{H})-aD\tilde{\psi}_{11}(\tilde{x}_{1i})\overline{\Delta x}_{1I})\Vert,$
$\leq\sqrt{5}\alpha^{2}\theta(\overline{\Delta x}_{n},D\tilde{\psi}_{r}(\tilde{x}_{x})\overline{\Delta x}_{r})_{r}$

ただし,
$\overline{\Delta x}_{1*}(\alpha)=Q_{PlI}(x_{1*}+a\Delta z_{w}),\tilde{\psi}_{1I}(\tilde{z}_{H})=Q_{pii}^{-1}]l\psi_{1iw}Q_{pr*}^{-1}(\tilde{x}_{r})=Q_{p][}^{-1}\psi_{n}(x_{1*})$

である. このことから, 仮定 41における $\theta$ を茜\mbox{\boldmath $\theta$} に置き換えれば, $\psi_{I1}$ は同仮定における $Lipsch|tz$型条
件をみたすことがわかる.
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また, ステップサイズに関して以下の結果が得られる.

定理 4.2 (Theorem 9.1 of [25]). $\beta\in(0,1)$ かつ $1-\eta-\gamma=0$ であり, $\psi_{w}$ : $Karrow V$ に対して仮定 41が
成り立っとする.

$\overline{\alpha}$

$:= \frac{\beta\gamma\mu_{H}}{(1+\sqrt{5}\theta)||\overline{\Delta x}_{1I}||_{p}||\overline{\Delta y}_{H}||_{r}}$ .
とすれば, 以下が成り立っ.

(i) $(x_{1*},y_{r1})\in \mathcal{N}_{r}|(\beta)$ であるとき, 任意の $0\leq\alpha\leq\overline{\alpha}$ に対して, $(x_{x}(\alpha),y_{*I}(\alpha))\in N_{p}(\beta)$ をみたす.

(ii) $(x_{1I},y_{w})\in \mathcal{N}_{2}(\beta)$ であるとき, 任意の $0\leq\alpha\leq\overline{a}$ に対して, $(x_{1},(\alpha),y_{x}(\alpha))\in N_{2}(\beta)$ をみたす.

(iil) $(x_{1*},y_{w})\in \mathcal{N}_{-\infty}(\beta)$ であるとき, 任意の $0\leq\alpha\leq\delta$ に対して, $(x_{w}(\alpha),y_{r}(a))\in N_{-\infty}(\beta)$ をみたす.

上記の定理に現れる $\overline{\alpha}$ は, 実際のアルゴリズムで用いるステップサイズの下界値として利用できる. 実際
のアルゴリズムでは, この下界を利用して, $(x_{1i}(\alpha),y_{w}(\alpha))\in \mathcal{N}_{-\infty}(\beta)$ が近傍に含まれるという条件の下
で最大の $\alpha$ を求め, (8) より次の反復の点を決定する.

ここで同次アルゴリズムの詳細を以下に与える.

Input 1. $\epsilon>0$ と $\beta\in(0,1)$ を選択する.

2. アルゴリズムで用いる近傍 $\mathcal{N}(\beta)\in\{\mathcal{N}_{r}(\beta), N_{2}(\beta), N_{-\infty}(\beta)\}$ を選択する.

S. $N(\beta)=N_{P}(\beta)$ であれば $\gamma:=1-1/\sqrt{r+1}$ とし, $N(\beta)=N_{2}(\beta)$ あるいは $\mathcal{N}(\beta)=N_{-\infty}(\beta)$ で
あれば $\gamma:=1/2$ とする.

4. $\eta=1-\gamma$ とする.

5. $k:=0$ とし, . 初期点を $(x_{ii}^{(0)},y_{1i}^{(0)}):=(e_{1*}e_{1i})\in \mathcal{N}(\beta)$ とする. $\mu^{(0)}:=\langle x^{(0)},y^{(0)})_{W}/(r+1)=1$

とする.

begin

while $\mu>\epsilon$ do
1. $(x_{1I}, y_{1*}):=(x_{w}^{\langle k)},y_{B}^{(k)})$ とし $\mu_{n}:=\mu_{X}^{\langle k)}$ とする.
2. $P\in \mathcal{P}(x_{1*},y_{1*})$ を選び. (5) より $(\tilde{x},\tilde{y})$ を求める.
$. スケーリングされた Newton方程式 (7) の解を求め, (6) の逆変換を行って, Newton探索方

向 $(\Delta x_{H}, \Delta y_{H})$ を求める.
4. (8) で定義される $x_{H}(\alpha)$ と $y_{H}(\alpha)$ に対して, $(x_{11}(\alpha), y_{H}(\alpha))\in \mathcal{N}(\beta)$ である最大のステップ

サイズ $\tilde{\alpha}\in(0,1$ ] を求める.

5. 次の反復の点を $(x_{11}^{(k+1)},y_{11}^{(k+1)}):=(x_{n}(\overline{\alpha}),y_{1I}(\overline{\alpha}))$ とし, $\mu_{1I}^{(k+1)}:=\{x_{I1}^{(k+1)},y_{1I}^{(k+1)}\rangle_{n}/(r+1)$ ,
$k:=k+1$ とする.

end

end.

このアルゴリズムの反復回数の上限を算出するためには, 定理 42における $\overline{\alpha}$ について, 反復回数に依存
しない $\overline{\alpha}$ の下界値を求めることが重要になる. 以下の定理より, 反復回数に依存しない $\overline{\alpha}$ の下界値が得ら
れる.
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定理 4.3 (Theorem 7.1 of [25]). (5) が与える $(\tilde{x},\tilde{y})$ に対して $G=L(\tilde{y})^{-1}L(\tilde{x})$ とし, $K_{G}$ を $G$ の条件数

$K_{G}= \frac{\lambda_{\max}(G)}{\lambda_{\min}(G)}$ .

とする. $\eta,\gamma\in(0,1)$ が $1-\eta-\gamma=0$ をみたすとき, 以下が成り立っ.

(i) $(x,y)\in \mathcal{N}_{r}(\beta)$ であれば

$|| \overline{\Delta x}||_{r}||\overline{\Delta y}||_{r}\leq\frac{1}{2}\sqrt{K_{O}}(\frac{\beta^{2}+(1-\gamma)^{2}(r+1)}{1-\beta})\mu$

である.

(ii) $(x,y)\in \mathcal{N}_{2}(\beta)\cup N_{-\infty}(\beta)$ であれば,

$|| \overline{\Delta x}||,||\overline{\Delta y}||_{r}\leq\frac{1}{2}\sqrt{K_{G}}(1-2\gamma+\frac{\beta^{2}+(1-\gamma)^{2}(r+1)}{1-\beta})\mu$

である.

以上から, 条件数 $\sqrt{K_{G}}$ が各反復で一様に上に有界である場合については, 以下の結果が得られる.

定理 44($Th\infty rem10.1$ of [25]). $\psi$ : $Karrow V$ に対して仮定 41が成り立ち, アルゴリズムのすべての反復
において条件数 $\sqrt{K_{G}}$ が $\kappa<\infty$ 以下であるとする. このとき以下が成り立っ.

(i) ショートステップアルゴリズムは $O(\kappa\sqrt{r}(1+\theta)\log\epsilon^{-1})$ の反復で停止する.

(ii) セミロングステップアルゴリズムとロングステップアルゴリズムは $O$ ( $\kappa r(1+\theta)$ log $\epsilon^{-1}$ ) の反復で停
止する.

条件数 $\sqrt{K_{G}}$は探索方向の算出に利用するスケーリング $P\in \mathcal{P}(xlI’ y_{w})$ に左右されるが, $xs$ 法, $\epsilon x$ 法, $NT$

法については, $\sqrt{K_{G}}$ に関して, 反復回数によらない定数の上界値が存在することが知られている.

補助定理 42(Lemma 36 of [22]). $G=L(\tilde{y})^{-1}L(\overline{x})$ とする.

(i) $NT$法において, $G$ の条件数 $K_{G}$ は常に 1である.

(ii) $xy$ 法と $yx$ 法において,

(a) $(x,y)\in \mathcal{N}_{r}(\beta)\cup N_{2}(\beta)$ であれば $K_{G}\leq 2/(1-\beta)$ であり,

(b) $(x,y)\in N_{-\infty}(\beta)$ であれば $K_{G}\leq r/(1-\beta)$ である.

この補助定理 42と定理 44より. 以下の系を得る.

系 4.1. $\psi$ : $Karrow V$ に対して仮定 41が成り立っとする. このとき, 同次アルゴリズムが停止するまでの
反復回数は, $NT$法, $xy$ 法, あるいは $yx$ 法のそれぞれについて, 以下のように与えられる.
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$\psi$ がアフィン関数であれば $\theta=0$ であるので, 上記の結果は対称錐上の線形関数あるいは凸 2次関数の最
適化問題に対する最良の結果と一致する

5 おわりに

この稿では, 論文 [24] と論文 [25] をもとに, 対称錐上の単調な標準型相補性問題に対する同次モデルと.
この同次モデルが以下の性質をもつことを紹介した.

(a) 許容内点の存在などの仮定をおくことなく, 自明な初期点をもつ有界なパスが存在する.

(b) パスの任意の集積点は同次モデルの解である.

(c) 元の問題が解を持つならば. パスのすべての集積点から元の問題の有界な解が算出できる.

(d) 元の問題が強く非許容であるならば, Lipschitz連続性の仮定の下で, パスのすべての集積点から非許
容性を判定することができる.

さらに仮定 4.1により関数 $\psi$ が Lipschitz型の連続性を有するのであれば.

(e1) 非許容型の NT 探索方向を用いる場合, short-step のステップサイズを選択する場合は $O(\sqrt{r}(1+$

$\theta)$ log $\epsilon^{-1}$ ) $.$ semi-long-stepあるいは long-stepのステップサイズを選択する場合は $O(r(1+\theta)\log\epsilon^{-1})$

の反復回数で \epsilon \vee 近似解を得る.

(e2) 非許容型の $xy$ あるいは $yx$探索方向を用いる場合, ショートステップのステップサイズを選択する場合
は $O(\sqrt{r}(1+\theta)\log\epsilon^{-1})$ , セミロングステップのステップサイズを選択する場合は $O(r(1+\theta)\log\epsilon^{-1})$ ,
ロングステップのステップサイズを選択する場合は $O(r^{1.5}(1+\theta)\log\epsilon^{-1})$ の反復回数で $\epsilon$-近似解を
得る.

元の問題が線形であるならば, $\theta=0$ であり, これらの結果は, 対称錐上の線形あるいは凸 2次最適化問
題に対してこれまで得られている反復回数の最良オーダーとなっている.
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