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1 Generalized skew information と不確定性関係

量子状態 $\rho$ (密度作用素: $\rho^{*}=\rho\geq 0,$ $Tr[\rho]=1$ ) と観測量 $H$ (自己共役作用素:
$H^{*}=H)$ との間のある種の非可換性の度合いを表す情報量として次の Wigner-
Yanase skew information が知られている:

$I_{\rho}(H) \equiv\frac{1}{2}Tr[(i[\rho^{1/2}, H])^{2}]$ . (1)

ここで [X, $Y$] $\equiv XY-YX$ である. また Dyson による一般化

$I_{\rho,\alpha}(H) \equiv\frac{1}{2}Tr[(i[\rho^{\alpha}, H])(i[\rho^{1-\alpha}, H])],$ $\alpha\in[0,1]$ (2)

が Wigner-Ytase-Dyson skew information として知られている. 近年この種の skew
information と不確定性関係に関する研究が盛んになされている [10, 17, 8]. 量子状
態 $\rho$ と観測量 $X,$ $Y$ に対する Heisenberg の不確定性関係は

$V_{\rho}(X)V_{\rho}(Y) \geq\frac{1}{4}|Tr[\rho[X, Y]]|^{2}$ (3)

である. ここで分散は $V_{\rho}(H)\equiv Tr[\rho(H-Tr[\rho H]I)^{2}]$ で定義される. これよりも強
い結果として Schrodinger の不確定性関係

$V_{\rho}(X)V_{\rho}( Y)-|Cov_{\rho}(X, Y)|^{2}\geq\frac{1}{4}|Tr[\rho[X, Y]]|^{2}$
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が知られている. ただし $Cov_{\rho}(X, Y)\equiv Tr[\rho(X-Tr[\rho X]I)(Y-Tr[\rho Y]I)]$ である.
Luo-Zhang [10] は不等式 (3) より強い結果として

$I_{\rho}(X)I_{\rho}(Y) \geq\frac{1}{4}|Tr[\rho[X, Y]]|^{2}$

を得たがこれは不成立であった. 次の例で成り立たないことがわかる.

Counter Example 1

$\rho=\frac{1}{4}(\begin{array}{ll}3 00 1\end{array}),A= (\begin{array}{ll}0 i-i 0\end{array}),$ $B=(\begin{array}{ll}0 11 0\end{array})$

なぜ成り立たないかという理由は次の通りである.

$\phi(X, Y)\equiv Tr[\rho\tilde{X}\tilde{Y}^{*}]-Tr[\rho^{1/2}\tilde{X}\rho^{1/2}\tilde{Y}^{*}]$

とおくと $\phi(X,Y)$ は $sesqui- 1_{\dot{i}}$ear かつ Hermitian であることは容易にわかる. しか
し $\phi(X, X)$ は positive ではない. また self adjoint operator $A$ に対して $\phi(A,A)\geq 0$

であるが、 そうだからといって Schwarz inequality を使うことはできない. つまり
$\phi(X,Y)$ は $B(\mathcal{H})$ 上の inner product ではないのである. ここに彼らの間違った原
因があるといえる. そこで彼らの不等式を回復させるために次のような定義を導入
する.

Definition 1 ([17]) 任意の density operator $\rho$ , 任意の self-adjoint operators $A,$ $B$ ,
任意の $0\leq\alpha\leq 1$ , 任意の $\epsilon\geq 0$ に対して generalized correlation を次のように定義
する.

$C\sigma rr_{\alpha,\rho,\epsilon}(A,B)$ $\equiv$ $( \frac{1}{2}+\epsilon)Tr[\rho\tilde{A}\tilde{B}]+\frac{1}{2}Tr[\rho\tilde{B}\tilde{A}]$

$- \frac{1}{2}Tr[\rho^{\alpha}\tilde{A}\rho^{1-\alpha}\tilde{B}]-\frac{1}{2}Tr[\rho^{\alpha}\tilde{B}\rho^{1-\alpha}\tilde{A}]$

また次のような genaralized skew information を定義する.

$I_{\alpha,\rho,\epsilon}(A)\equiv C\sigma rr_{\alpha,\rho,\epsilon}(A, A)=(1+\epsilon)Tr[\rho\tilde{A}^{2}]-Tr[p^{\alpha}\tilde{A}\rho^{1-a}\tilde{A}]$

このとき次の定理を得る.

Theorem 1 $(Yanagi-Furuichi-Kuriyama[17])$

$I_{\alpha,\rho,\epsilon}(A)I_{\alpha,\rho,\epsilon}(B)-|Re \{Corr_{\alpha,\rho,\epsilon}(A, B)\}|^{2}\geq\frac{\epsilon}{4}|Tr[\rho[A, B]]|^{2}$
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Theorem 1を証明するためには次の定義が必要である.

Definition 2 $f,g$ をそれぞれ domain $D\subset \mathbb{R}$ をもつ real functions とする. この
とき任意の $a,$ $b\in D$ に対して

$(f(a)-f(b))(g(a)-g(b))\geq 0$

が成り立っとき, $(f,g)$ は monotone pair という. また任意の $a,$ $b\in D$ に対して

$(f(a)-f(b))(g(a)-g(b))\leq 0$

が成り立つとき, $(f, g)$ は anti-monotone pair という.

このとき次の Lemma が成り立っ.

Lemma 1 (Bourin [1], Eijii [2]) 任意の self-adjoint opemtors $A,$ $X$ に対して次
の trace inequality が成り立っ.

(1) $(f, g)$ が monotonic pair のとき次が成り立っ.

$Tr[f(A)Xg(A)X]\leq Tr[f(A)g(A)X^{2}]$ .

(2) $(f,g)$ が antimonotonic pair のとき次が成り立っ.

$Tr[f(A)Xg(A)X]\geq Tr[f(A)g(A)X^{2}]$ .

さらに一般的に次の trace inequality も成り立っ.

Lemma 2任意の sdf-adjoint operators $A,$ $B$ , 任意の linear operator $X$ に対し
て次の trace inequality が成り立っ.

(1) $(f,g)$ が monotonic pair のとき次が成り立っ.

$Tr[f(A)X^{*}g(B)X+f(B)Xg(A)X^{*}]\leq Tr[f(A)g(A)X^{*}X+f(B)g(B)XX^{*}]$ .

(2) $(f, g)$ が antimonotonic pair のとき次が成り立っ.

$Tr[f(A)X^{*}g(B)X+f(B)Xg(A)X^{*}]\geq Tr[f(A)g(A)X^{*}X+f(B)g(B)XX^{*}]$ .
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Proof of Lemma 2. $\mathcal{H}\oplus \mathcal{H}$ 上の 2つの self-adjoint operators を次のように定義
する.

$\hat{A}=(\begin{array}{ll}A 00 B\end{array})\hat{X}=(\begin{array}{ll}0 x*X 0\end{array})$ .

$(f, g)$ を $\mathbb{R}\oplus \mathbb{R}$ 上の monotonic pair とすると Lemma 1より

$Tr[f(\hat{A})\hat{X}g(\hat{A})\hat{X}]\leq Tr[f(\hat{A})g(A\gamma\hat{X}^{2}]$ ,

が成り立っのでこれより Lemma の (1) を得る. 同様にして (2) も示される. q.e.$d$ .

ここで Theorem 1の略証を与える.

Proof of Theorem 1. 任意の density operator $\rho$ と任意の bounded linear
operators $X,$ $Y$ に対して次のように定義する.

$\phi(X, Y)$ $\equiv$ $( \frac{1}{2}+\epsilon)Tr[p\tilde{X}^{*}\tilde{Y}]+\frac{1}{2}Tr[\rho\tilde{Y}\tilde{X}^{*}]$

$\frac{1}{2}Tr[\rho^{\alpha}\tilde{X}^{*}\rho^{1-\alpha}\tilde{Y}]-\frac{1}{2}Tr[\rho^{\alpha}\tilde{Y}\rho^{1-a}\tilde{X}^{*}]$ .

Lemma 2より $\phi(X, X)\geq 0$ である. $\phi(X, Y)$ は sesquilinear かっ Hermitian である
ので Schwarz inequality を用いると

$|\phi(X,Y)|^{2}\leq\phi(X,X)\phi(Y, Y)$ .

が得られる. よって任意の self-adjoint operators $A,$ $B$ に対して次が成り立っ.

$|Corr_{\alpha,\rho,\epsilon}(A, B)|^{2}\leq C\sigma rr_{\alpha,\rho,\epsilon}(A, A)C\sigma rr_{\alpha,\rho,\epsilon}(B, B)=I_{\alpha,\rho,\epsilon}(A)I_{\alpha,\rho,\epsilon}(B)$

$Tr[\rho[A, B]]$ は純虚数であることがわかるので

$|Corr_{\alpha,\rho,\epsilon}(A, B)|^{2}= \frac{\epsilon^{2}}{4}|Tr[\rho[A, B]]|^{2}+|Re\{Corr_{\alpha,\rho,\epsilon}(A, B)\}|^{2}$

となり目標の不等式を得る. q.e.$d$ .
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2 $Wigner-Yanase$-Dyson skew information
and Generalized Fisher information

Classical Fisher information は次のように定義される.

Deflnition 3 (Classical Fisher information) $\{p_{\theta} : \theta\in \mathbb{R}\}$ を $\mathbb{R}$ 上で定義され
た probability density functions のパラメータ付けられた family とする. このとき 3
通りに表現される

$I_{F}(p_{\theta})$ $=$ $\int_{\mathbb{R}}(\frac{d}{d\theta}p_{\theta}^{1/2}(x))^{2}dx$

$\frac{1}{4}\int_{R}(\frac{d}{d\theta}\log p_{\theta}(x))^{2}p_{\theta}(x)dx$

$\frac{1}{4}\int_{R}\frac{(\frac{d_{P\theta}(x)}{d\theta})^{2}}{p_{\theta}(x)}dx$.

を Classical Fisher information という. $arrow- c^{\backslash }\backslash \frac{dp_{\theta}(x)}{d\theta}$ は対数微分と呼ばれている.

さらに $p_{\theta}(x)=p(x-\theta)$ を満たすとき

$I_{F}(p_{\theta})$ $=$ $\int_{\mathbb{R}}(\frac{d}{dx}p^{1/2}(x))^{2}dx$

$\frac{1}{4}\int_{\mathbb{R}}(\frac{d}{dx}$ log $p(x))^{2}p(x)dx$

$\frac{1}{4}\int_{\mathbb{R}}\frac{(\frac{dp(x)}{dx})^{2}}{p(x)}dx$.

と表現される.

classical Fisher information を quantum Fisher information に拡張することを考え
る. この際に拡張の仕方は固定されたものはないので様々な拡張の仕方が考えられ
る. ここでは 2通りの拡張を試みる.

Definition 4 (Quantum Fisher information) $\{\rho_{\theta} :\theta\in \mathbb{R}\}$ を Hilbert space $\mathcal{H}$

上で定義された density operators のパラメータ付けられた family とする. このと

き Quantum Fisher information は次のように 2通りに定義される.

(l)–Wigner-Yanase information

$I_{W}( \rho_{\theta})=\frac{1}{2}Tr[(D_{H}\rho_{\theta}^{1/2})^{2}]=Tr[\rho_{\theta}H^{2}]-Tr[p_{\theta}^{1/2}H\rho_{\theta}^{1/2}H]$,

ただし $D_{H}x=i[x, H]=i(xH-Hx)$ である. さらに $\rho_{\theta}=e^{-wH}\rho e^{i\theta H}$ を満た

すとき

$I_{W}( \rho_{\theta})=\frac{1}{2}Tr[(D_{H}\rho^{1/2})^{2}]=Tr[\rho H^{2}]-Tr[\rho^{1/2}H\rho^{1/2}H]$ .
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(2)
$I_{F}( \rho_{\theta})=\frac{1}{4}Tr[\rho_{\theta}L_{\theta}^{2}]$ ,

ただし $L_{\theta}$ は次の性質を満たす $symmetn’c$ logarithmic derivative (対称対数微
分) である.

$\frac{d\rho_{\theta}}{d\theta}=\frac{1}{2}(L_{\theta}\rho_{\theta}+\rho_{\theta}L_{\theta})$ .

さらに $\rho_{\theta}=e^{-i\theta H}\rho e^{\theta H}$ を満たすとき

$I_{F}( \rho_{\theta})=\frac{1}{4}Tr[\rho L^{2}]$ ,

ただし $L=e^{i\theta H}L_{\theta}e^{-i\theta H}$ である.

以降 $\rho_{\theta}$ は次の von Neumann-Landau equation を満たすものと仮定する.

$\dot{x}\frac{d\rho_{\theta}}{d\theta}=H\rho_{\theta}-\rho_{\theta}H,$ $\theta\in \mathbb{R}$ .

Luo は次の結果を得た.

Proposition 1 (Luo [11]) $\{\rho_{\theta}, \theta\in \mathbb{R}\}$ が次の条件を満たすと仮定する.

$\rho_{\theta}=e^{-i\theta H}pe^{i\theta H}$ .

このとき次が成り立っ.

(1) 任意の $\theta\in \mathbb{R}$ に対して

$I_{W}( \rho_{\theta})=I_{W}(\rho, H)\equiv\frac{1}{2}Tr[(D_{H}\rho^{1/2})^{2}]$ .

(2) 任意の $\theta\in \mathbb{R}$ に対して

$I_{F}(p_{\theta})=I_{F}( \rho, H)\equiv\frac{1}{4}Tr[\rho^{1/2}L\rho^{1/2}L]$.
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Proposition 2 (Luo [11])

$I_{W}(p, H)\leq I_{F}(\rho, H)\leq 2I_{W}(\rho, H)$ .

次に一般化された quantum Fisher information を次のように定義する.

Deflnition 5 (Genalized quantum Fisher inf化 rmation) $\{p_{\theta} :\theta\in \mathbb{R}\}$ を Hilbert
space $\mathcal{H}$ 上で定義された density operators のパラメータ付けられた掴mily とする.
このとき Generalized quantum Fisher information は次のように 2通りに定義さ
れる.

(l)–Wigner-Yanase-Dyson information

$I_{W,\alpha}( \rho_{\theta})=\frac{1}{2}Tr[(D_{H}\rho_{\theta}^{\alpha})(D_{H}\rho_{\theta}^{1-\alpha})]=Tr[\rho_{\theta}H^{2}]-Tr[\rho_{\theta}^{\alpha}H\rho_{\theta}^{1-\alpha}H]$ ,

ただし $D_{H}x=i[x, H]=i(xH-Hx)$ である. さらに $\rho_{\theta}=e^{-i\theta H}pe^{wH}$ を満た
すとき

. $I_{W,\alpha}( \rho_{\theta})=\frac{1}{2}Tr[(D_{H}p^{\alpha})(D_{H}\rho^{1-a})]=Tr[\rho H^{2}]-Tr[\rho^{\alpha}H\rho^{1-\alpha}H]$ .

(2)
$I_{F)\alpha}( \rho_{\theta})=\frac{1}{4}Tr[p_{\theta}^{\alpha}L_{\theta}\rho^{1-\alpha}L_{\theta}]$ ,

ただし $L_{\theta}$ は次の性質を満たす symmetriic logarithmic derivative である.

$\frac{d\rho_{\theta}}{d\theta}=\frac{1}{2}(\rho_{\theta}^{\alpha}L_{\theta}p_{\theta}^{1-a}+\rho_{\theta}^{1-a}L_{\theta}\rho_{\theta}^{\alpha})$ .

さらに $\rho_{\theta}=e^{-i\theta H}\rho e^{wH}$ を満たすとき

$I_{F,a}( \rho_{\theta})=\frac{1}{4}Tr[\rho^{a}L\rho^{1-\alpha}L]$ ,

ただし $L=e^{\theta H}L_{\theta}e^{-:\theta H}$ である.

次の定理を得る.

Theorem 2 $\{p_{\theta}, \theta\in \mathbb{R}\}$ を次の条件を満たすと仮定する.

$\rho_{\theta}=e^{-i\theta H}\rho e^{i\theta H}$ .

このとき次を得る.
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(1) 任意の $\theta\in \mathbb{R}$ に対して

$I_{W,\alpha}( \rho_{\theta})=I_{W,\alpha}(\rho, H)\equiv\frac{1}{2}Tr[(D_{H}p^{\alpha})(D_{H}p^{1-\alpha})]$ .

(2) 任意の $\theta\in \mathbb{R}$ に対して

$I_{F,\alpha}( \rho_{\theta})=I_{F,\alpha}(\rho, H)\equiv\frac{1}{4}Tr[\rho^{\alpha}L\rho^{1-\alpha}L]$ .

さらに次の定理を得る.

Theorem 3
$I_{W,\alpha}(\rho, H)\leq I_{F,\alpha}(\rho, H)$ .

Proof of Theorem 3. $\rho=\sum_{n}\lambda_{n}|\phi_{n}><\phi_{n}|$ を $\rho$ の spectrum decomposition と

する. このとき

$I_{W,\alpha}(\rho, H)$ $=Tr[\rho H^{2}]-Tr[\rho^{\alpha}H\rho^{1-\alpha}H]$

$\frac{1}{2}\sum_{m,n}(\lambda_{m}+\lambda_{n}-\lambda_{m}^{\alpha}\lambda_{n}^{1-\alpha}-\lambda_{m}^{1-\alpha}\lambda_{n}^{\alpha})|<\phi_{m}|H|\phi_{n}>|^{2}$ .

他方次を得る.

$I_{F,\alpha}(\rho, H)$ $=$ $\frac{1}{4}Tr[\rho^{\alpha}L\rho^{1-\alpha}L]$

$\frac{1}{4}\sum_{m,n}\frac{1}{2}(\lambda_{m}^{\alpha}\lambda_{n}^{1-\alpha}+\lambda_{m}^{1-\alpha}\lambda_{n}^{\alpha})|<\phi_{m}|L|\phi_{n}>|^{2}$ .

ここで $i( \rho H-H\rho)=\frac{1}{2}(p^{\alpha}L\rho^{1-\alpha}+\rho^{1-\alpha}Lp^{\alpha})$ が成り立つので

$|< \phi_{m}|L|\phi_{n}>|^{2}=\frac{4(\lambda_{m}-\lambda_{n})^{2}}{(\lambda^{\alpha}\lambda_{n}^{1-\alpha}+\lambda_{m}^{1-\alpha}\lambda_{n}^{\alpha})^{2}}|<\phi_{m}|H|\phi_{n}>|^{2}$ .

が成り立っ. したがって

$I_{F,\alpha}(p, H)= \frac{1}{2}\sum_{m,n}\frac{(\lambda_{m}-\lambda_{n})^{2}}{\lambda_{rn}^{\alpha}\lambda_{n}^{1-\alpha}+\lambda_{m}^{1-a}\lambda_{n}^{\alpha}}|<\phi_{m}|H|\phi_{\mathfrak{n}}>|^{2}$ .
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次の不等式を得る.

$(\lambda_{m}-\lambda_{n})^{2}-(\lambda_{m}+\lambda_{n}-\lambda_{m}^{\alpha}\lambda_{n}^{1-\alpha}-\lambda_{m}^{1-\alpha}\lambda_{n}^{\alpha})(\lambda_{m}^{\alpha}\lambda_{n}^{1-\alpha}+\lambda_{m}^{1-\alpha}\lambda_{n}^{a})$

$=$ $(\lambda_{m}-\lambda_{n})^{2}-(\lambda_{m}+\lambda_{n})(\lambda_{m}^{\alpha}\lambda_{n}^{1-\alpha}+\lambda_{m}^{1-\alpha}\lambda_{n}^{a})+(\lambda_{m}^{\alpha}\lambda_{n}^{1-\alpha}+\lambda_{m}^{1-\alpha}\lambda_{n}^{\alpha})^{2}$

$\geq$ $(\lambda_{m}-\lambda_{n})^{2}-(\lambda_{m}+\lambda_{n})(\alpha\lambda_{m}+(1-\alpha)\lambda_{n}+(1-\alpha)\lambda_{m}+\alpha\lambda_{n})+4\lambda_{m}\lambda_{n}$

$=$ $(\lambda_{m}-\lambda_{n})^{2}-(\lambda_{m}+\lambda_{n})^{2}+4\lambda_{m}\lambda_{n}$

$=0$ .

ゆえに目標の不等式を得る. q.e. $d$ .

ここで他の定義との関わりについて言及する.

行方向には関連する 3種類の generalized Fisher information $I_{F}(\rho, H)$ が表されて
いる.

列方向には関連する 4種類の $\frac{d\rho_{\theta}}{d\theta}$ が表されている.

\copyright は基本的に Theorem 3が成り立っ箇所である. また $O$ は派生的に成り立っ箇所
である. $\cross$ は Theorem 3が成り立たない箇所である.

3 Generalized quantum Cramer-Rao inequality
$T$ を self-adjoint operator とする. density operators のパラメータ付けられた family
$\{\rho_{\theta};\theta\in \mathbb{R}\}$ に対して $E_{\theta}(T)\equiv Tr[\rho_{\theta}T]=\theta$ を仮定する. っまり $T$ が不変推定量で
あると仮定する. このとき

$Tr[ \frac{d\rho_{\theta}}{d\theta}T]=1$

であることに注意する. また $T$ の variance は次で定義される.

$V_{\theta}(T)=Tr[\rho_{\theta}(T-\theta I)^{2}]$ .

$I_{F,a}(p_{\theta})$ は次で定義される generalized quantum Fisher information とする.

$I_{F,\alpha}(\rho_{\theta})=Tr[p_{\theta}^{\alpha}L_{\theta}\rho_{\theta}^{1-\alpha}L_{\theta}]$ ,

20



ただし $L_{\theta}$ は次を満たす symmetric logarithmic derivative である.

$\frac{d\rho_{\theta}}{d\theta}=\frac{1}{2}(\rho^{\frac{1+\alpha}{\theta 2}}L_{\theta}\rho^{\frac{1-\alpha}{\theta 2}}+\rho^{\frac{1-\alpha}{\theta 2}}L_{\theta}\rho^{\frac{1+\alpha}{\theta 2}})$.

このとき一般化された Cramer-Rao inequality を得る.

Theorem 4
$I_{F,\alpha}( \rho_{\theta})\geq\frac{1}{V_{\theta}(T)}$ .

Proof of Theorem 4. 次の一連の不等式が成り立っ.

$|Tr[p^{\frac{1+\alpha}{\theta^{2}}}L_{\theta}\rho^{\frac{1-\alpha}{\theta 2}}(T-\theta I)]|^{2}$

$|Tr[\rho^{\frac{\alpha}{\theta 2}}L_{\theta}\rho^{\frac{1-\alpha}{\theta 2}}\{\rho^{\frac{1}{\theta 2}}(T-\theta I)\}^{*}]|^{2}$

$\leq Tr[(\rho^{\frac{\alpha}{\theta 2}}L_{\theta}p^{\frac{1-a}{\theta^{2}}})(\rho^{\frac{1-\alpha}{\theta 2}}L_{\theta\rho_{\theta}^{7}}^{\alpha})]V_{\theta}(T)$

$=Tr[p_{\theta}^{\alpha}L_{\theta}p_{\theta}^{1-\alpha}L_{\theta}]V_{\theta}(T)$ .

ここで左辺は次のように評価される.

LHS
$\geq$

$({\rm Re} Tr[\rho^{\frac{1+\alpha}{\theta 2}}L_{\theta}\rho^{\frac{1-\alpha}{\theta 2}}(T-\theta I)])^{2}$

$=$ $( \frac{1}{2}Tr[p^{\frac{1+a}{\theta 2}}L_{\theta}\rho^{\frac{1-a}{\theta 2}}(T-\theta I)]+\frac{1}{2}Tr[(T-\theta I)\rho^{\frac{1-\alpha}{\theta 2}}L_{\theta}\rho^{\frac{1+\alpha}{\theta 2}}])^{2}$

$=$ $(Tr[ \frac{1}{2}(\rho^{\frac{1+\alpha}{\theta 2}}L_{\theta}p^{\frac{1-\alpha}{\theta 2}}+\rho_{\theta}^{F}L_{\theta}p^{\frac{1+\alpha}{\theta 2}})(T-\theta I)])^{2}\underline{1}-\underline{\alpha}$

$=$ $(Tr[ \frac{d\rho_{\theta}}{d\theta}(T-\theta I)])^{2}$

$=$ $(Tr[ \frac{d\rho_{\theta}}{d\theta}T]-\theta\frac{d}{d\theta}(Tr[p_{\theta}]))^{2}$

$=$ 1.

したがって一般化された Cramer Rao inequality を得る. q.e.$d$ .

$\alpha=0$ または $\alpha=1$ のとき次の quantum Cramer-Rao inequality を導く.

Corollary 1
$I_{F}( \rho_{\theta})\equiv Tr[\rho_{\theta}L_{\theta}^{2}]\geq\frac{1}{V_{\theta}(T)}$ .
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Remark 1一般に任意の self-adjoint operator $A$ , 任意の density operator $\rho_{f}$ 任意
の $\alpha(0\leq\alpha\leq 1)$ に対して次の大小関係が成り立つことがわかる.

$(Tr[\rho A])^{2}\leq Tr[\rho^{1}\not\supset A\rho^{\frac{1}{2}}A]\leq Tr[\rho^{\alpha}A\rho^{1-\alpha}A]\leq Tr[\rho A^{2}]$ .

なぜなら

$(Tr[\rho A])^{2}=(Tr[p^{1}f (\rho^{\frac{1}{4}}A\rho^{\frac{1}{4}} )])2\leq Tr[\rho]Tr[(p^{\frac{1}{4}}A\rho^{\frac{1}{4}})^{2}]=Tr[\rho^{B}A\rho^{\pi}A]11$

$Tr[\rho^{\alpha}A\rho^{1-\alpha}A]=\tau_{r[\rho^{\alpha-\frac{1}{2}}(\rho^{\frac{1}{4}}A\rho^{\frac{1}{4}})_{\beta^{z^{-\alpha}(\rho^{Z}A\rho^{\frac{\iota}{4}})]}}^{\iota 1}}$

$\geq Tr[(\rho^{\frac{1}{4}}A\rho^{\frac{1}{4}})^{2}]=Tr[\rho^{1}\pi A\rho^{\frac{1}{2}}A]$ . (byLemmal)
$Tr[\rho^{\alpha}A\rho^{1-\alpha}A]\leq Tr[\rho A^{2}]$ . (byLemmal)

ただし $\rho$ の spectml decomposition を使っても一連の不等式は得られることに注意
しておく.
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