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1 はじめに

1965年に L.A. Zadeh によってファジィ集合が提案されてから既に 40年以上が経過し
ている [18]. その集合概念は二値論理に対応する古典的な集合論を拡張したものであった

が, そのファジィ集合の概念も現在に至るまでに更なる拡張が試みられた. 例えば, Zadeh
自身によるタイプタイプ $n$ ファジィ集合 (fuzzy sets of \gamma 芦 $n,$ $[19]$ ) や, K.T. Atanassov に
よる直観的ファジィ集合’(intuifionisfic fuzzy sets, [21), W.-L. Gau と D.J. Buehrer による
ヴェイグ集合 (vague set, [9]). 区間値ファジィ集合 (interval-valued fuzzy sets, 例えば [6])

など多くが知られている. 上記の Atanassov の直観的ファジィ集合と Gau-Buehrer のヴェ

イグ集合については同値であることが H. Busfince と P. Burillo によって示されている ([4])

ことや名称について議諭が存在する ([3, 7, 8, 101) ことについては, 既に桑野 [21] によって

述べられている通りである.

以下では, 桑野 [21] に従い, ファジィ集合の一般化のひとつである W.-L. Gau と D.J.

Buehrer のヴェイグ集合を用いて, ヴェイグ数を評価値として許す基本的なオークション

モデルの定式化及び解概念について考察する. その考察において $Kuwano[13]$ 及び桑野

[20] において行ったファジィ. オークション. モデルの構築に関する議論が自然にヴェイ

グ・オークション. モデルにも適用できることを示していく. このモデルで考える状況は,

入札対象に対して十分な知識を持たず, 入札対象に対する評価が「だいたいこの程度の評価
であろう」という評価, 及び, 逆の評価 [これぐらい以下, あるいは, これぐらい以上では

ないであろう」 という 2つの不確定な評価をもつ 2人のプレイヤーによるオークションで
あり, このような状況下における第一価格オークション及び第二価格オークションである.

$*$ ここでは, $\cdot$ 桑野【21】に従い, Atanassov の Intuiuonistc fuzzy set を亡観的ファジィ集合と呼び. 竹内-千谷
の直観主義的ファジィ集合 [151と区別する.
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2 準備

本節では基本的な定義について簡単に確認しておく.

2.1 ファジィ数とファジィマックス順序

ファジィ数に関してはさまざまな定義が知られているが, ここでは以下の定義を採用

する.

定義 2.1. a を実数全体からなる集合 $R$上のファジィ集合とし, それを特徴づけるメンバー

シップ関数を $\mu_{a}^{\sim}$ : $Rarrow[0,1]$ とする. このとき, ファジィ集合\sim aがファジィ数であるとは,

以下の条件を満足するときである.

(i) $\mu_{a}^{\sim}$ は準凹関数である.

(ii) $\mu_{a}^{\sim}$ は上半連続関数ある.

(iii) $\mu_{a}^{\sim}(x^{1})=1$ を満たす実数 $x^{1}$ が唯一つ存在する.

(iv) cl $\{x\in R|\mu_{a}^{\sim}(x)\succ 0\}$ は有界集合である. ここで, $c1(A)$ は集合 $A$ の閉包を表す.

これらファジィ数の比較に関してはいくつかの研究がなされている (例えば, $Adam[1]$ ,

$Camposetal.[5],$ $Tanakaetal.[16]$ や $Yager[17]$ を参照のこと). そのうちファジィ数の比較

基準として最も有名なものの一つにファジィ. マックス順序が知られている. これは 1985

年に Ramfk と $R{\rm Im} 4nek$ によって提案されたもので, 次のように定義される ([141).

定義 2.2 ([14]). $\sim a,\tilde{b}$ をファジィ数とする. このとき, 二項関係 $\leq$ がファジィ. マックス順

序であるとは, 各 $\alpha\in[0,1]$ に対して不等式 $[a\sim]^{\alpha}\leq r_{+}[b]^{\alpha}\sim$ が満たされるときをいう. ま

た, この条件が成り立つとき, $\sim a\leq\sim b$ と表す. ここで, $[\sim a]^{\alpha},$ $[b]^{\alpha}\sim$ はそれぞれファジィ数
$\sim a,\tilde{b}$ の $\alpha-$レベル集合を表している. ( $\geq$ も同様に定義することができる. )

次の定義も一般的に良く知られている.

定義 2.3. $R^{n}$ 上で定義されたファジィ集合 $a\sim$ のメンバーシップ関数が準凹関数であるとき,
$\tilde{a}$ は $R^{n}$ 上の凸ファジィ集合と呼ばれる.

Kurano at $e1.[12]$ では $R^{n}$ 上の凸ファジィ集合間に次の擬順序が提案された.

定義 2.4 ([121). $\sim a,$
$\tilde{b}$ を $R^{n}$ 上で定義された凸ファジィ集合とし, $K$ を $R^{n}$ の非空, 凸かつ

pointed な錐とする. このとき, 拡張されたファジィ. マックス順序 $\sim a\leq\kappa\sim b$ は以下の条件

によって定義される.
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(i) 任意の $x\in \mathbb{R}^{n}$ に対して $x\leq\kappa \mathcal{Y}$ かつ $\mu_{a}^{\sim}(x)\leq\mu_{b}^{\sim}(y)$ を満たす $y\in R^{n}$ が存在する.
(ii) 任意の $y\in \mathbb{R}^{n}$ に対して $x\leq\kappa \mathcal{Y}$ かつ $\mu_{a}^{\sim}(x)\geq\mu_{b}^{\sim}(y)$ を満たす $x\in R^{n}$ が存在する.

この擬順序の名称である「拡張されたファジィ. マックス順序」は続 $\leq_{K}b\sim$ とすべての
$\alpha\in(0,1]$ に対して $[a\sim]^{\alpha}\leq\kappa[b]^{\alpha}\sim$ が成立することは同値である」 ([121) という事実に基づ
いている.

2.2 ファジネスのヴェイグネスへの自然な拡張

まず, Gau-Buehrer によるヴェイグ集合の定義を示す.

定義 2.5 ([91). 対象全体からなる集合を $X$ によって表し, その一般元を $x$ によって表現
する.

このとき, 集合 $X$ 上のヴェイグ集合 \sim v は以下の 2つのメンバーシップ関数によって特徴
づけられる.

(i) 真値メンバーシップ (tmth-membership) 関数 $t_{\nu}^{\sim}$ : $l_{\nu}^{\sim}(x)$ は $x$ が \sim v に帰属するグレード
の最小値を表す.

(ii) 偽値メンバーシツプ (false-membership)関数搾. $f_{\nu}\sim(x)$ は $x$ が \sim v に帰属しないグレー

ドの最小値を表す.

また, すべての $x\in X$ に対して $t_{\nu}^{\sim}(x)+f_{\dot{v}}(x)\leq 1$ が成り立つものとする.

注 g21. 最後の条件式 $t_{v}^{\sim}(x)+A(x)\leq 1(\forall x\in X)$ は, すべての $x\in X$ に対して $0\leq t_{v}^{\sim}(x)\leq$

$1-fi_{v}(x)\leq 1$ が成り立つことを意味し, さらに. 区間値ファジィ集合としてヴェイグ集合

を見なしたときには $x\in X$ の区間値メンバーシップ関数の値が $[t_{v}^{\sim}(x), 1-fi_{v}(x)]$ によって

与えられることを意味している.

ヴェイグオークションで用いる不確定な評価を表現するため, ヴェイグ数及び凸ヴェ
イグ集合の定義を与える.

定義 2.6 ([21]). $\sim a$ を実数全体からなる集合 $R$ 上のヴェイグ集合とし, それを特徴づける真

値メンバーシップ関数, 偽値メンバーシップ関数をそれぞれ $t_{a}^{\sim}:$ $Rarrow[0,1],$ $f_{\overline{a}}$ : $Rarrow[0,1]$

とする. このとき, ヴェイグ集合 $\sim a$ がヴェイグ数であるとは, 以下の条件を満足するとき
である.

(i) $t_{a}^{\sim}$ は準凹関数, かつ, $f_{\check{a}}$ は準凸関数である.

(ii) $t_{a}^{\sim}$ は上半連続関数. かつ, たは下半連続関数である.
(iii) $t_{a}^{\sim}(x^{1})=1,$ $h(x^{1})=0$ を同時に満たす実数 $x^{1}$ が唯一つ存在する.

(iv) cl $\{x\in R|t_{a}^{\sim}(x)>0\}$ 及び cl $\{x\in \bm{R}|f_{\dot{a}}(x)<1\}$ は有界集合である.
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定義 2.7. 集合 $X$ 上のヴェイグ集合 $\sim v$ の真値メンバーシップ関数, 偽値メンバーシップ関数

をそれぞれ $t_{\mathcal{V}}^{\sim},fl_{v}$ とする. このとき, $t_{\nu}^{\sim},$
$1$ -奔が準凹関数であれば, $\sim v$ を凸ヴェイグ集合と

よぶ.

注薫 22上の定義で明らかなようにヴェイグ数はファジィ数の拡張概念となっており, 区間

値メンバーシップ関数をもつファジィ数として捉えることができる. また, ファジィ数が

凸ファジィ集合であるように, ヴェイグ数は凸ヴェイグ集合である.

定義 2.8. $a\sim,$ ゐ
$\sim$

を $R^{n}$ 上で定義された凸ヴェイグ集合とし, $K$ を $R^{n}$ の非空, 凸かつ pointed
な錐とする. このとき, ヴェイグマックス順序 $\tilde{a}\leq K$ ゐは以下の条件によって定義さ

れる.

(i) 任意の $x\in R^{n}$ に対して $x\leq Ky,$ $t_{l}^{\sim}(x)\leq t_{b}^{\sim}(y),$ $f_{a}\sim(x)\geq f_{i}(y)$ を同時に満たす $y\in R^{n}$

が存在する.

(ii) 任意の $y\in R^{n}$ に対して $x\leq\kappa y,$ $t_{a}^{\sim}(x)\geq t_{t}^{\sim}(y),$ $f_{\check{l}}(x)\leq f_{b}\sim(y)$ を同時に満たす $x\in R^{n}$

が存在する.

上記の定義によって, ファジィマックス順序が自然にヴェイグ集合に対しても拡張さ

れ, ヴェイグ数の組に対しても適用することが可能となる.

3 ヴェイグ・オークション・モデル

第一価格オークション及び第二価格オークションは基本的なオークションモデルの中
でも最も知られたものである (例えば, 1111を参照のこと).

第一m格オークション 封印入札の形態をとり, 最も高額な入札を行った入札者が自分の

行った入札額を支払い入札対象物を得るオークション
第二価格オークション 封印入札の形態をとり, 最も高額な入札を行った入札者が 2番目

に高い入札額を支払い入札対象物を得るオークション

簡単のため, ここでは 2人ゲームとして第一価格オークション及び第二価格オークション

を定式化するための記号を導入しておく. 以下では $A=\{a_{1}, \ldots,a_{\ell}\}$ をプレイヤー I の可能

な入札額全体からなる集合とし, $B=\{b_{1}, \ldots,b_{n},\}$ をプレイヤー皿の可能な入札額全体か

らなる集合とする. また, 入札額には $a\iota<\cdots<a\ell$ 及び $b_{1}<\cdots<b_{m}$ なる仮定をおき,

ヴェイグ数行, $\sim b$ によりプレイヤー I, 皿それぞれの評価を表すこととする.

各プレイヤーの入札額は実数で行われることとなるが, プレイヤーの持つ不確定な評価

値としてのヴェイグ数とその実数との差を定義する必要がある.

定義 3.1. $r$ を実数とし, $\sim v$ をヴェイグ数, その真値メンバーシップ関数及び偽値メン
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バーシップ関数をそれぞれ $t_{\nu}^{\sim}$ : $Rarrow[0,1],$ $h$ : $\mathbb{R}arrow[0,1]$ とする. このとき, その差
$\sim v-r$ を真値メンバーシップ関数 $t_{v-r}^{\sim}(x)=t_{\nu}^{\sim}(x-r),$ $x\in R$ と偽値メンバーシップ関数
$F_{v-r}(x)=f_{\check{\nu}}(x-r),$ $x\in R$ とによって特徴づけるものとする.

$\# S3.1$ . より一般にヴェイグ数について, 加法やスカラー積を定義することができるが, こ

こでは限定的な定義を与えるにとどめる. また, 対象三角型ヴェイグ数に関する加法及び
スカラー積については [21] を参照のこと.

$\blacksquare$第一価格オークション 利得双行列を $\tilde{P}$ で表す. その各要素 $\tilde{p},$ $=(\tilde{p}_{ij}^{l},\tilde{p}_{iJ}^{lI}),$ $i=$

$1,$ $\ldots,l.j=1,$ $\ldots,m$ はプレイヤー I, $\Pi$ の利得の組を表し, それぞれは

$\tilde{p}_{1j}^{l}=\{\begin{array}{ll}\sim a-a_{i}, a_{i}\geq b_{1}\emptyset \text{と} g,0, \text{その他}\end{array}$ $i=1,$ $\cdots,f,$ $j=1,$ $\cdots,m$

及び

$\tilde{p}_{ij}^{Jl}=\{\begin{array}{ll}\sim b-b_{j}, a_{j}\leq b_{j} \text{のと} g0, \text{その他} ’\end{array}$ $i=1,$ $\cdots,l,$ $j=1\ldots.,m$

によって定義される.

$\blacksquare$鏑二価格オークション この場合にも第一価格オークション同様に利得双行列を定義し
なければならない. 第二価格オークションについては利得双行列を $\tilde{Q}$ で表す. その各要素
$\sim q_{ij}=(q_{i}\sim q_{ij}^{Tl}),$ $i=1,$ $\ldots,t,$ $j=1,$ $\ldots,m$ は $\tilde{P}$ の場合と同様にプレイヤー I, 垣の利得の組
を表すが, その定義は以下で示すようにそれとは異なっている. 定義は以下の通り.

$q_{ij}^{l}=\sim\{\begin{array}{ll}\sim a-b_{j}, ai\geq b,\text{のとき},0, \text{その他}\end{array}$ $i=1,$ $\cdots\ell,$ $j=1,$ $\cdots,m$

及び

$q_{ij}^{lI}=\sim\{\begin{array}{ll}\sim b-a_{i}, a_{j}\leq b_{j}\emptyset \text{と} \gtrless,0, \text{その他} ’\end{array}$ $i=1,$ $\cdots\ell,$ $j=1,$ $\cdots,m$ .

3.1 支配戦略

支配戦略均衡は通常のオークションの理論において最も基本的な均衡概念のーつである.
そこで, 以下では, ヴェイグ・オークション. モデルにおける支配性をヴェイグ・マックス
順序を用いて導入する.

ここでは第一価格オークションについて調べるが, 同様の議論を第二価格オークションに
ついても得ることができる. このとき, 順序錐 $K^{m}\subseteq R^{m},$ $K^{t}\subseteq R^{t}$ は $K^{m}=R_{+}^{m}.K^{t}=R_{+}^{t}$
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によって与えられているとする. また, 入札額 $a_{j},$ $i=1,$ $\ldots,P$ を戦略と同一視する. 利得

双行列 $\tilde{P}$ 及びプレイヤー I, 垣それぞれの利得行列 $\tilde{P}^{l},\tilde{P}^{II}$ を表示すると次のようになる.

$\tilde{P}=(\tilde{p}_{ij})=(\begin{array}{lll}\{_{\tilde{p}_{2l}^{I},\tilde{p}}\tilde{p}_{ll}^{l},\tilde{p}_{2l}^{ll}Il)\{_{\tilde{p}_{22},\tilde{p}_{22}}^{\tilde{p}^{J},\tilde{p}^{ll}}|^{2}\}l) \{_{\tilde{p}_{2m},\tilde{p}_{2m}}^{\tilde{p}^{I},\tilde{p}^{Il}}I^{m}fr)\vdots \ddots |(\tilde{p}_{t1}^{l},\tilde{p}_{t1}^{l1})(\tilde{p}_{\Omega}^{I},\tilde{p}_{t2}^{ll}) (\tilde{p}_{tm}^{T},\tilde{p}_{tm}^{ll})\end{array})$

$\tilde{P}^{I}=(\begin{array}{lll}\tilde{p}^{l}\tilde{p}_{2l}\}^{1} \tilde{p}^{l}\tilde{p}_{22}\}^{2} \tilde{p}^{l}p_{2m}\sim I^{m}| \tilde{p}_{\prime l}^{l} \tilde{p}_{\Omega}^{I} \tilde{p}_{tm}^{1}\end{array})=(\begin{array}{l}\tilde{p}_{1}^{l}\tilde{p}_{2}^{J}|\tilde{p}_{t}^{l}\end{array})$ i.e. $\tilde{p}_{i}^{l}=$ $(\tilde{p}_{i1}^{J} \tilde{p}_{i2}^{I} \tilde{p}_{im}^{I}),$ $i=1,\ldots,\ell$,

$\tilde{P}^{ll}=(\begin{array}{llll}\tilde{p}_{2l}\tilde{p}^{lI}\}f \tilde{p}_{|f}^{1I}\tilde{p}_{22} \tilde{p}^{l1}\tilde{p}_{2m}Ir| | \ddots |\tilde{p}_{tl}^{ll} \tilde{p}_{\Omega}^{ll} \tilde{p}_{tm}^{ll}\end{array})=$ $(\tilde{p}_{1}^{II} \tilde{p}_{2}^{ll} \tilde{p}_{m}^{ll})$ i.e. $\tilde{p}_{j}^{ll}=(\begin{array}{l}\tilde{p}_{1}^{Il}\tilde{p}_{2j}^{:\dot{i}}|\tilde{p}_{\ell j}^{Tl}\end{array}),$ $j=1,$ $\ldots,m$ .

定義 3.2.

$\bullet$ プレイヤー I について, 戦略 $a_{i}$ がヴェイグマックス順序の意味で戦略侮を支配す
るとは, $\tilde{p}_{k}^{I}\leq\tilde{p}_{i}^{I}$ が成り立つときをいう.

$\bullet$ プレイヤー II について, 戦略 $b_{j}$ がヴェイグマックス順序の意味で戦略 $b_{k}$ を支配

するとは, $\tilde{p}_{k}^{Il}\leq\tilde{p}_{j}^{1l}$ が成り立つときをいう.

定義 3.3. プレイヤー I, II それぞれに支配戦略 $a_{i}^{*},$ $b_{j}^{*}$ が存在するとき, 戦略対 $(a_{i}^{*},b_{j}^{*})$ を

支配戦略均衡と呼ぶ.

命題 3.1. 支蒼瀬潮 r\epsilon 7r\phi 1‘存\alpha 丈右 tx”一惹である.

4 まとめ

本稿においてはファジィ数およびファジィマックス順序の自然な拡張としてヴェイグ
数, ヴェイグ. マックス順序を定義し, それらを用いてヴェイグ数によって表現される不

確定な評価を持っプレイヤーによる 2人ゲームとしてヴェイグオークションモデルを
提案した. その解として支配戦略均衡を考えた場合, 従来の結果と同様の結果を導けるこ

とを示した. 今後は, 他の解概念の導入や繰り返し入札が行われるようなモデルについて

考察したい.
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