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本講演の前半 ( $[P,$ $P]$-perfect isometry I) では”fusionが同じ” という事に着目し, Brou\’e の
perfect isometry conjecture を拡張した予想 (Part Iの予想 17) を提案した. また, その予想が成
り立つ事が確認されている例として, Sylow $P$ 部分群が位数 $P^{3}$ , 指数 $P$ の extra special $p$-grouP

$p_{+}^{1+2}$ である有限群の主 blockの場合をあげた. この Part IIでは, 上記の予想が成り立っ事が確
認されている他の例として, defect群がTI. である block について述べる. また, Part I で使
われている記号は Part IIでも同じ意味として使用する. (一般的には [12] 参照.) 個々の群の名
称は [4] の通りである.

1. BLOCKS WITH TRIVIAL INTERSECTION DEFECT GROUPS

有限群 $G$ にたいし, その部分群 $H$が trivial intersection (T.I.) であるとは, $H\cap H^{x}=1$ が全
ての $x\in G\backslash N_{G}(H)$ に対し成り立つときをいう. この章では, defect群がTI. である block に
ついてのいくっかの結果を見る. Defect群がTI. である block は J. An と C. W. Eaton によっ
て分類されている.

定理 1 ([1], Theorem 1.1). $G$ を有限群, $B$ を $G$ の blockで defect群は TI. かっ正規でないもの
とする. このとき, $B$ は以下のどれかに森田同値である.

(a) defect群が巡回群または generalized quaternion群である block;
(b) defect群が Klein-four group である $A_{n}$ の 2-block, ただし, ある整数 $m$ にたいし, $n=$

$\frac{m^{2}}{2}+m+4$ または $n= \frac{m^{2}}{2}+m+6$ ;
(c) defect群が Klein-four group である $J_{2}$ または $Ru$ の block;
(d) defect群が $C_{3}xC_{3}$ である $O’N,$ $Aut(O’N),$ $2$ .Suz または $Aut(Suz)$ の block;
(e) $M_{11}$ Ot 3-block;
(f) 3. $McL$ または $Aut(McL)$ の 5-blo& で defectが最大であるもの;
(g) $J_{4}$ の主 ll-block;
(h) defect群が $Q_{8}$ である $Sp_{2m}(3)$ の block, ただし, $m\geq 4$ ;
(i) $Y\leq X\leq Aut(Y)$ をみたす群 $X$ の $p’$-中心拡大の rblockで defect が最大であるもの, た

だし, $(p, [X :Y])=1$ であり, $m>1$ にたいし, $Y$ は $PSL_{2}(p^{m})$ または $PSU_{3}(p^{m})$ . さらに対
応する $Y$ の中心拡大は perfect とする;

(i) $Y\leq X\leq Aut(Y)$ をみたす群 $X$ の 2-blod で defect が最大であるもの, ただし, (2, [$X$ \ddagger

$Y])=1$ であり, $m\geq 1$ にたいし, $Y$ は $2B_{2}(2^{2m+1})$ ;
(k) $Y\leq X\leq Aut(Y)$ をみたす群 $X$ の 3-blockで defectが最大であるもの, ただし, (3, [$X$ :

$Y])=1$ であり, $m\geq 1$ にたいし, $Y$ は $2G_{2}(3^{2\dot{m}+1})$ ;
(1) $Aut(2G_{2}(3)’)$ CDSI 3-block;
$(m)^{2}F_{4}(2)^{\prime 2}F_{4}(2)$ または $Aut(2B_{2}(2^{5}))$ の主 5-block;
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(n) $Y\leq X\leq Aut(Y)$ をみたす群 $X$ の $3’$-中心拡大の 3-block で defectが最大であるもの, た

だし, $(3, [X :Y])=1$ であり, $Y$ は $PSL_{3}(4)$ . さらに対応する $Y$ の中心拡大は perfect とする.

この分類を利用することにより, Part I の予想 17 (と注意 18 (iii)) の一部である次の予想
に対する考察が可能になる.

予想 2. $B$ を有限群 $G$ の p-blockでその defect群 $P$がTI. であるものとし, $B^{j}$ を $N_{G}(P)$ の P-
blo磁で $B$ と Brauerの第一主定理で対応しているものとする. このとき, $Q\leq Z(P)\cap[P, P]$ を

みたす適当な $Q$ に対し, $B$ と $B^{j}$ は Q-perfect isometric であり, このときの Q-perfect isometry
は指標の $\Psi$defect とか residue を保つように取れる.

予想 2の defect群がTI. であるという状況は可換なものも多く含まれるため, もともとの
Brou\’e’s conjecture (PartI の予想 6) の対象である場合も多い. よってこれらの場合に関しては,
すでに多くの結果が示されている. ここで, derived equivalence または perfect isometry の存在
が証明されている場合とその参考文献を以下にあげる.

. defect群が巡回群の場合. ([17], [11], [19])

. defect群が generalized quaternionの場合. ([2], [6], [7])

. defect群が $C_{2}xC_{2}$ の場合. ([5], [18])

. defect群が $C_{3}xC_{3}$ の主 3-blockの場合. ([8])

. $O’N$ または Suz の defect群が $C_{3}xC_{3}$ の非主 3-block の場合. ([9], [10])

. $PSL_{2}(p^{m})$ の主か blo(滋の場合. ([16])

したがって予想 2の確認のためには, 残りの場合を調べればよい. 特に $G$が有限単純群の主
blo(匙の場合を以下にあげておく.

$(f’)$ McL の主 5-block;
$(g’)J_{4}$ OS ll-block;
$(i’)PSU_{3}(p^{m})$ の主 $p$-block;
$(j’)^{2}B_{2}(2^{2m+1})$ の主 2-block, ただし $m\geq 1$ ;
$(k’)^{2}G_{2}(3^{2m+1})$ の主 3-block, ただし $m\geq 1$ ;
$(m’)^{2}F_{4}(2)’$ の主 5-block;

本講演での結果は以下の通りである.

定理 3. $G$ を有限単純群とし, $B$ を $G$ の主か block とする, ただし, $P$ は素数. このとき, 予
想 2は成り立っ.

注意 4. (i) 上記の定理で, defect群が可換な場合には {1}-perfect isometryの存在を確認した.
(ii) defect 群が非可換でも perfect isometry が存在する例はあるが, 上記の例には鈴木群

$Sz(q)=2B_{2}(2^{2m+1})$ という, Brou\’e’s conjecture が defect 群が非可換な場合に一般には成り
立たない有名な例が含まれている. ([3] を参照.) よってこのような場合には perfect isometry は
存在せず, Q-perfect isometryの存在を確認することは意味がある.

(m) $G$が単純群でない場合で予想 2が成り立っ例として, 以下のものも確認している. すな
わち $G$が $Aut(2G_{2}(3)’),$ $2F_{4}(2),$ $Aut(2B_{2}(2^{5})),$ $Aut(McL),$ $SU_{3}(p^{m})$ または $PGU_{3}(p^{m})$ の場合で
ある.
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以降の章では, defect 群が TI. である block に関して, どのように Q-perfect isometry の存
在を確認するかを示す.

2. THE CASE OF THE PRINCIPAL 2-BLOCK OF 2$B_{2}(2^{2m+1})$ , WHERE $m\geq 1$

$G=Sz(q)=2B_{2}(2^{2m+1})$ を鈴木群とする, ただし $q=2^{2m+1}(m\geq 1)$ . $G$ の位数は $|G|=$
$q^{2}(q-1)(q^{2}+1)$ である. $P$ を $G$ の Sylow 2-部分群とすると, その正規化群 $H=N_{G}(P)$ は $P$

と位数 $q-1$ の巡回群の半直積となる. このとき $P$ と $H$ の位数は, $|P|=q^{2},$ $|H|=q^{2}(q-1)$

である. $P$ の中心 $Z(P)$ は位数 $q$ の基本可換群であり, $P$ の交換子群 $[P)P]$ は $Z(P)$ に等しい.
以下, $Q=Z(P)$ とおく.

2.1. Conjugate classes. $G$ の構造は [20] を参照する. $G$ には 7つのタイプの共役類が存在す
る; 1, $\sigma,$ $\rho,$

$\rho^{-1},$
$\pi_{0},$ $\pi_{1},$ $\pi_{2}$ をそれらの代表元とする. ここで, これら 7つのタイプに属する

共役類の個数はそれぞれ 1, 1, 1, 1, $\iota_{\frac{-2}{2}}$

’
$q\pm 4r$

’
$L^{-\underline{r}}4$ (ただし, $r=\sqrt{q}$) である.

ここで $\sigma$ は involution, $\rho$ と $\rho^{-1}$ の位数は 4, $\pi_{i}(i=0,1,2)$ は 2-regular元 (位数が 2と素な
元) である. また, それぞれの中心化群の位数は, $|C_{G}(\sigma)|=q^{2},$ $|C_{G}(\rho)|=|C_{G}(\rho^{-1})|=2q$ ,
$|C_{G}(\pi_{0})|=q-1,$ $|C_{G}(\pi_{1})|=q+\sqrt{q}+1,$ $|C_{G}(\pi_{2})|=q-\sqrt{q}+1$ である.

2.2. Irreducible characters. $G$ の指標表は [20] を参照する. $G$ の主 2-block に属する指標の
値は以下の通り.

ここで, $\epsilon_{i}$ は以下のように定義する. $G$ は位数 $q-1,$ $q+r+1,$ $q-r+1$ の巡回群を部分群とし
て持ち, それらを $A_{0},$ $A_{1},$ $A_{2}$ と書く. $A_{i}(i=0,1,2)$ の単位元でない代表元を $\pi_{i}$ によって表す.
また $\epsilon_{0}$ を 1の原始 $(q-1)$乗根とする. $\xi_{0}$ が $A_{0}$ の生成元であるとき, 関数 $\epsilon_{0}^{i}$ を次で定義する.

$\epsilon_{0}^{i}(\xi_{0}^{j})=\epsilon_{0}^{tj}+\epsilon_{0}^{-ij}$ for $i=1,$ $\cdots\frac{q-2}{2}$

このとき, $X_{i}(\pi_{0})=\epsilon_{0}^{i}(\pi_{0})$ である. 同様に, $\epsilon_{1}$ (resp. $\epsilon_{2}$) を 1の原始 $(q+r+1)$ 乗根 (resp.
$(q-r+1)$乗根) とする. $\xi_{1}$ (resp. $\xi_{2}$ ) が $A_{1}$ (resp. $A_{2}$ ) の生成元であるとき, 関数 $\epsilon_{1}^{i}$ と $\epsilon_{2}^{i}$ を次
で定義する.

$\epsilon_{1}^{1}(\xi_{1}^{k})=\epsilon^{ik}1+\epsilon_{1}^{ikq}+\epsilon_{1}^{-ik}+\epsilon_{1}^{-ikq}\epsilon_{2}^{1}(\xi_{2}^{k})=\epsilon_{2}^{ik}+\epsilon_{2}^{lkq}+\epsilon_{2}^{-ik}+\epsilon_{2}^{-ikq}$ $forfori=1i=1’,$ $\cdots\frac{\frac{q+r}{q-r4}}{4}$

このとき, $Y_{j}(\pi_{1})=\epsilon-\dot{i}(\pi_{1})$ . $Z_{k}(\pi_{2})=\epsilon_{2}^{k}(\pi_{2})$ である.
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一方, $H$ の指標表は以下の通り.

ここで, $\xi_{0}$ を 1の原始 $(q-1)$ 乗根とすると, $\xi 0$ が $A_{0}$ の生成元であるとき, 関数 $\epsilon_{3}^{i}$ を次で定
義する.

$\epsilon_{3}^{i}(\xi_{0}^{j})=\epsilon_{3}^{ij}$ for $i=1,$ $\cdots$ , $q-2$ .
このとき, $\varphi_{l}(\pi_{0})=\epsilon_{3}^{l}(\pi_{0})$ (ただし, $2\leq l\leq q-1$ ) である.

2.3. The value of $c(P;Q)$ . 次に, Q-perfect の条件 $(P’ 2)$ (Part I の定義 15) で必要な $c(P;Q)$

の値を見る.
$Q^{\underline{\simeq}}2^{2m+1}$ の指標は $q$個の線形指標である:

$1_{Q},$ $\alpha_{i}(1\leq i\leq q-1)$ .
$Q$ の指標の $P$ への誘導を $\psi=(1_{Q})\uparrow_{Q}^{P}$ , $\phi_{t}=(\alpha_{i})\uparrow_{Q}^{P}(1\leq i\leq q-1)$ とする. また, $P$ の指標
は次のようにかける;

$1_{P},$ $\beta_{j}(1\leq j\leq q-1),$ $\gamma_{i}(1\leq i\leq 2(q-1))$ ,
ここで, それぞれの指標の次数は $\beta_{j}(1)=1,$ $\gamma_{i}(1)=2^{m}$ であり, 次をみたす.

$\psi=1_{P}+\sum_{j=1}^{q-1}\beta_{j}$ , $\phi_{i}=2^{m}\cdot(\gamma_{2i-1}+\gamma_{2i})$ .

このとき, $X(P;Q)$ は $\mathbb{Z}$上, $1_{P}+ \sum_{j=1}^{q-1}\beta_{j},$ $\gamma_{2i-1}+\gamma_{2i}(1\leq i\leq q-1)$で生戒され, 一方, $V(P;Q)$
は $\mathbb{Z}$ 上, $\psi,$ $\phi_{1},$ $\phi_{2},$

$\cdots,$ $\phi_{q-1}$ で生成される. よって $c(P, Q)=m$ となる.

2.4. A Q-perfect isometry. $G$ と $H$の主 2-block間の Q-perfect isometry は以下で与えられる.

$(\begin{array}{lll} -1_{G} X_{i} -Y_{j} -Z_{k} W_{1} W_{2} \end{array})\mapsto(\begin{array}{ll}\mu_{1} 1_{H} \varphi_{l}\mu_{2} \mu_{3} \end{array})$

ここで上の図式の 2番目の行では, 指標の対応を自由に選んでよい. すなわち, $G$の一般指標 $X_{1}$ ,
$-Y_{j},$ $-Z_{k}$ にたいし, 対応するものとして $1_{H}$ または $\varphi\iota$ がとれ, どのように選んでも Q-perfect
isometryがえられる. 指標 $X_{i},$ $-Y_{j},$ $-Z_{k}$ の総数は $L_{\frac{-2}{2}}+L+\underline{r}4+q_{\frac{-r}{4}}=q-1$であり, これは指
標 $1_{H},$ $\varphi\iota$ の総数と同じであることを注意しておく.
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では例として, $G\cross H$ の一般指標 $\mu$ の値をいくつか計算してみる. ここで isometry (全単射
$f$ と写像 $\epsilon$ の組のこと, Part I の定義 15を参照) をひとつ固定し, $\mu$ を構成しておく.

$\mu(1,1)=(-1)\cdot 1\cdot(q-1)+(q^{2}+1)\cdot 1\cdot(L^{-\underline{2}}2)+(-1)\cdot(q-r+1)(q-1)\cdot 1\cdot(L4+\underline{r})$

$+(-1) \cdot(q+r+1)(q-1)\cdot 1\cdot(\iota\frac{-r}{4})+(q-1)2^{m}\cdot(q-1)2^{m}+(q-1)2^{m}\cdot(q-1)2^{m}$

$=q^{3}-2q^{2}$ .

$\mu(\pi_{1},1)=(-1)\cdot 1\cdot(q-1)+\sum_{j=1}^{(q+r)/4}(-1)\cdot(-\dot{d}_{1}(\pi_{1}))\cdot 1+1\cdot(q-1)2^{m}+1\cdot(q-1)2^{m}$

$=q(2^{m+1}-1)-2^{m+1}$

$=2^{m+1}(2^{2m+1}-2^{m}-1)$ .

ここで, 二つ目の等式は $\sum_{j}^{(q+r)/4}=1(\dot{d}_{1}(\pi_{1}))=-1$ より成り立っ. $\mu$の他の値も同様に計算できる.

これらのもとで, Q-perfect isometryの条件を確認することができる. 例えば, $g=\pi_{1},$ $h=1$
のときの $\mu(g, h)$ が $Q$-perfect の条件を満たしているかを見てみる.
まず, $\pi_{1}\not\in_{G}Q$ かつ $1\in HQ$ より, Q-perfect の条件 $(P’ 2)$ で必要な $p^{d(\pi_{1\prime}1)}$ の値を求める.

$C_{G}(\pi_{1}),$ $C_{H}(1)$ それぞれの Sylow 2-部分群 $S_{1},$ $S_{2}$ が $S_{1}=\{1\},$ $S_{2}=P$ ととれるので,

$p^{d(n_{1},1)}= \min\{|S_{1}||S_{2}|/|(S_{1}\cross S_{2})\cap((QxQ)\Delta(P))^{(x,y)}| : (x.y)\in GxH\}$

$=|\{1\}||P|/|\{1\}xP\cap((Q\cross Q)\Delta(P))|$

$=|\{1\}||P|/|\{1\}\cross Q|$

$=1\cdot q^{2}/q$

$=q$

となる. よって

$\frac{\mu(\pi_{1},1)}{\emptyset(\pi_{1},1)}=\frac{2^{m+1}\cdot(2^{2m+1}-2^{m}-1)}{q}$

$= \frac{2^{m+1}\cdot(2^{2m+1}-2^{m}-1)}{2^{2m+1}}$

$= \frac{2^{2m+1}-2^{m}-1}{2^{m}}$ $\in\frac{1}{2^{c(P,Q)}}R$

となり, $\mu(\pi_{1},1)$ は Q-perfect の条件を満たしている. ここで, $q=2^{2m+1}.2^{c(P,Q)}=2^{m}$ であり,
$R$ の前の分母の 2のべきとして $c(P, Q)$ という値が必要であることを注意しておく.

以上のことをまとめると, 次の結果がえられる.

命題 5. $G=^{2}B_{2}(2^{2m+1})$ (ただし $m\geq 1$ ) とし, $p=2$ とする. $P$ を $G$の Sylow 2-部分群とする.
また, $B$ を有限群 $G$ の主 2-block, $B’$ を $N_{G}(P)$ の主 2-block とする. このとき, $Q=Z(P)$ に
対し, $B$ と $B’$ は Q-perfect isometric であり, このときの Q-perfect isometry は指標の管 defect
とか residue を保つように取れる.
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注意 6. ここでは, Q-perfect isometry $I$ として, $I(1_{G})=-\mu_{1}$ となるように選んでいる. この

とき, $\mu(1,1)/|C_{G}(1)|\in R$ となる. しかし, $I’(1_{G})=1_{H}$ かつ $\mu(1,1)/|C_{G}(1)|\in R$ となるよう
な Q-perfect isometry $I’$ は存在しない.

Defect群がTI. である他の例に関して, 詳しくは [13], [14] を参照. また, Sylow $P$ 部分群が
位数 $p^{3}$ , 指数 $P$ の $extraspecia1p\cdot groupp_{+}^{1+2}$である有限群の主 blockの場合については, [15] を
参照.
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