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1 Introduction
$\mathbb{R}^{k}$ を $k$次元ユークリッド空間とする。
$x,y\in \mathbb{R}^{k}$を $x=(x_{1}, x_{2}, \cdots x_{k}),y=(y_{1},y_{2}, \cdots,y_{k})$ とするとき、 $x$ と $y$の距離を $d(x,y)=$
$\sqrt{\sum_{i=1}^{k}(x_{j}-y_{i})^{2}}$ で定める。

Definition 1.1. 有限集合 $X\subset \mathbb{R}^{k}$ に対して、

$A(X)=\{d(x,y)|x,y\in X, x\neq y\}$

とおく。 このとき、 $|A(X)|=s$ であるならば、 $X$ を $\mathbb{R}^{k}$ における s-distance set と呼ぷ。
また、 2つの s-distance set が互いに相似である場合は同型であるということにする。
2-distance set の点の個数の最大値は、 $\mathbb{R}^{1}$

、
$\mathbb{R}^{2}$

$($Kelly $[9])$
、

$\mathbb{R}^{3}$ (Croft [4]) の場合に知
られていた。 さらに、 $k\leq 8$ に対する $\mathbb{R}^{k}$ の場合は Lison\v{e}k [13] によって与えられ、次の
ページの Table 1のような結果が得られている。 (坂内-坂内 [1] より抜粋)
また、 $|X|\geq k+2$ であるならば、 $\mathbb{R}^{k}$ における 2-distance set となる $X$ は有限個で

あることが Einhorn-Schoenberg [5] により示された。 2-distance set の 2つの距離の比に
ついては、 Larmt-Logers-Seidel [121により、 $|X|>2k+3$ であるならば、 $\mathbb{R}^{k}$ における
2-distance set $X$ の 2つの距離の比は $\sqrt{\alpha-1}$ : $\sqrt{\alpha}$ となることが示された (ただし、 $\alpha$ は
$\alpha\leq\frac{1}{2}+\sqrt{\frac{k}{2}}$ を満たすある整数)。

一般の s-distance set $X$ については、Brnai-Bannai-Stanton [2] や Blokhuis [3] によっ
て $|X|\leq(^{k+\ell}s)$ という上限が与えられた。また、 $|X|\geq 5$ならば、 $\mathbb{R}^{2}$ における 3-distance set
$X$ は有限個で、 $\mathbb{R}^{2}$ における匪 distance set の点の個数の最大値は 7である (Shinohara [14])
ということが知られている。 $\mathbb{R}^{3}$ における 3-distance set については、点の個数の最大値
は 12であり、 最大値を与える 3-distance set の存在が同型を除けば一意的であることが
Shinohara [15] によって示された。それにより、 $\mathbb{R}^{3}$ における 3-distance set の個数が (同型
を除いて) 有限個になるのは点の個数がいくつのときか? という問題については、その答
えを満たす最小の値を $a$ とすると、 $a$ は $7\leq a\leq 12$の範囲にあることが知られている。 し
かし、 これらの結果を除いては s-distance set についての結果はあまり得られていない。

また、 2-distance set を考える際の 1つのアイデアとして、 isosceJes set というものが
あり、次で定義される。
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Table 1: 2-distance set の点の個数の最大値

Definition 1.2. $\mathbb{R}^{k}$ において、 $n$個の点からなる集合を考える。
この集合の任意の 3点が 2等辺 3角形をなしているとき (ここでは、 同一直線上の 3点も
2等辺 3角形とみなす)、 この集合は n-point isosceles set であるという。

任意の 2-distance set は isosceles set になっていることから、 isosceles set は研究され
るようになった。

次に、 この isosceles set について知られていることをまとめておく。
$\bullet$

$\mathbb{R}^{1}$ では isosceles set の点の個数の最大値は 3である。
$\bullet$

$\mathbb{R}^{2}$ における 7-point isosceles set は存在しない。 (Golomb [8], Kelly [9])
$\bullet$

$\mathbb{R}^{2}$ における住 pOint isosceles set は、 同型を除けば正 5角形とその中心の 6点から
なる集合 (次のページの Fig. 1) の唯 1つに定まる。 (Golomb [8], Kelly [9])

$\bullet$
$\mathbb{R}^{2}$ における昏 point isosceles set は、 同型を除けば Fig. 2の 3つの集合に限る。
(Fishbum [7], Golomb [8])

$\bullet$
$\mathbb{R}^{3}$ における $9$-point isosceles set は存在しない。 (Croft [4])

$\bullet$
$\mathbb{R}^{3}$ における 8-point isosceles set は、 同型を除いて Fig. 3で表される集合の唯 $1\supset$

に定まる。 (Kido [11])
$\bullet$

$\mathbb{R}^{3}$ における 7-point isosceles set は同型を除いても無限に存在する。
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Fig. 1. $\mathbb{R}^{2}$ における唯 1つの 6-point isosceles set

Fig. 2. $\mathbb{R}^{2}$ における全 3個の 5-point isosceles set

Fig. 3. $\mathbb{R}^{3}$ における唯 1つの 8-point isosceles set
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今回は、 $\mathbb{R}^{4}$ における isosceles set の点の個数の最大値および分類について考えた。 $\mathbb{R}^{4}$

における isosceles set については、現時点では ll-point isosceles set の構成は可能である
ことが分かっていて、 次の 2つがその例である。

$X’$ を次の集合とする。

$X’= \{e_{i}+e_{j}|1\leq i,j\leq 4, i\neq j\}\cup\{-e_{k}+(\frac{3+\sqrt{5}}{4}, \frac{3+\sqrt{5}}{4}, \frac{3+\sqrt{5}}{4}, \frac{3+\sqrt{5}}{4})|1\leq k\leq 4\}$

すると $X’$ は $\mathbb{R}^{4}$ における唯 1つの 10-point 2-distance set である (Lison\v{e}k [13] 参照)。 $X’$

$\text{の_{}\wedge}10f_{\llcorner}\Leftrightarrow \text{合^{}\backslash }$

は同一 3次元球面上にあるので、 その中心である $( \frac{5+\sqrt{r)}}{10}, \frac{5+\sqrt{5}}{10}, \frac{5+\sqrt{5}}{10}, r_{10})$を加え

$X=X’ \cup\{(\frac{5+\sqrt{5}}{10}, \frac{5+\sqrt{5}}{10}, \frac{5+\sqrt{5}}{10}, \frac{5+\sqrt{5}}{10})\}$

は $\mathbb{R}^{4}$ における ll-point isosceles set となる。 $X’$ や $X$ は正方形を含んでいることに注意
しておく。 もう 1つの ll-point isosceles set の例は、

$Y=$ { $(\cos_{5}^{2}\lrcorner\pi$ , sin $\lrcorner_{\pi,0,O)|0}25\leq j\leq 4$} $\cup\{(0,0, \cos\frac{2k}{5}\pi,\sin\frac{2k}{5}\pi)|0\leq k\leq 4\}\cup\{(0,0,0,0)\}$

である。 $Y$ は正 5角形を含んでいる。

次の定理と系は本講演における主結果である。
Theorem 1.1. $\mathbb{R}^{4}$ における ll-point isosceles set は同型を除くと 2つに分類され、 そ
れらは上述の $X$ と $Y$ である。

次の Corollary 1. 1は Theorem 1.1から分かる命題である。

Corollary 1.1. $\mathbb{R}^{4}$ における 12-point isosceles set は存在しない。 したがって、 $\mathbb{R}^{4}$ に
おける isosceles set の点の個数の最大値は 11である。

$\underline{\mathbb{R}}^{3}$ における Croft の手法 [4] を $\mathbb{R}^{4}$ に拡張することにより、 この Theorem 1.1の証明
を行った。証明の概略を次の節以降で述べる。

2 Notation and a fundamental lemma
次の言葉を導入する。
apex :3点以上からなる集合において、残りすべての点から等距離の位置にある点

$\mathcal{P}=\{P_{1}, \cdots P_{n}\}$ を n-point isosceles set とする $\circ$ Pの点 $P_{i}$ の”vertex-number\rangle ’ $V(P\cdot)$

を $V(P_{i})=(P_{i}$ を含む 3点がらなる部分集合をすべて考え、 そのうち、 $P_{1}$ が apex となっ
ているものの数) $=$ ( $\angle P_{1}$ を頂角とする 2等辺 3角形の個数)
で定義する。
このとき、

$V(P_{1})+\cdots+V(P_{n})\geq(\begin{array}{l}n3\end{array})$ (1)

が成り立っ。
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また、点 $P_{i}$ から $\mathcal{P}$の残りの点との距離を考える。距離 $a$ となる点が $r$個、距離 $b$ となる点
が $s$個、. . . 、距離 $l$ となる点が $u$個あったとき ( $a,$ $b,$ $\cdots l$ は互いに異なり、$r\geq s\geq\cdots\geq u$

とする。 また、 $r+s+\cdots$ +u=n–l)、点君は type$(r, s, \cdots u)$ の点であるということ
にする。

$P_{1}$ が tyPe$(r, s, \cdots u)$ であるならば、

$V(P_{i})=(\begin{array}{l}r2\end{array})+(\begin{array}{l}s2\end{array})+\cdots+(\begin{array}{l}u2\end{array})$ (2)

が成り立っ。

ll-point isosceles set の分類を考えるうえで、最も基本的な補題を述べる。

Lemma 2.1. $\mathcal{P}=\{P_{1} , P_{11}\}$ を $\mathbb{R}^{4}$ における ll-point isosceles set とし、 月が最大の
vertex-number であるとする。 このとき $P_{t}$ の type は、 次の Case (A) から Case (H) まで
のいずれかを満たしている。

Case (A): (10),

Case (B): $(9,1)$, $(8,2)_{J}(8,1,1)$,

Case (C): $(7,S)$, $(7,2,1)$,

Case (D): $(6,4)$ , $(6,S,1),$ $(5,5),$ $(5,4,1)$ ,

Case (E): (7,1,1,1),

Case (F): $(6,Z,2)$ ,

Case (G): (6,2,1,1),

$C$ase (H): (6,1,1,1,1).

Proof: $V(P_{1})+\cdots+V(P_{11})\geq(\begin{array}{l}ll3\end{array})=165$が (1) より成り立つので、 $V(P_{1})\geq 15$ と

なる。
ゆえに、月の type を $(r, s, \cdots u)$ とすると、 (2) より、

$(\begin{array}{l}r2\end{array})+(\begin{array}{l}s2\end{array})+\cdots+(\begin{array}{l}u2\end{array})\geq 15$ (3)

が成り立ち、 さらに、
$r.+s+\cdots+u=10$ (4)

も成り立つ。
(3) と (4) の両方を満たすには、 $(r, s, \cdots u)$ は補題にある Case (A) から Case (H) ま

でのいずれかでなければならない。 $\blacksquare$
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3Sketch of the proof of Theorem 1.1
ポイントとなる補題や命題を以下に紹介することによって (ただし、 それらの証明は省
略する)、 Theorem 1.1の証明の概略を述べる。

Lemma 2.1における $P_{1}$ の type を Case (A) から Case (H) のそれぞれに場合分けして
考察することによって (複雑な議論によるものもある)、次の補題が示される。
Lemma 3.1. $\mathbb{R}^{4}$ における ll-point isosceles set が存在するならば、 11点のうちのある 4
点は同一円周上にある。 $\blacksquare$

11点のうちのある 4点は同一円周上にあることが分かったので、同一円周上の 4点の
配置を考える。次の補題はそれについてのもので、 Croft [4] の Lemma 18と同様に証明
できる。

Lemma 3.2. $4$-point isosceles set をなす同一円周上の 4点は、正方形の 4点もしくは正
5角形の 4点に限る。 $\blacksquare$

Lemma 3.2より、正方形の 4点を含む ll-point isosceles set と正 5角形の 4点を含む
$11$-point isosceles set の分類をそれぞれ考えればよい。

�正 5角形の 4点を含む $11$-point isosceles set について�

Proposition 3.3で $n=11$ の場合を考える。残りの点について、 $(i)\sim(iii)$ の条件を加味
して考察すると、 次の結果を得る。

Lemma 3.4. $\mathbb{R}^{4}$ において、正 5角形の 4点を含む ll-point isosceles set は同型を除くと
Theorem 1.1の $Y$ に限られる。 $\blacksquare$

�正方形を含む ll-point isosceles set について�
Proposition 3.5. $\mathcal{P}=\{P_{1}, \cdots P_{n}\}$ を $\mathbb{R}^{4}$ における正方形を含む n-point isosceles set と
し、 $P_{1},$ $P_{2},$ $P_{3},$ $P_{4}$ は正方形であるとする。このとき、 $P_{1}=(- \frac{1}{2}, -\frac{1}{2},0,0),$ $P_{2}=( \frac{1}{2}, -\frac{1}{2},0,0)$ ,

$P_{3}=( \frac{1}{\text{る^{}2}},\frac{1}{\text{と^{}2}},0,0)P_{4}=(-\frac{1}{\not\simeq}, \frac{1}{2},0,0)8\mathfrak{R}\cdot \text{て^{}\backslash }$きるす、残りの$R$の $\Re|h^{\backslash },\lambda$の $A^{a}$ずれ $B^{a}\text{を^{}\backslash }\Re$。たしてぃなければならない。
(i) $(0,0, z, w)$ , 但し、 $z$ と $w$ は任意,
(ii) $(0, - \frac{1}{2}, z, w),$ $( \frac{1}{2},0, z, w),$ $(0, \frac{1}{2}, z, w)_{f}(-\frac{1}{2},0, z, w)$ のうちの $1-\supset$ , 但し、 $z$ と $w$ は $z^{2}+$

$w^{2}= \frac{3}{4}$ を満たしている. $\blacksquare$
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Proposition 3.5で $n=11$ の場合を考える。残りの点について、 (i), (ii) の条件を加味
して考察すると、 次の結果を得る。

Lemma 3.6. $\mathbb{R}^{4}$ において、正方形の 4点を含む ll-point isosceles set は同型を除くと
Theorem 1.1の $X$ に限られる。 $\blacksquare$

以上の結果をまとめると、 Theorem 1. 1を得る。 $\blacksquare$
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