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ABSTRACT. $A$ を空でない集合とする. $S\subseteq \mathcal{P}(A)$ が $\mathcal{P}(A)$ で gtationary とは, 任意の
$f:[A]<uarrow A$ に対してある $x\in S$で $x\neq A$かつ $f^{u}x\subseteq x$ となるものが存在することであ
る. この論文では $\mathcal{P}(A)$ , 特に $A$ が uncountable crdind $\lambda$ の場合の $\mathcal{P}(\lambda)$ 上の stationary
8et の基本的な分割定理を証明する: $S\subseteq \mathcal{P}(\lambda)$ が stationary で, ある regular uncountable
cudinal $\kappa\leq\lambda$で $\{x\in S:x\cap\kappa\in\kappa\}$ が $station\alpha y$ であるとする. このとき, $S$ は $\kappa$ 個の
互いに素な stationary set に分割可能である.

1. 導入

まず, 空でない集合 $A$ に対して, $\mathcal{P}(A)$ 上の stationary 8et の概念を導入する:

Deflnition 1.1. $A$ を空でない集合とする. $S\subseteq \mathcal{P}(A)$ が $\mathcal{P}(A)$ で stationary とは, 任意
の $f$ : [$A|<\omegaarrow A$に対して, ある $x\in S$ で $x\neq A$ かつ $f^{u}[x]<w\subseteq x$ となるものが存在する
ことである.

この定義は, ある一点を除いて Woodinによる stationary tower forcingの就 ationary と
同じものである (stationary tower forcingについては Larson [10] を参照): Woodinによる
stationaxy では $\{A\}$ は $\mathcal{P}(A)$ 上の stationary set であるが, 我々の定義ではそうではない.
$\{A\}$ は自明な意味で stationaryであるが, 集合 $\{A\}$ の構造は非常に単純でありこれ以上分
割することができない. よってこの論文では集合 $\{A\}$ は stationary とはしない.
また, $\{A\}$ を stationary と見なさないことにより, $A$ が高々可算ならば $\mathcal{P}(A)$ 上の sta-

tionary 8etは存在しないことがわかる. よって, 我々は以後非可算集合上の stationary set,
特に uncountable cadinal上の $8tationary$ set のみ扱うことにする.
先に定義した stationaryの概念は , 次の意味で古典的な stationaryの概念の一般化になっ

ている:

Rct 1.2. (1) regular uncountable cardinal $\kappa$ と $S\subseteq\kappa$ に対して, $S$ が (古典的な意味
で) $\kappa$ で stationary $\Leftrightarrow S$ が俄々の意味で) $\mathcal{P}(\kappa)$ で stationary.

(2) regular uncountable cardinal $\kappa$, ordinal $\gamma\geq\kappa$ に対して, $\mathcal{P}_{\kappa}\gamma=\{x\subseteq\gamma:|x|<\kappa\}$

とする. このとき $S\subseteq \mathcal{P}_{\kappa}\gamma$ に対して, $S$ が (Jech [8] の意味で) $\mathcal{P}_{\kappa}\gamma$ で $\epsilon tationary$

$\Leftrightarrow\{x\in S:x\cap\kappa\in\kappa\}$ が $\mathcal{P}(\gamma)$ で stationary.

さて, 次は古典的な stationary set に対してよく知られている定理である.

Fact 1.3. $\kappa$ を頒 gular uncountable cardinal, $\gamma\geq\kappa$ とする.

(1) (Solovay [12]) $\kappa$ 上の任意の stationary setは, $\kappa$ 個の互いに素な stationary setに
分割可能である.
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$(Z)$ (Gitik [7]) $\mathcal{P}_{\kappa}\gamma$ 上の任意の stationary setは, $\kappa$ 個の stationary 8etに分割可能で
ある.

これより, 次のような自然な疑問が生じる: $P(A)$ 上の stationary set $S$ に対して, $S$ は

何個の stationary set に分割可能であるか?
Burkeはこの疑問に対して次のような部分的な回答を得た :

Fact 1.4 (Burke [2]). $A$ を uncountable set とする. このとき $\mathcal{P}(A)$ 上の stationary setは
二つの互いに素な $stationa\eta$ setに分割可能である. よって特に可算個に分割可能である.

この論文では, 我々は非可算基数 $\lambda$ に対する $\mathcal{P}(\lambda)$ 上の stationary set の分割に関して,
基本となる次の定理を証明する.

Definition 1.5. $\mathcal{P}(A)$ 上の stationary set $S$ と cardinml $\mu$ に対して, Part $(S,\mu)$ を次のよ
うな主張とする: $S$は $\mu$個の互いに素な stationary set に分割可能である.

Theorem 1.6. $\lambda$ を uncountable cardinal とし, $S$ を $\mathcal{P}(\lambda)$ の stahonary set とする. $\kappa\leq\lambda$

を reyular uncountable cadinal とし, $\{x\in S : x\cap\kappa\in\kappa\}$ が stationaryであるとする. こ

のとき, Part$(S, \kappa)$ が成立する.

$\mathcal{P}(\lambda)$ 上の stationary set $S$ に対して, regular uncountable cardinal $\kappa\leq\lambda$ で {$X\in S$ :
$x\cap\kappa\in\kappa\}$ が stationary となるものは常に存在することに注意.

2. 定義, 用語

一般的な定義, 用謡は Kanamori [9] に従う. また, generic ultrapower と $\mathcal{P}(A)$ 上の

stationary set の基本性質については Larson [10] を参照せよ.
この論文を通して, $\lambda$ は常に uncountable cardinal, $\kappa$ は regular uncountable cardinal

を表すものとする. また, $\mathcal{P}(A)$ 上の stationary set を扱うときは常に $A$は非可算集合であ
ると仮定する. また, stationary set $S\subseteq P(A)$ に対して, $\mathcal{P}(A)$ が文脈から明らかなときは
$P(A)$ で” 等の言葉を省略し単に $S$ は stationaxy” と書く.
Reg を regular cardinal全体からなる class とする.
非可算集合 $A$ と $C\subseteq \mathcal{P}(A)$ に対して, $C$ が $\mathcal{P}(A)$ の club とはある function $f$ : $[A|<\omegaarrow$

$A$ で $C=\{x\subsetneq A :f[x]<\omega\subseteq x\}$ となることである. この club は strong club と呼ばれ
ることもある.
次は $H_{\theta}$ の elementary submod岨こ関する基本的事実である.

ltact 2.1. $\theta$ を regular uncountable cardinal, $M\prec(H_{\theta}, \in)$ とする.

(1) ordinal $\alpha\in M$で $M\cap\alpha\in\alpha$ となるならば, $\alpha$ は reyular uncountable cardinal で
あり $\forall x\in M(|x|<\alpha\Rightarrow x\subseteq M)$が成立する.

$(l)$ 順序数 $\beta\in M$に対し, $ot(M\cap\beta^{+})\leq ot(M\cap\beta)^{+}$ .
(の非可算集合 $A\in M$ と $\mathcal{P}(A)$ の club $C\in M$に対し, $M\cap A\neq A$ ならば $M\cap A\in C$

である.

ある固定された well-orderが入っている可算言語の構造 $\mathcal{M}=\langle B,$ $\in,$ $\ldots$ ) と $x\subseteq B$ に対

して, $SK^{\mathcal{M}}(x)$ を $x$ の $\mathcal{M}$ による Skolem $H$仙とする.
この論文では, idealは常に無限集合上の non$\cdot$principal proper ideal とする. $A$上の ided

$I$に対して, $I^{t}$ を $I$ の dual filter, $I^{+}=\mathcal{P}(A)\backslash I$ とする. $I^{+}$ の元は I-positive set とも呼
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ばれる. $X\in I^{+}$ に対し, $I|X$ を集合 $\{Y\in I:Y\cap X\in I\}$ とする. $I|X$ は $I\cup\{A\backslash X\}$ に
よって生成される ideal となる.

ideal $I$ に対して, $\mathbb{P}_{I}=\langle I^{+}, \subseteq I\rangle$ を標準的な generic ultrapower poset とする. ここで $\subseteq I$

は $X\subseteq IY\Leftrightarrow X\backslash Y\in I$で定義されている.

3. STATIONARY SETの基本性質

この節では stationary set に関する基本的な性質を調べる. この節で扱うほとんどの性
質は簡単であるか通常の stationary set に関する類推から得られるものであるので, 証明は
頻繁に省略する.

Lemma 3.1. $S$ を $\mathcal{P}(A)$ の stationary set とする. このとき $\cup S=A$ .
Lemma 3.2. 集合 $A$ と $S\subseteq \mathcal{P}(A)$ に対し, 次は同値である:

(1) $S$ は $\mathcal{P}(A)$ で stationary.
倒任意の fimction $f$ : $[A]<\omegaarrow[A]<w$ に対して $x\in S$ で $x\neq A$かつ俺 $f[x]<\omega\subseteq x$

となるものが存在する.
$(S)\theta$ を regular cardinal で $A\in H_{\theta}$ なる物とし, $R\subseteq H_{\theta}$ とすると, $M\prec(H_{\theta}, \in,R)$ で

$M\cap A\neq A$ かつ $M\cap A\in S$ となるものが存在する.

Lemma 3.3. So, $S_{1}$ を $\mathcal{P}(A)$ 上の non-stationary set とする. このとき $s_{0\cup S_{1}}$ も non-
stationary である.

Lemma 3.4. $A\subseteq B$ を集合とする.
(1) 任意の $\mathcal{P}(A)$ の stationary set $S$ に対して, $\{y\subseteq B :y\cap A\in S\}$ は $\mathcal{P}(B)$ で

stationaryである.
(2) $\mathcal{P}(B)$ の stationary set $T$に対して, もし $\forall y\in T(y\cap A\neq A)$ となるならば {$y\cap A$ :

$y\in T\}$ は $\mathcal{P}(A)$ で stationa瑠である.

Lemma 3.5 (Fodor’s lemma). $S\subseteq \mathcal{P}(A)$ を stationary set とする. この時任意の hnction
$f$ : $Sarrow A$ で $\forall x\in S(f(x)\in x)$ なるものに対して, $a\in A$ で $\{x\in S : f(x)=a\}$ が
stationary となるものが存在する.

Lemma 3.6. $\lambda$ を singular cardinal とする. この時, 集合 $\lambda=\{\alpha ; \alpha<\lambda\}\subseteq \mathcal{P}(\lambda)$ は
non-stationaryである.

Proof. そうでないとする. $\theta$ を大きな uncountable cardinal とする. Lemma 3.2より,
$M\prec\langle H_{\theta}, \in\rangle$ で $\lambda\in M$ かつ $M\cap\lambda<\lambda$ となるものが存在する. このとき Fact 2.1より $\lambda$

は regularでなくてはならないが, これは矛盾である. 口

Lemma 3.7. $S\subseteq \mathcal{P}(\lambda)$ を staionary set とする, このとき regular uncoutable cardinal
$\kappa\leq\lambda$で $\{x\in S:x\cap\kappa\in\kappa\}$ が stationa瑠となるものが存在する.

Proof. 大きい regular $cardinal\theta$を固定する. Lemma3.2より, $S’=\{x\in S:\exists M_{x}\prec\langle H_{\theta},$ $\in$

$\lambda\rangle$ ($M_{x}$ 寡 $\lambda=x$)} は stationaryである. 各 $x\in S’$ に対して, $\kappa_{x}\in M_{x}$ で $M_{x}\cap\kappa_{x}\in\kappa_{x}$ と
なるものを選ぷ. このとき $\kappa_{x}\leq\lambda$かつ, Fact 2.1より, $\kappa_{x}$ は regular uncountable cardinal
である.
もし $\{x\in S’ :\kappa_{l}=\lambda\}$ が stationary ならば, $\lambda$ が求める regular cardin$a1$ である.

もし $S”=\{x\in S’ :\kappa_{x}<\lambda\}$ が stationary ならば, Fodor’s lemma より $\kappa<\lambda$ で
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$\{x\in S’’ :\kappa_{x}=\kappa\}$ が stationary となるものが取れる. このときこの $\kappa$ が求めるものであ
る 口

Lemma 3.8. $\mathcal{P}(\lambda)$ の任意の stationary set $S$ に対して f $|S|\geq\lambda$ である. また, $S$ が
$\{X\subseteq\lambda: \sup(x)=\lambda\}$ の statoionary sub8etならば $|S|\geq\lambda^{+}$ である.

Prvof. ある cardinal $\mu<\lambda$ で $|S|=\mu<\lambda$ となっているとする. 必要なら $S$ を削ることで,
任意の stationary set $T\subseteq S$に対して $|T|=\mu$ となっているとしてよい.
もし So $:=\{x\in S:|x|\leq\mu\}$ が stationary ならば, $|\cup S_{0}|\leq\mu<\lambda$ . よって $\cup S0\neq\lambda$ と

なり, 矛盾が生じる.
もし So が non-stationary ならば, $S_{1}:=\{x\in S :|x|>\mu\}$ が stationary となる.

$|S_{1}|=\mu$かつ各 $x\in S_{1}$ に対して $|x|>\mu$ となるので, 次のようにして injection $f$ : $S_{1}arrow$

$\lambda$ で $\forall x\in S_{1}(f(x)\in x)$ となるものが構成できるが, これは Fodor’s lemma に反する:
$(x_{\xi} :\xi<\mu)$ を $S_{1}$ の enumeration とする. $f$ を $\xi<\mu$ に関する inductuionで定義する.
$f|\{x_{\eta} : \eta<\xi\}$が定義されたとする. $\xi<\mu<|x_{\xi}|$ であるので, $f\{x_{\eta} : \eta<\xi\}\neq x_{\xi}$ . よっ
て $\alpha\in x_{\zeta}\backslash f\{x_{\eta} : \eta<\xi\}$ が選べ, $f(x_{\xi})=\alpha$ とすればよい.
次|こ, $S \subseteq\{x\subseteq\lambda;\sup(x)=\lambda\}$ と仮定する. もし $|S|=\lambda$ ならば, bijection $\pi$ : $Sarrow\lambda$

を取り $g$ : $Sarrow\lambda$ を $g(x)= \min(x\backslash \pi(x))$ と定義する. Fodor’s lemma を再び使うことに
より, $\alpha<\lambda$ で $\{x\in S :g(x)=\alpha\}$ が stationary となる. このとき $\{x\in S:g(x)=\alpha\}\subseteq$

$\{x\in S:\pi(x)\leq\alpha\}$ , よって $|\{x\in S:g(x)=\alpha\}|\leq|\alpha|<\lambda$ . これは矛盾である. 口

ここで, $\mathcal{P}(A)$ 上の normal idealの概念を導入する.

Deflnition 3.9. $I\subseteq P(\mathcal{P}(A))$ が normal ideal over $\mathcal{P}(A)$ とは次を満たすこととする:

(1) $I$ }$h$ Proper ideal over $\mathcal{P}(A)$ .
(2) 任意の $x\subseteq A$ に対して $\{x\}\in I$ .
(3) 任意の $a\in A$ に対して $\{X\subseteq A:a\not\in x\}\in I$ .
(4) $I$ は diagonal union に関して閉じている: 任意の \langle$X_{a}$ : $a\in A$) $\in AI$ に対して,

$\nabla_{a\in A}X_{a}=\{x\subseteq A :\exists a\in x(x\in X_{a})\}\in I$.
(4) は次の (4) と同値であることはすぐにわかる:

(4) 任意の $X\in I^{+}$ と任意の関数 $f$ : $Xarrow A$で $\forall x\in X(f(x)\in x)$ を満たすものに対
して, $a\in A$ で $\{x\in X:f(x)=a\}\in I^{+}$ となるものが取れる.

Definition 3.10. $NSp(A)$ を $\mathcal{P}(A)$ 上の non-stationary set 全体とする.

Lemma 3.11. (1) $NSp(A)$ は $\mathcal{P}(A)$ 上の最小の nomal idealである.

(2) $\mathcal{P}(A)$ 上の任意の nomal ideal は $\sigma$-completeである.

Lemma 3.12. $S\subseteq \mathcal{P}(A)$ を stationa瑠とする. このとき, 任意の可算個の角 nchon
$f_{n}$ : $[A]<warrow A(n<\omega)$ に対して, $x\in S$ で $x\neq A$ かつ $\forall n\in W(f_{n}[x]<\nu\subseteq x)$ となるも

のが存在する.

ここで generic ultrapower に関する標準的な性質について議論する. $I$ を $\mathcal{P}(A)$ 上の

normal ideal とする. $G$を (V, $\mathbb{P}_{I}$ )-generic fflter とする. このとき, $G$ は V-normal ultrafilter
である:

(1) 任意の $X\in(\mathcal{P}(\mathcal{P}(A)))^{V}$ に対して, $X\in G$か $(\mathcal{P}(A))^{V}\backslash X\in G$ のどちらか一方が
成立する.
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(2) 任意の $X\in G$ と任意の $P(A)$ 上の function $f\in V$ で $\forall x\in X(f(x)\in x)$ なるもの
に対して, ある $a\in A$ で $\{x\in X:f(x)=a\}\in G$ となる.

(1) より, $G$ を用いた $V$ の ultrapower が $V[G]$ で構成可能である. Ult(V, $G$) $=\langle V^{*}, \in^{*}\rangle$

を $V$ の $G$ による generic ultrapower とする. このとき, generic elementary $embedd_{\dot{i}}g$

$i$ : $Varrow V^{*}$ が $j(x)=[c_{x}]_{G}$ と定義できる. ここで侮は定数 $x$ を取る $\mathcal{P}(A)$ 上の constant
function であり, $[f]c$ は $f$ の equivalence class (modulo $G$) である. このとき, 任意の
formula $\varphi$ に対して \langle V $”,$ $\in^{*}\rangle$ $\models\varphi([f_{0}]_{G}, \ldots, [f_{n}]_{G})\Leftrightarrow\{x\subseteq A:\varphi(f_{0}(x), \ldots, f_{n}(x))\}\in$

$G$ hol&. が成立する.
$x\in V^{*}$ に対して, ext $(x)=\{a\in V^{*} :V^{*}\triangleright a\in x\}$ とする. 次は $G$ の V-nomnalty より

得られる:

Lemma 3.13. id を $\mathcal{P}(A)$ 上の identity map とする. このとき $ext([id]_{G})=\{.[c_{a}]_{G}$ : $a\in$

$A\}=jA$ .
$I$ が precipitous とは任意の (V, $P_{I}$)-generic filter $G$ に対して, Ult(V, $G$) が wen-

founded となることである. もし $Ult(V, G)$ が $we\mathbb{I}$-foundedであるときは Ult(V, $G$) とそれ
の transitive collapse \langle$M,$ $\in$) を同一視することにする. このとき $[id]_{G}=jA$ が成立する
ことに注意.

Foreman [6] による次の disjointing property は norni precipitous idealの解析に有
用である:

Definition 3.14. $I$ を ideal over $\mathcal{P}(A)$ とする. $I$ が disjointing property をもつとは,
任意の $\mathbb{P}_{I}$ の antiiain $\mathcal{A}$ に対して, $\{C_{A} :A\in \mathcal{A}.\}\subseteq I^{*}$ で $\{A\cap C_{A} :A\in \mathcal{A}\}$が互いに素
となるものが存在することである.

次の lemmaの証明は [6] を参照せよ.

Lemma 3.15. $I$ を $no mal$ ideal over $\mathcal{P}(A)$ とする.

(J) $I$が $di_{\theta}jointingprope\hslash y$をもつならば, $I$ は precipitousかつ任意の (V, $\mathbb{P}_{I}$)-generic
$G$ に対して Ult(V, $G$) は $V[G$}の中で長さ $|A|^{V}$ の列に関して閉じている.

$()$ もし $I$ が $|A|^{+}$ -saturatedならば, $I$ は $d\dot{u}$jointing PmPenyをもつ.
$(S)$ cardinal $\mu\leq|A|$ に対して, $I$ が $\mu- satumted\Leftrightarrow$ 互いに素な $\mu$個の I-positive set
は存在しない.

ここで, 簡便のために次の定義を導入する.

Deflnition 3.16. $I$ を nomal ideal over $\mathcal{P}(\lambda)$ とする. regular uncountable cardinal
$\kappa\leq\lambda$ が $I$ の critical point とは $\{x\subseteq\lambda:x\cap\kappa\in\kappa\}\in I+$ となることである. cnit(I) を
$I$ の $\alpha itical$ point全体とする.

$\mathcal{P}(\lambda)$ の stationary set $S$ に対し, $\kappa$ が $S$の critical point であるとは $\kappa$ が $NS_{\mathcal{P}(\lambda)}|S$ の

critiM pointであることである. crit$(S)=crit(NS_{\mathcal{P}(\lambda)}|S)$ とおく.

crit(I) は常に空でないことに注意.

Lemma 3.17. nomal precipitous ideal $Iover\mathcal{P}(\lambda)$に対し, $\kappa\in crit(I)$ とし $G$ を $(V,P_{I})-$

genenc で $\{x\subseteq\lambda : x\cap\kappa\in\kappa\}\in G$ なるものとする. $i$ を $G$ により生成される generic
elementary embdding とする. このとき $i$ の critical yint は $\kappa$である. すなわち, 各 $\alpha<\kappa$

に対しては $j(\alpha)=\alpha$ だが $j(\kappa)>\kappa$ となる.
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Lemma 3.18. $I$ を normal ideal over $\mathcal{P}(\lambda)$ とし, $\kappa\in crit(I)$ とする. このとき $I|\{x$ :
$x\cap\kappa\in\kappa\}$ は $\kappa$-completeである.

Proof. $J=I|\{x : x\cap\kappa\in\kappa\}$ とする. $\gamma<\kappa$ と $\langle X_{\xi} : \xi<\gamma\rangle\in\gamma_{j}$ を任意に取る.
$X= \bigcup_{\xi<\gamma}X_{\xi}$ とし, $X\in j+$ と仮定してみる. $\{x:x\cap\kappa\in\kappa\}\in J^{*}$ であるので, $Y:=\{x\in$

$X:\gamma\subseteq x\}\in I^{+}$が成立する. ここで $f:Yarrow\gamma$ を $f(x)$ が $x\in X_{\xi}$ となる最小の $\xi<\gamma$ と
なるよう定義する. $f$ は regressive, よってある $\xi^{*}<\gamma$ で $\{x\in Y :f(x)=\xi^{*}\}\in I+$ とな
る. このとき $\{x\in Y:f(x)=\xi^{*}\}\subseteq X_{\xi}\cdot$ , よって $X_{\xi}\cdot\in I^{+}$ . これは矛盾である. 口

Lemma 3.19. $S\subseteq \mathcal{P}(\lambda)$ を stationary set とし, $\kappa\in crit(S)$ とする. このとき任意の
$f:[\lambda]<warrow \mathcal{P}_{\kappa}\lambda$ に対して $x\in S$で $x\cap\kappa\in\kappa$ かつ $\cup f^{u}[x]<w\subseteq x$ となるものが存在する.

Prvof. 大きい regular cardinal $\theta$ を固定する. $\{x\in S :x\cap\kappa\in\kappa\}$ が stationary なので,
$M\prec(H_{\theta},$ $\in\rangle$ で $\lambda,$

$\kappa,$ $f\in M,$ $M\cap\lambda\in S,$ $M\cap\lambda\neq\lambda$かっ $M\cap\kappa\in\kappa$ となるものが取れる.
ここで $s\in[M\cap\lambda|<w$ を取る. このとき $f(s)\in M$ であり, かつ $|f(s)|<\kappa,$ $M\cap\kappa\in\kappa$ な
ので, $f(s)\subseteq M\cap\lambda$が成立する. よって $\cup f^{u}[M\cap\lambda]<w\subseteq M\cap\lambda$ となる. 口

Lemma 3.20. $\lambda$ を regular cardinal, $I$ を normal ideal over $\mathcal{P}(\lambda)$ とする. ある $\kappa\leq\lambda$ で
$\{x:x\cap\kappa\in\kappa\}\in I^{*}$ となっており, かっ $I$ が $\kappa- 8atumted$であるとする. このとき,

(1) {$x\subseteq\lambda$ : $x$ は $\sup(x)$ の $\sigma$-club} $\in I^{*}$ .
(2) 樋常の意味での) stationary set $E\subseteq\{\alpha<\lambda : cf(\alpha)=\omega\}$ に対して, { $x\subseteq\lambda$ :

$E \cap\sup(x)$ は $\sup(x)$ で $\epsilon tationa\eta$} $\in I^{*}$ .

Proof. 任意の $(V,\mathbb{P}_{I})$-generic $G$ を取り, V[司で議論する. $I$ は $\kappa$-saturated かつ $\lambda\geq\kappa$

なので, $I$ は precipitousである. $j$ : $Varrow M$ を $G$ より生成される generic elementary
embedding とする.

$I$ の asaturation より, $M$ は V[司で $\lambda$-列に関して閉じている. また, $\{x; x\cap\kappa\in\kappa\}\in G$

なので $i$ の critical point は $\kappa$である. 次が成立するが, これは上の $M$の閉包性及び $\kappa$ が $i$

の critical point であることよりすぐに帰結できる.

(a) 任意の ordinal $\alpha$ に対し, もし $(cf(\alpha))^{V[G]}=\omega$ ならば $(cf(\alpha))^{M}=(cf(\alpha))^{V}=w$.
(b) 任意の ordinal $\alpha$ で $(cf(\alpha))^{V}=w$ となるものに対し, $j( \alpha)=\sup(j^{u}\alpha)$ である.

(1). $j^{\alpha}\lambda$ が $\sigma$-closed であることを示せば十分である. これを示すために, $a\subseteq j\lambda$ で

$ot(a)=w$ となるものを取る. $b=j^{-1}a$ とおく. 明らかに $ot(b)=\omega$である. $\alpha=\sup(a)$

かつ $\beta=\sup(b)$ とする. このとき V[司で $cf(\beta)=w$ となるので, $V$ でもそうなっている.
特に $\beta<\lambda$ である. $j( \beta)=\sup(j^{u}\beta)=\sup(jb)=\sup(a)=\alpha$ , よって $\sup(a)\in j\lambda$ と

なる.
(2). stationary set $E\subseteq\{\alpha<\lambda : cf(\alpha)=\omega\}$ を取る. $j(E) \cap\sup(j^{u}\lambda)$ が stationary

in $\sup(j\lambda)$ であることを示せぱよい. $\mathbb{P}_{I}$ は $\kappa- c.c$ . を満たすので, $E$ は V[司でも $\lambda$ の

stationary setのままである. $j(E) \cap\sup(j\lambda)$ が stationaryであることを示すため, $\sup(j\lambda)$

の $\sigma$-club $C$ を任意に取る. $j\lambda$ は $\sigma$-club なので, $C\subseteq j\lambda$ と仮定してよい. $D=j^{-1}C$

とおく. $D$ は $\lambda$ で unboundedである. $E$ が stationq なので, $\alpha\in E$ で $\alpha\in\lim(D)$ と

なるものが取れる. よって $j(\alpha)\in j(E)$ . さらに, $\alpha\in\lim(D)$ かつ $C$ は $\sigma$-club なので,
$\sup(j\alpha)\in C$ かつ $\sup(j^{u}\alpha)=j(\alpha)\in C$が成立する. よって $j(\alpha)\in j(E)\cap C$である. 口

最後に, projection idealの概念を導入する.
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Deflnition 3.21. $I$ を normal ideal over $\mathcal{P}(A)$ とする. uncountable subset $B\subseteq A$ で
$\{x\subseteq A :x\cap B\neq B\}\in I^{*}$ となっているものに対して, Projection ideal of $I$ onto $B$

を次を満たす $Y\subseteq \mathcal{P}(B)$ 全体とする:{X $\subseteq A$ : $x\cap B\in Y$} $\in I.$ $p_{B}(I)$ を projection
of $I$ onto $B$ と表すものとする. $p_{B}(I)$ が normal ideal over $\mathcal{P}(B)$ となること, 及び $I$ が
$\mu$-saturated ならば $p_{B}(I)$ も $\mu$-saturated であることはすぐにわかる.

4. 証明
これより Theorem 1.6の証明に入る. 証明は大きく二つの部分に分かれる. まず, $\mathcal{P}(\lambda)$

の stationary set $S$が理論上最小の濃度をもっているならば Part $(S, \kappa)$ が成立することを
示す. 次に $\mathcal{P}(\lambda)$ 上の normal ideal で強い saturation をもつものがあれば, そのときその
ideal の measu-re one set で理論上最小の濃度をもっものが存在することを示す. この二っ
をあわせて, 定理を証明する.

Proposition 4.1. $S\subseteq \mathcal{P}(\lambda)$ を stati onary set とする. $\kappa\in crit(S)$ に対し, 次のどちらか
が成立しているとする:

(1) $|S|=\lambda$, または
(2) $\lambda$ は $cf(\lambda)<\kappa$ なる singular carvlinalで $\forall\gamma<\lambda(|\{x\cap\gamma:x\in S,\gamma\in x\}|\leq\lambda)$ と
なっている.

このとき Part $(\{x\in S:x\cap\kappa\in\kappa\}, \kappa)$ が成立する.

Pfoof. 必要ならば $S$ を削ることにより任意の $x\in S$に対して $x\cap\kappa\in\kappa$ となっているとし
てよい.

まず (1) を仮定する. bijection $\pi$ : $Sarrow\lambda$ をーつ固定する. 各 $x\in S$ に対し, $S_{x}=$

$\{y\cap x:y\in S,\pi(y)\in x,y\cap\kappa<x\cap\kappa\}(\subseteq \mathcal{P}(x))$ とおく. $T_{1}=\{x\in S$ : $S_{x}$ が $\mathcal{P}(x)$ で
non-stationary} とする. まず $T_{1}$ が stationaryであることを示す.

Claim 4.2. $T_{1}$ は stationary.

Proof of Claim. 任意に $f$ : $[\lambda]<\omegaarrow\lambda$ を取る. $X\in T_{1}$ で $f[x]<\omega\subseteq x$ となるものを探した
い. まず, 可算個の function ($f_{n}$ : $n<w\rangle$ を $n<w$ に関する inductionで定義する.

(1) $f_{0}=f$ .
(2) $f1$ : $\lambdaarrow[\lambda]<w$ を次のように定義する: $\alpha<\lambda$ に対し,

(a) もし $\pi^{-1}(\alpha)$ がゐに関して閉じていないならば, $fi(\alpha)$ は $[\pi^{-1}(\alpha)]<\omega$ の元 $s$

で $f_{0}(s)\not\in\pi^{-1}(\alpha)$ となっているものとする.
(b) もし $\pi^{-1}(\alpha)$ が $fo$ に関して閉じているならば, $f_{0}(\alpha)=0$ とする.

(3) $f_{2}$ : $\lambdaarrow\lambda$ を次のように定義する: $\alpha<\lambda$ に対して,
(a) もし $\pi^{-1}(\alpha)$ が $f1$ に間して閉じていないならば, $fi(\alpha)$ は $\pi^{-1}(\alpha)$ の元 $\beta$ で

$f1(\beta)\not\subset\pi^{-1}(\alpha)$ となっているものとする.
(b) もし $\pi^{-1}(\alpha)$ が $f1$ に関して閉じているならば, $f_{2}(\alpha)=0$ とする.

(4) $n>1$ に対して, $f_{n}$ が $dom(f_{n})=\lambda$ となっているように定義されているとする. こ
のとき $f_{n+1}$ : $\lambdaarrow\lambda$ を次のように定義する: $\alpha<\lambda$に対し,
(a) もし $\pi^{-1}(\alpha)$ が $f_{n}$ に関して閉じていないならば, $f_{n+1}(\alpha)$ は $\pi^{-1}(\alpha)$ の元 $\beta$ で

$f_{n}(\beta)\not\in\pi^{-1}(\alpha)$ となっているものとする.
(b) もし $\pi^{-1}(\alpha)$ があに関して閉じているならば, $f_{n+1}(\alpha)=0$ とする.
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Lemma 3.12より, $x\in S$ で $x$ が全ての $f_{n}$ に関して閉じているものが存在する. $x^{*}\in S$

で, $x^{*}\cap\kappa$がそのようなものの中で最小であるものを取る. このとき, 任意の $y\in S$ に関し
て, もし $y\cap\kappa<x^{*}\cap\kappa$ ならばある $n<w$ で $y$はあに関して閉じていない. この $x^{*}\in S$

に対して, $S_{x}$. が $\mathcal{P}(x^{*})$ で non-8tationary となっていることを示す. これより $x^{*}\in T_{1}$ かつ

$f[x^{*}]<w\subseteq x^{*}$ となる. $y\in S$ で $\pi(y)\in x^{*}$ かっ $y\cap\kappa<x^{*}\cap\kappa$ となるものを取る. $n<w$ で
$y\cap x^{*}$ が $f_{n}$ に関して閉じていないものがあることを示せば十分である. $x^{*}$ の取り方より,
$n<w$ で $y$ が $f_{n}$ で閉じていないものがある. まず, $y$ がんに関して閉じていないとする.
$s=f_{1}(\pi(y))$ とおく. $fi$ の定義より, $s\in[y]<\omega$ だがゐ $(s)\not\in y$である. $\pi(y)\in x^{*}$ かつげは

ゐで閉じているので, $s\in[x^{*}]<w$ となる. よって $s\in[y\cap x^{*}]<w$ だが $f_{0}(s)\not\in[y\cap x^{*}]<w$ と

なる. 同様の議論で, 各 $n<\omega$ に対して, もし $y$ が $f_{n}$ に関して閉じていないならば $y\cap x^{*}$

はやはり $f_{n}$ に関して閉じていないことがいえる. $\square [Claim]$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ が stationary であることを示した. ここで $x\in T_{1}$ に対して, $g_{x}$ $:[X]<\omegaarrow x$ を $x$

が処の元であることを証左する function であるとする. ここで次を示すが, それにより
Paxt $(T_{1}, \kappa)$ が容易に帰結できる. よって特に Part $(\{x\in S:x\cap\kappa\in\kappa\}, \kappa)$が成立する.

Claim 4.3. ある $s\in[\lambda]<w$ で $|\{\alpha<\lambda;\{x\in T_{1} :g_{x}(s)=\alpha\}$ は $\mathcal{P}(\lambda)$ で stationary
$\}|\geq\kappa$ .

Proof of Claim. そうでないとする. 各 $s\in[\lambda]<w$ に対して, $z_{\epsilon}=\{\alpha<\lambda$ : {$x\in T_{1}$ :
$g_{x}(s)=\alpha\}$ は stationary } とおく. 仮定より $|z_{s}|<\kappa$である. 各 $\alpha\in\lambda\backslash z_{t}$に対して, club
$C_{s,\alpha}$ で $\{x\in T_{1} : g_{x}(s)=\alpha\}$ と素になっているものを取る.

$T_{1}$ は stationaxyで $\forall x\in T_{1}(x\cap\kappa\in\kappa)$ なので, Lemma 3.19より $T_{1}’=\{x\in T:\forall s\in$

$[x]<w\forall\alpha\in x\backslash z(z_{\ell}\subseteq x\wedge x\in C_{\epsilon,\alpha})\}$ が $station_{\mathfrak{U}}$ となる. よって $x,$ $y\in T_{1}’$ で $y\cap\kappa<x\cap\kappa$

かつ $\pi(y)\in x$ となるものが取れる. 定義より $y\cap x\in S_{x}$である. このときある $s\in[y\cap x]<\omega$

で $\alpha:=g_{x}(s)\not\in$ 匁 $\cap x$ となっている. $z_{s}\subseteq x$ なので $\alpha\not\in z_{l}$ となる. しかし $x\in C_{\epsilon,\mathfrak{a}}$ なので,
これは $C_{\epsilon,\alpha}$ の取り方に矛盾する. $\square [Claim]$

仮定 (2) の下での証明は (1) の場合とほぼ同様に行われる. まず ordinal の上昇列 \langle $\lambda_{t}$ :
$i<cf(\lambda))$ で $\lambda$ に収束するものを取る. 各 $x\in S$ に対して $x\cap\kappa\in\kappa$ なので, $NS_{\mathcal{P}(\lambda)}|S$ は

$\kappa$-complete. よって, 全ての $x\in S$ に対して $\{\lambda_{i} :i<cf(\lambda)\}\subseteq x$ となっているとしてよい.
$\overline{S}=\{x\cap\lambda_{i} : x\in S,i<cf(\lambda)\}$ とおく. 仮定より $|\overline{S}|=\lambda$ である. bijection $\overline{\pi}$ : $\overline{S}arrow\lambda$ を固

定する. 各 $x\in S$に対し, $S_{x}=\{y\cap x:y\in S, y\cap\kappa<x\cap\kappa, \forall i<cf(\lambda)(\overline{\pi}(y\cap\lambda_{i})\in x)\}$

とする. (1) のように, $T_{2}=$ {$x\in S$ : $S_{x}$ is non-stationary in $\mathcal{P}(x)$ } が stationary である
ことを示す.

Claim 4.4. $T_{2}$ は stationary.

Proof of Claim. $g$ : $[\lambda]<\omegaarrow\lambda$ を任意に取る. $x\in T_{2}$ で $g$ に関して閉じているものを探す.
(1) のように, inductive に関数 ($g_{n}$ : $n<w\rangle$ を定める.
まず $g_{0}=g$ とする. $g_{1}$ : $\lambdaarrow[\lambda]<\omega$ を次の用に定める: $\alpha<\lambda$に対し, もし $s\in[\overline{\pi}^{-\iota<w}(\alpha)]$

で $g_{0}(s)< \sup(\overline{\pi}^{-1}(\alpha))$ だが $g_{0}(8)\not\in\overline{\pi}^{-1}(\alpha)$ となるものがあれば, $g_{1}(\alpha)$ をそのような $s$ と

する. もしそのような $s\in[\overline{\pi}^{-\iota<\omega}(\alpha)]$ がないならば, $g_{1}(\alpha):=0$ とする. $n>1$ とし, $g_{n}$

with the domain $\lambda$ が定義されているとする. $g_{n+1}$ : $\lambdaarrow\lambda$ を次のように定義する: $\alpha<\lambda$

に対し, もし $s\in[\overline{\pi}^{-1}(\alpha)]<w$ で $g_{n}(s)< \sup(\overline{\pi}^{-1}(\alpha))$だが $g_{n}(8)\not\in\overline{\pi}^{-1}(\alpha)$ となるものがあ

れば, $g_{\mathfrak{n}+1}(\alpha)$ をそのような $s$ に, そのような $s$がないならば $g_{n}+1(\alpha)=0$ とする.
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(1) と同様, $x^{*}\in S$ でがは全ての $g_{n}$ に関して閉じており, また $y\in S$ で $y\cap\kappa<x^{*}\cap\kappa$ か
っ $y$ が全ての $g_{n}$ について閉じているものが存在しないようにとる. このとき $S_{x}$. が $\mathcal{P}(x^{*})$

で non-stationary であることを見る. $y\in S$ で $y\cap\kappa<x^{*}\cap\kappa,$ $\forall i<cf(\lambda)(\overline{\pi}(y\cap\lambda_{i})\in x^{*})$ と
なるものをとる. まず $y$ が $g_{0}$ に関して閉じていないと仮定してみる. $s\in[y]<w$ で g0 $(s)\not\in y$

となるものが取れる. $\{\lambda_{i} :i<cf(\lambda)\}$ が $\lambda$ で unbounded であり $\{\lambda_{i} :i<cf(\lambda)\}\subseteq y$なの
で, $\{\sup(y\cap\lambda_{i}) ; i<cf(\lambda)\}$ はやはり unbounded である. $i<cf(\lambda)$ で $g_{0}(s)< \sup(y\cap\lambda_{i})$

となるものを固定する. このとき, $s \in[y\cap\lambda_{i}]<wg_{0}(s)<\sup(y\cap\lambda_{i})$ だが $g_{0}(s)\not\in y\cap\lambda_{i}$

となっている. よって, $t=f_{i}(\overline{\pi}^{-1}(y\cap\lambda_{i}))\in[y\cap\lambda_{i}]<\omega$としたとき, $g_{0}(t)< \sup(\pi(y\cap\lambda_{t}))$

かつ $g_{0}(t)\not\in\pi(y\cap\lambda_{i})$ となっている. $x^{*}|hg_{1}$ に関して閉じているので, $t\in[x^{*}]<w$ とな
る. ゆえに $t\in[y\cap x^{*}]<w$ だが $g_{0}(t)\not\in[y\cap x^{*}]<w$ となる. 同様の議論で, 各 $n<w$ に対し
て, もし $y$ が $g_{n}$ について閉じていないならば $y\cap x^{*}$ は $g_{n}$ は閉じていないことが帰結で
きる. $\square [Claim]$

残りは (1) と同じ議論により, Paxt $(T_{2}, \kappa)$ が帰結できる. 口

次に, もし $\mathcal{P}(\lambda)$ が強い saturation をもつ normal ideal をもつとき, 小さな measure one
setが存在することを示す.

Proposition 4.5. $\lambda$ を regular uncountable cardinal とし, $\kappa\leq\lambda$ を ngular uncountable
cardind とする. $I$ を $no mal$ ideal over $\mathcal{P}(\lambda)$ とする. もし $I$ が $\kappa$-saturated かつ { $x\subseteq\lambda$ ;

$x\cap\kappa\in\kappa\}\in I^{*}$ となっているならば, ある $X\in I^{*}$ で $\forall x,y\in X(\sup(x)=\sup(y)\Rightarrow x=y)$

となっているものが存在する. 特に, $|X|=\lambda$かつや: $\sup(x)<\lambda$} $\in I^{*}$ となっている.

Proof. $\{\alpha<\lambda : cf(\alpha)=w\}$ の互いに素な stationary subset $\langle E_{\xi} : \xi<\lambda\rangle$ を固定する.
Lemma 3.20より, 次が成立する:

(1) $X$ $:=$ { $x\subseteq\lambda:x$ は $\sup(x)$ の $\sigma- club$ } $\in I^{r}$ .
(2) $Y_{\xi}$ $:=$ { $x \subseteq\lambda:E_{\xi}\cap\sup(x)$ は $\sup(x)$ で stationary} $\in I^{*}(\xi<\lambda)$ .

$f$ : $\lambdaarrow\lambda$ を $f(\alpha)=\xi\Leftrightarrow\alpha\in E_{\xi}$ と定義する. もし $\alpha\not\in\bigcup_{\xi<\lambda}E_{\xi}$ ならば, $f(\alpha)=0$ と
しておく. ここで $Z=$ { $x\subseteq\lambda$ : $x\in X,$ $\forall\xi\in X(x\in Y_{\xi}),$ $x$ は $f$ に関して閉じている} とす
る. $I$ の nomality より, $Z\in P$ である.

Claim 4.6. 各 $x\in Z$ と $\xi<\lambda$に対して, $\xi\in x\Leftrightarrow E_{\xi}\cap\sup(x)$ が $\sup(x)$ で stationary.

Proof of Claim. $x\in Z$ と $\xi<\lambda$ をとる. $Z$の定義より, $\xi\in x$ ならば $E_{\xi}$ 寡 8UP(X) は $\sup(x)$

で stationaryである. 逆に, $E_{\xi} \cap\sup(x)$ が stationn&町としてみる. $x$ は $\sigma\cdot club$ なので, $x$

と $E_{\xi}$ は交わりを持っ. $\alpha\in x\cap E_{\xi}$ をとると, $\xi=f(\alpha)\in x$ である. $\square [Claim]$

次に $\forall x,y\in Z(\sup(x)=\sup(y)\Rightarrow X=y)$ をチェックする. これより題意が成立する
ことがわかる. $\xi\in x$に対し, $E_{\xi} \cap\sup(x)$ が stationary とする. $\sup(x)=\sup(y)$ なので,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 寡 $\sup(y)$ も stationaryである. claim より, $\xi\in y$が得られる. 逆も同様である. 口

次に, $\lambda$ が singularの場合を扱う. このケースは regular の場合に比べて証明が複雑に
なっている.

Lemma 4.7. $\lambda$ に対し, $\mathcal{P}(\lambda)$ の club $C$で次を満たすものが存在する:
(1) 各 $x\in C$に対して, $\sup(x\cap cf(\lambda))=cf(\lambda)\Leftrightarrow\sup(x)=\lambda$ ,
倒各 $x,y\in C$に対して, $\sup(x)=\sup(y)\Leftrightarrow\sup(x\cap cf(\lambda))=\sup(y\cap cf(\lambda))$ .

78



Proof. 十分大きい regular cardinal $\theta$ をとる. $C=\{M\cap\lambda :M\prec\langle H_{\theta}, \in, \lambda\rangle\}$ とすると, $C$

は club を含み, またこの $C$が主張の性質を満たすことはすぐにわかる. 口

Proposition 4.8. $\lambda$ を singular cardinal で $\kappa$ を regular cardinal で $\kappa\leq cf(\lambda)$ なるもの
をする. このとき, $\kappa$-saturated norrnal ideal $I$ over $\mathcal{P}(\lambda)$ で { $x\subseteq\lambda$ : $\sup(x)=\lambda,x\cap\kappa\in$

$\kappa\}\in I^{*}$ となるものは存在しない.

Proof. $I$ を $\kappa$-saturated normal ideal で $\{x\subseteq\lambda : x\cap\kappa\in\kappa\}\in I^{*}$ なるものとする.
$\{x ;\sup(x)=\lambda\}\in I^{*}$ と仮定してみる. Lemma 4.7より, $C\in I^{*}$ で各 $x\in C$ に対し

て, $\sup(x\cap cf(\lambda))=cf(\lambda)\Leftrightarrow\sup(x)=\lambda$ となるものがある. よって $S’:=\{x\in S$ :
$\sup(x\cap cf(\lambda))=cf(\lambda)\}\in I^{*}$ . また, $cf(\lambda)\geq\kappa$ より $x\in S’$ に対して $x\cap cf(\lambda)\neq cf(\lambda)$ で

ある. ここで projection ideal $J$ of $I$ onto $cf(\lambda)$ を考える. $J$ は $\kappa$-saturated nomal ideal
over $\mathcal{P}(cf(\lambda)),$ $\{y\subseteq cf(\lambda) : y\cap\kappa\in\kappa\}\in J^{r}$ , かっ $\{y\subseteq cf(\lambda) : \sup(y)=cf(\lambda)\}\in J^{*}$ と

なっている. しかしこれは Proposition 45に反している. 口

Proposition 4.9. $\lambda$ を singular cardinal で $\kappa<\lambda$ を oegular uncountable $ca$剛 ‘nal とす
る. $I$ を normal ideal over $\mathcal{P}(\lambda)$ で $\{x :x\cap\kappa\in\kappa\}\in I^{*}$ なるものとする. もし $I$ が

$\kappa$-satumtdで $\kappa\leq cf(\lambda)$ ならば, $X\in I^{l}$ で $|X|=\lambda$ となるものが存在する.

この propositionを証明するために, Shelahによる pcf theoryを用いる. まず pcf $th\infty ry$

の基本的な定義及び事実を列挙する. pcfについてのより詳しい情報は, Abrahum-Magidor
[1], $Cu\ovalbox{\tt\small REJECT}$gs [3], $C$ $s- Foreman- Ma\dot{\Re}dor[4]$ , Eisworth [51, Shelah [11] 等を参照
せよ.

$D$ を regular cardinalの集合とする. $\Pi D=\{f$ : $f$ は $D$ 上の function, $\forall\mu\in D(f(\mu)\in$

$\mu)\}$ とする. $D$ 上の proper ideal $I$ に対して, $\Pi D$ 上の二項関係 $<I$ と $\leq I$ を次のように定
義する:

$\bullet f<Ig\Leftrightarrow\{\mu\in D : f(\mu)\geq g(\mu)\}\in I$ .
$\bullet f\leq Ig\Leftrightarrow\{\mu\in D : f(\mu)>g(\mu)\}\in I$ .

関係 $<I$ と $\leq I$ は $\Pi D$ 上の partial order である. また, $<=<\emptyset$ とする: すなわち $f<$
$g\Leftrightarrow\forall\mu\in D(f(\mu)<g(\mu))$ . もし $\Pi_{D}$ 上に $<I$-increasing, $<I- cofinal$ な列が存在すると
き, $\Pi D/I$ は true cofinality をもつと呼ぷことにする. $\Pi D/I$ が true cofinaJity をもつ
とき, $tcf(\Pi D/I)$ で $\Pi D$ の $<I- increasing<I$-cofinal subset の最小濃度を表すことにする.
もし $I$ が maximal idealの時は, $<I$ は total order となり, $\Pi D/I$ は常に true cofindty を
もつことに注意する.

$D$ と $I$ を先のようなものとする. $\gamma$ を ordinal で ( $f_{\xi}$ : $\xi<\gamma\rangle$ を $\Pi D$ の $\leq I$-increasing
な列とする. $g\in\Pi D$ が exact upper bound for ( $f_{\xi}$ : $\xi<\gamma\rangle$ (略して eub) とは,

(L) 全ての $\xi<\gamma$ に対して $f_{\xi}\leq Ig$ .
(2) 全ての $h\in\Pi D$ に対して, もし $h<Ig$ ならばある $\xi<\gamma$ で $h\leq If_{\xi}$ となる.

eub for $(f_{\xi} :\xi<\gamma)$ は modulo $I$ の意味で一意に決まることに注意する: もし $g$ とずが
eub for ($f_{\xi}$ : $\xi<\gamma\rangle$ ならば. $\{\mu\in D:g(\mu)=g’(\mu)\}\in I^{l}$ .

regular cardinalの集合 $D$ と集合 $x$ に対して, 凸$ar\kappa teristic$ function $\chi_{x}^{D}\in\Pi D$ を, も
し $\sup(x\cap\mu)<\mu$ ならば $\chi_{x}^{D}(\mu)=\sup(x\cap\mu)$ , もし $\sup(x\cap\mu)=\mu$ならば $\chi_{x}^{D}(\mu)=0$ と

定義する.
regular cardinalの集合 $D$ で, $D$が最大元を持たないものに対して, $J_{D}^{W}$で bounded ideal

over $D$ をあらわす: すなわち, $J_{D}^{W}:= \{X\subseteq D :\sup(X)<\sup(D)\}$ .
$s\mathbb{R}$ cardii $\mu$ に対して,
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$pp(\mu)=\sup\{tcf(\Pi D/I)$ : $D\subseteq\mu\cap Reg,$ $|D|=cf(\mu),$ $\sup(D)=\mu,$ $I$ は $J_{D}^{bd}$ の拡張である
maximal ideal over $D$ }.

Fact 4.10. Singular cardinal $\mu$ に対して, $\mu^{+}\leq pp(\mu)\leq\mu^{cf(\mu)}$ .
Fact 4.11 (Shelah [11]). uncountable cofinality を持つ singular cardinal $\mu$ に対して f も
し { $\alpha<\mu$ : $\alpha$ [ま singular cardinal, $pp(\alpha)=\alpha^{+}$ } が $\mu$ で stationary ならば $pp(\mu)=\mu^{+}$ .
これより Proposition 49の証明に入る.

Proof. 各 regular $\mu<\lambda$ に対して, $I_{\mu}$ を projection of $I$ onto $\mu$ とする. $I_{\mu}$ は $\kappa$-saturated
normal ideal over $\mathcal{P}(\mu)$ で $\{x :x\cap\kappa\in\kappa\}\in I_{\mu}^{*}$ . Proposition 4.5より, $X_{\mu}\in I_{\mu}^{*}$ で
$\forall x,y\in X_{\mu}(\sup(x)=\sup(y)\Rightarrow x=y)$ がっ $\forall x\in X_{\mu}(\sup(x)<\mu)$ となるものが取れる.
ここで $X= \{x\subseteq\lambda;\sup(x)<\lambda,\forall\mu\in Reg\cap x\backslash \kappa(x\cap\mu\in X_{\mu})\}$ とする. Proposition 4.8
と $I$ の normality より, $X\in I^{*}$ である. $X$ の定義より各 $x,y\in X$ と $\mu\in Reg\cap x\cap y$ に対
して, $\sup(x\cap\mu)=\sup(y\cap\mu)\Rightarrow x\cap\mu=y\cap\mu$が成立することに注意.

Claim 4.12. 各 singular cardinal $\nu$ で $\kappa<\nu<\lambda$ なるものに対して, $pp(\nu)=\nu^{+}$ .
Proof. Fact 4.11より, countable cofina五$ty$ を持つ $\nu$ のみ調べればよい. Proiection ideal
$I_{\nu}+ofI$ onto $\nu^{+}$ を考える. $I_{\nu}+$ は $\kappa$-saturated で $\{x :x\cap\kappa\in\kappa\}\in I_{\nu+}^{*}$ . よって $S\in I_{\nu+}^{*}$

ですべての $x,$ $y\in S$に対して,
$\bullet\sup(x)=\sup(y)\Rightarrow x=y$ .
$\bullet$ すべての regulax $\mu\in(x\cap y)\cup\{\nu^{+}\}$ に対して $\sup(x\cap\mu),$ $\sup(y\cap\mu)<\mu$ .

特に $|S|=\nu^{+}$である. $pp(\nu)=\nu^{+}$ を示すために, $D\subseteq\nu\cap Reg$ で $|D|=w$ かっ $\sup(D)=\nu$
となるものと maximal ideal $K$ over $D$ で $J_{D}^{bd}\subseteq K$ となるものを任意に取る. $F\subseteq\Pi D$ で
$|F|=\nu^{+}$ かっ $F$ が cofinal in (IID, $<K\rangle$ となるものを見つけたい. しかし $\{\chi_{x}^{D} : x\in S\}$

が coffimlで濃度 $\nu^{+}$ となることはすぐにわかる. $\square [Claim]$

unbounded subset $D\subseteq\lambda\cap Reg$ で $|D|=cf(\lambda),$ $\sup(D)=\lambda$ , かつ $\min(D)>cf(\lambda)$ とな
るものを固定する. $\mathcal{M}=(H_{\theta},$ $\in,\Delta,$ $\lambda,D\rangle$ とする. $Y=\{x\in X:SK^{\mathcal{M}}(x)\cap\lambda=x\}$ とす
ると, 明らかに $Y\in I^{*}$ である.

Claim 4.13. 各 $x,$ $y\in Y$ に対して, もし sup(x) $= \sup(y)$ ならば $x\cap D=y\cap D$ である.

Proof of Claim. $\Delta$-least increasing $b\ddot{\eta}ection$ map $\pi:cf(\lambda)arrow D$ をとる. $x\in Y$ に対して,
$cf(\lambda)\in x$ かっ $\pi(x\cap cf(\lambda))=x\cap D$ となる. $x,y\in Y$ で $\sup(x)=\sup(y)$ なるものを任
意に取ると, $\sup(x\cap cf(\lambda))=\sup(y\cap cf(\lambda))$ である. $X$ の定義より $x\cap cf(\lambda)=y\cap cf(\lambda)$

が成立する. ゆえに $x\cap D=\pi(x\cap cf(\lambda))=\pi(y\cap cf(\lambda))=y\cap D$である. $\square [claim]$

$E= \{\sup(x) :x\in Y\}$ とする. 次に注意:
(1) $E$ は $\lambda$未満の singular cardinalの集合である.
(2) $E$ は $\lambda$ で unbounded かつ $|E|=cf(\lambda)$ である.
直前の claim より, 各 $\nu\in E$ に対して一意な $D_{\nu}\subseteq D\cap\nu$で $\forall x\in Y(\sup(x)=\nu\Rightarrow$

$x\cap D=D_{\nu})$ となるものが取れる. $D_{\nu}$ は $\nu$ で unbounded であることに注意.
Claim 412より, すべての $\nu\in E$に対して $pp(\nu)=\nu^{+}$ である. よって maximal ideal $K_{\nu}$

over $D_{\nu}$ で $J_{D_{\nu}}^{bd}$ を拡張し, $tcf(\Pi D_{\nu}/K_{\nu})=\nu+$ となるものが取れる:bounded set $d\subseteq D_{\nu}$

で同 $=cf(\nu)$ を固定し, 」鋭を拡張する maximal ideal $K_{\nu}$ で $d\in K_{\nu}^{*}$ となるものを取れば
よい.
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$\Pi D_{\nu}$ の $<K_{\nu}$ -increasing $<K_{\nu}$-cofinal な夕|J $\langle f_{\xi}^{\nu} : \xi<\nu^{+}\rangle$ をとる. $x\in Y$ を取り, $\nu=$

$\sup(x)$ とする. ここで $e_{x}\leq\nu^{+}$ を $e_{x}= \sup\{\xi<\nu^{+} : f_{\xi}^{\nu}<IC_{\nu}x_{x}^{D_{\nu}}\}$ と定義する. すべての
$\mu\in D_{\nu}$ に対して $\sup(x\cap\mu)<\mu$ なので, $e_{x}<\nu^{+}$ である.

さら}こ $Z=\{x\in Y :\chi_{x}^{D_{up(ae)}}\}$は eub for $\langle f_{\xi}^{\epsilon up(x)} : \xi<e_{x}\rangle$ } とおく.

Claim 4.14. $Z\in I^{*}$ .
Proof. 矛盾を出すために $W$ $:=Y\backslash Z\in I^{+}$ と仮定する. $x\in W$ をとり, $\nu=\sup(x)$ とす
る. このとき, $\chi_{x}^{D_{\nu}}$ は eub for \langle $f_{\xi}^{\nu}$ : $\xi<e_{x}$ ) ではない. よって $g_{x}\in\Pi D_{\nu}$ で $g_{x}<\chi_{x}^{D_{\nu}}$ だが

すべての $\xi<e_{x}$ に対して $g_{x}t_{K_{\nu}}f_{\xi}^{\nu}$ となるものが存在すう.
$j$ を $(V, \mathbb{P}_{I})$-genaxic により生成される generic elementary embedding の $\mathbb{P}_{I}$-name とす

る. ここで $W1\vdash D_{8Up(j\lambda)}=jD,$ $\forall j(\mu)\in D_{\epsilon up(j^{u}\lambda)}(g_{j^{u}\lambda}(j(\mu))<\sup(j\lambda\cap j(\mu))=$

$\sup(j\mu))$ となることに注意する. $\mathbb{P}_{I}$ の $\kappa- c.c$ . ness より, $\langle\alpha_{\mu} : \mu\in D\rangle$ で $\alpha_{\mu}<\mu$ か

つ $W\mathfrak{l}\vdash g_{j\lambda}(j(\mu))\leq j(\alpha_{\mu})$ となるものが取れる. $g\in\Pi D$ をすべての $\mu\in D$ に対
して $g(\mu)=\alpha_{\mu}$ と定義する. 明らかに $W|\vdash gj^{u}\lambda<j(g)|D_{\sup[j^{u}\lambda)}$’が成立する. よって
$W’$ $:=\{x\in W :g_{x}<g|D_{\epsilon up(x)}\}\in I^{+}$ となる. $E’= \{\sup(x) :x\in W’\}\subseteq E$ とおく. 各
$\nu\in E’$ に対して, $\eta_{\nu}<\nu^{+}$ で $g|D_{\nu}<K_{\nu}f_{\eta_{\nu}}$ となるものを選ぶ. さらに各 $\mu\in D$ に対して
$\beta_{\mu}=\sup\{f_{\eta_{\nu}}(\mu)+1 :\mu\in D_{\nu}, \nu\in E’\}$ とする. $|E’|=cf(\lambda)<\dot{m}n(D)$ なので, $\beta_{\mu}<\mu$ で

ある. 最後に $h\in\Pi D$ を $h(\mu)=\beta_{\mu}$ と定義する. 明らかに $\nu\in E’$ に対して $f_{\eta_{\nu}}<K_{\nu}h|D_{\nu}$

となる.
$W’\in I^{+}$ で $I$ は normalなので, $x\in W’$ で $\forall\mu\in x\cap D(\beta_{\mu}\in x)$ となるものが取れる. この

時, $\nu:=\sup(x)$ とおけば $h|D_{\nu}<\chi_{x}^{D_{\nu}}$ となる. ゆえに $g_{x}<g|D_{\nu K_{\nu}}<f_{\eta_{\nu}}<K_{\nu}h|D_{\nu}<\chi_{x}^{D_{\nu}}$

となる. 以上より $g_{x}<K_{\nu}f_{\eta_{\nu}}$ だが $\eta_{\nu}<e_{x}$であり, これは $9x$のとり方に矛盾する. $\square [claim]$

最後に次を示す. これより明らかに $|Z|\leq\lambda$ となる.

Claim 4.15. 各 $x,y\in Z$ で $\sup(x)=\sup(y)$ なるものに対して, もし $e_{x}=e_{y}$ ならば

$x=y$である.

Proof of Claim. $x,y\in Z$ で $\sup(x)=\sup(y)$ かつ $e_{x}=e_{y}$ なるものをとる. $\nu=\sup(x)=$

$\sup(y)$ で $\eta=e_{x}=e_{y}$ とおく. このとき $D_{\nu}$ は $x\cap y$ の unbounded subset である.

定義より, $\chi_{l}^{D_{\nu}}$ と $\chi_{y}^{D_{\nu}}$ は eub for \langle $f_{\zeta}^{\nu}$ : $\xi<\eta$) となる. eub は modulo $K_{\nu}$ で一意な

ので, $\{\mu\in D_{\nu} :\sup(x\cap\mu)$ . $= \sup(y\cap\mu)\}$ は $\nu$ で unbounded となる. $\mu\in D_{\nu}$ で

$\sup(x\cap\mu)=\sup(y\cap\mu)$ なるものに対して, $\mu\in D_{\nu}\subseteq x\cap y$ となる. よって $X$ の定義より,
$x\cap\mu=y\cap\mu$ が成立する. このような $\mu$ は $\nu$ で unboundedに存在するので, $x=y$ とな

6. $\square [Claim]$

口

以上より, 次のような結論が得られる.

Corollary 4.16. $\lambda$ を uncountable cardinal で $S$ を $\mathcal{P}(\lambda)$ の stationary 8et とする. この

とき各 $\kappa\in crit(S)$ に対して, Part $(\{x\in S:x\cap\kappa\in\kappa\}, \kappa)$ が成立する. 特に Part $(S, \kappa)$ が

成立する.

Proof. そうでないと仮定する. Part $(\{x\in S :x\cap\kappa\in\kappa\}, \kappa)$ が不成立なので, ideal
$I:=NS_{P(\lambda)}|\{x\in S:x\cap\kappa\in\kappa\}$ は $\kappa$-saturated となる.

Case 1. $cf(\lambda)<\kappa$ . regular cardinal の上昇列 $\langle\lambda_{\{} ; i<cf(\lambda)\rangle$ で $\lambda$ に収束し, $\kappa<\lambda_{0}$

となるものをとる. $J_{i}$ を projection of $I$ onto $\lambda_{i}$ とする. $J_{i}$ は $\kappa$-saturated で { $y\subseteq\lambda_{t}$ :
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$y\cap\kappa\in\kappa\}\in J_{i}^{*}$ . よって Lemma 3.20より, $X_{1}\in J_{i}^{*}$ で $|X_{i}|=\lambda_{i}$ となるものが取れる.
$S’=\{x\in S:\forall i<cf(\lambda)(x\cap\lambda_{i})\in X_{i}\}\in I^{*}$ とする. $S’$ は $S$ の stationary subset で, す
べての $\gamma<\lambda$ に対して 1 $\{x\cap\gamma:\gamma\in x, x\in S’\}|<\lambda$ となる. これは Proposition 4.1に反
する.

Case 2. $\kappa\leq cf(\lambda)$ . Proposition 4.5と Proposition 4.9より, stationary subset $T\subseteq$

$\{X\in S : x\cap\kappa\in\kappa\}$ で $|T|=\lambda$ となるものが取れる. このとき Proposition 4.1 より
Part $(T, \kappa)$ が成立し, やはり矛盾である. 口

Corollary 4.17. 任意の非可算集合 $A$ と $\mathcal{P}(A)$ の stationary set $S$ に対して Paxt$(S,w_{1})$

が成立する.

5. 問題
我々は stationary set $S$ と $\kappa\in crit(S)$ に対して Part$(S,\kappa)$ が成立することを示した. 一

方で $\lambda>\kappa$ であっても $\kappa^{+}$ 個の分割は一般に帰結できない: Git$ik[\eta$ は適当な巨大基数公
理の仮定の下で, ある inaccessible $\kappa$ と stationary $S\subseteq\{x\subseteq\kappa^{+} : x\cap\kappa\in\kappa, |x|<\kappa\}$ で
Part $(S, \kappa^{+})$ が成立しない modelを作っている. これより次のような自然な疑問が生じる:

Question 1. ある $\kappa<\lambda$ と stationary $S\subseteq\{x\subseteq\lambda:x\cap\kappa\in\kappa, |x|\geq\kappa\}$ で Part $(S, \kappa^{+})$ が
成立しないことは $\bm{m}n8isntent$か? 特に $\kappa=w_{1}$ と $\lambda=w_{2}$ の場合はどうであろうか?

ここで次に注意しておく ;

Eact 5.1. $\kappa<\lambda$ に対して次は同値である:
(1) $\{x\subseteq\lambda:x\cap\kappa\in\kappa, |x|\geq\kappa\}$ が $\mathcal{P}(\lambda)$ で stationary.
(2) $\langle\lambda, \kappa\ranglearrow\langle\kappa,$ $<\kappa$).

特に $\{x\subseteq w_{2} :x\cap w\iota\in w_{1}, |x|=\omega_{1}\}$ が stationa瑠であることと Chang’s conjectuoeは同
値である.
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