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1 始めに
複素数を成分とする $nxn$ 行列の全体を $M_{\mathfrak{n}}$ とします。 $M_{n}$上のノルムで、任意のユニ
タリ行列 $UV$ に対して

$|\Vert UXV|\Vert=|\Vert X|\Vert,$ $X\in M_{n}$

が、 常に成り立っとき、 このノルムは、ユニタリ不変ノルムといいます。代表的なもの
に、 トレースノルムや $L_{1}$ ノルムがあります。以下、 $|\Vert$ . $|\Vert$ は $M_{\mathfrak{n}}$ 上のユニタリ不変ノル
ムを表すものとします。

$A,$ $B$ を正定値行列とし、 $\alpha\in[0,1]$ とします。 このとき、 $A$ と $B$ の Kubo-Ando流の
$\alpha$-幾何平均 $A\#\alpha B$ は、 $A$ が可逆のときは、

$A\#\alpha B=At$ $(A^{-}\# BA^{-:)^{\alpha}A^{\iota}}\iota$

で、 定義します [7]。特に、 $\alpha=_{l}^{1}$ のときは、 $A\# B=A\#;B$ と表します。勿論、 $A$ と
$B$ が可換ならば、 $A\# B=\sqrt{AB}$ になります。
さて、 タイトルの Golden-Thompsonの不等式とは、エルミット行列 $H$ と $K$ に対して、

Tr $e^{H+K}\leq$ Tr $e^{H}e^{K}$

がいつでも成立することをいいます [5, 10, 11]。ただし、 $Tr$ は $M_{\mathfrak{n}}$ 上のトレースとしま
す。 $H$ と $K$ が交換可能であれば、 $e^{H+K}=e^{H}e^{K}$ が成立しますが、交換可能でなければ、
一般的には、 $e^{H+K}$ と $e^{H},$ $\epsilon^{K}$ の間には何の代数的な関係も成り立ちません。 しかし、 ト

レースをとった「期待値」の間に、上のような関係が成り立っというのが、数学的に大変
興味深いと、安藤 [1] は指摘します。多くの数学者がこの Golden-Thompson の不等式に
注目し、 ただちに一般のユニタリ不変ノルムに拡張しました $[8, 3]$。即ち、

$|\Vert e^{H+K}|\Vert\leq|\Vert e^{H}e^{K}|\Vert$ (1)

が、成立します。
Hiai-Petz[6] は、 まず $Li\triangleright hotter$の公式の $\alpha$-幾何平均版

$\lim(\epsilon^{p^{ff}}\#\alpha e^{pK})^{1}p=e^{(1-\alpha)H+\alpha K}$ (2)
$p\downarrow 0$
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を示し、 これを用いて、 Golden-Thompsonの不等式の下からの評価を次のようにより一
般的な形で示しました。 $\alpha\in[0,1]$ に対して

$R(e^{pH}\#\alpha e^{pK})^{\frac{1}{p}}\leq R\epsilon^{(1-\alpha)H+\alpha K}$ (3)

がすべての $P>0$ に対して成立する。 このとき、彼らは、 (3) 式の左辺が右辺に単調に増
加して収束するのかどうかと問題を投げかけました。 翌年、 Ando-Hiai [2] は、 この予想
をより一般的な枠組みで肯定的に解決しました。即ち、

$|\Vert(e^{p^{ff}}\#\alpha e^{pK})^{1}|\Vert\leq|\Vert e^{(1-\alpha)H+\alpha K}|\Vert$ (4)

が、すべての $p>0$ に対して成立し、 さらに、 $P\downarrow 0$ のとき、左辺は右辺に単調増加で収
束する。特に、$p=1,$ $\alpha=\frac{1}{2}$ とすれば、

$|\Vert e^{2H}\#\epsilon^{2K}|\Vert\leq|\Vert e^{H+K}|\Vert$ (5)

が、成立します。 これは、 (1) において、 $|\Vert e^{H+K}|\Vert$ の下限を幾何平均の言葉で評価してい
ることになります。

ここで、私たちが考察する逆不等式について少し説明をします [4]。まず、 (5) の右辺
を左辺で割りますと、

$1 \leq\frac{|\Vert e^{H+K}|\Vert}{|\Vert e^{2H}\# e^{2K}|\Vert}$

となります。即ち、その商は常に 1以上です。つまり、その商は、数直線上の区間 $[1, \infty$)
にあります。 では、 その上限の評価はどうなるのでしょうか。

$1 \leq\frac{|\Vert e^{H+K}|\Vert}{|\Vert e^{2H}\#\epsilon^{2K}|\Vert}\leq$

$H$ と $K$ のスペクトルの取る範囲を限定したとき、その商の取る範囲は閉区間 $[1,\alpha]$ になる
でしょう。そのような $\alpha$ の最小値を $H$ と $K$ のスペクトルの言葉で述べたいというのが私
たちの興味の関心であり、カントロヴィッチ以来の問題意識であります。そのためには、
$And\sim Hiai$ がどのようにして、 (4) の証明を完成させたのか、そこを考えなければいけま
せん。 ここで、対数的優位関係について復習をします。 正定値行列 $A$ と $B$ の間の対数的
優位関係 $A\prec(log)B$ があるとは、

$\prod_{\llcorner-1}^{k}\lambda_{i}(A)\leq\prod_{:=1}^{k}\lambda_{i}(B)$ , $k=1,2\cdots,n-1$

そして、

$\prod_{=1}^{\mathfrak{n}}$入 $(A)= \prod_{c=1}^{n}\lambda_{i}(B)$
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が成立するときを言います。 ここで、 $\lambda_{1}(A)\geq\cdots\geq\lambda_{n}(A)$ と $\lambda_{1}(B)\geq\cdots\geq\lambda_{n}(B)$ は、
それぞれ $A$ と $B$ の固有値とします。勿論、 $A\prec(log)B$ ならば、 $|\Vert A|\Vert\leq|\Vert B|\Vert$ が成立しま
す。 ここで、 Ando-Hiai は、

$(A^{p}\#\alpha B^{p})^{\frac{1}{p}}\prec(l$

。
$g)(A^{q}\#\alpha B^{q})^{\frac{1}{q}}$ , $0<q\leq p$

を示しました。 よって、任意の $0<q\leq p$に対して、

$|\Vert(A^{p}\#\alpha B^{p})^{\frac{1}{p}}|\Vert\leq|\Vert(A^{q}\#\alpha B^{q})^{\frac{1}{q}}|\Vert$ (6)

が成り立ち、 この式と (2) を組み合わせて、 (4) を導きました。従って、 この不等式の逆
評価を得ることができれば、 (2) を用いて私たちが求めたい逆不等式を得ることができま
す。 そのためには、 Specht ratio といわれる定数を紹介しなければいけません。 まず、 正
の数 $x_{1},$ $\cdots x_{\mathfrak{n}}$ に対して、算術・幾何平均の不等式

$\sqrt{x_{1}x_{\mathfrak{n}}}\leq\frac{x_{1}+\cdots+x_{\mathfrak{n}}}{n}$

が成り立ちます。 $Spe\bm{i}t[9]\backslash$ は、 この不等式の逆不等式を考えました。即ち、$0<m\leq x_{1}\leq$

$...\leq x_{n}\leq M$ に対して、

$\frac{x_{1}+\cdots+x_{\mathfrak{n}}}{n}\leq S(h)\sqrt{x_{1}x_{n}}$ (7)

が成り立っ最良の定数 $S(h)$ を見つけました。 ここで、 $h= \frac{M}{m}$ は、 Turing[13] の一般化さ
れた condition number であり、 これを用いて、 Specht ratio $S(h)$ は、

$h$尚
$S(h)=\neg$ $(h\neq 1)$ and $S(1)=1$

$\epsilon\log$ hr了

と表されます。

2 Specht ratio を用いた評価
まず、 (6) の逆不等式を Specht ratioの言葉を用いて評価します。

Lemma 1. $A,$ $B$ を正定値行列で、 $0<mI\leq A,$ $B\leq MI$ を満たす。 ただし、 $m,$ $M$ は

$0<m\leq M$を満たす正の実数とする。 $h= \frac{M}{m}$ で、 $\alpha\in[0,1]$ とします。このとき、$0<q\leq p$

に対して、
$|\Vert(A^{q}\#\alpha B^{q})^{\frac{1}{q}}|\Vert\leq S(h^{p})^{\frac{1}{p}}|\Vert(A^{p}\#\alpha B^{p})^{1}p|\Vert$

が成り立っ。
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Pmof. $0<pg<1$ なので、作用素版の算術・幾何平均の不等式、富永 [12] による逆不等
式、 そして $y=tp$ が作用素凹により、

$A^{I}p\#_{\alpha}B^{I}p\leq(1-\alpha)A^{I}p+\alpha B^{I}p\leq((1-\alpha)A+\alpha B)^{1}p$

$\leq S(h)^{\iota z}r(A\#\alpha B)p$

を得ます。 $A$ と $B$ を $A^{p}$ と $B^{p}$ に置き換えると、

$A^{q}\#\alpha B^{q}\leq S(h^{p})^{I}’(A^{p}\#\alpha B^{p})^{I}p$

$q\geq 1$ のときは、 L\"owner-Heinz不等式より、

$(A^{q}\#\alpha B^{q})^{\frac{1}{q}}\leq S(h^{p})^{\frac{1}{}}(A^{p}\#\alpha B^{p})^{\frac{1}{p}}$ (8)

を得ます。 また、 $0<q<1$ のときは、最小最大原理により、 $1\leq k\leq n$に対して

$\lambda_{k}(A^{q}\#\alpha B^{q})^{\frac{1}{q}}=ae\epsilon \mathcal{F},||x||=1\max(X(A^{q}\#\alpha B^{q})x)^{\frac{1}{q}}$

$\leq$ n迅 x $(S(h^{p})^{1}(x, (A^{p}\#\alpha B^{p})^{I}px)^{A}$

x\epsilon F,|国| $=1$

$\leq a\max_{e\epsilon F,||l||=1}(S(h^{p})^{1}p(x, (A^{p}\#aB^{p})^{1}px)$ by $0<q<1$

$\leq S(h^{p})^{11}r\lambda_{k}(A^{p}\#\alpha B^{p})p$

が、成り立ちます。即ち、各固有値の段階で $S(h^{p})^{\frac{1}{p}}$ を乗ずることにより評価できること
を示しています。 だから、 あるユニタリ行列 $U$ が存在して、

$(A^{q}\#\alpha B^{q})^{1}r\leq S(h^{p})^{1}U(A^{p}\#\alpha B^{p})^{1}U^{*}$.
が成立します。従って、 いずれの場合でも、補題が成り立つことがわかります。 口

従って、 この補題を用いることによって、私たちは次の結果を得ます。

Theorem 2. $H$ と $K$ を、 $mI\leq H,K\leq MI$ を満たすエルミット行列とする。 ただし、
$m,$ $M$ は、 $m\leq M$ を満たす実数の定数とします。 このとき、

$|\Vert e^{(1-\alpha)H+\alpha K}|\Vert\leq S(e^{p(M-m)})^{1}’|\Vert(e^{pH}\#\alpha\epsilon^{pK})^{1}p|\Vert$

が、すべての $P>0$ に対して成立します。 さらに、 $P\downarrow 0$ のとき、右辺は左辺に収束する。
特に ‘ $p=1,$ $\alpha=_{2}^{1}$ とおくと、

$|\Vert\epsilon^{H+K}|\Vert\leq S(\epsilon^{2(M-m)})|\Vert\epsilon^{2H}\#\epsilon^{2K}|\Vert$

が、 成立する。

45



Remark 3. (1) Yamazaki-Yanagida [14] の結果より、 $\lim_{p\downarrow 0}S(h^{p})^{\frac{1}{p}}=1$がいえますので、
Lie-hotterの公式の \alpha -幾何平均版とあわせて、右辺が左辺に収束することがわかります。

(2) 定理 2により、そのスペクトルが閉区間 $[m, M]$ に分布しているエルミット行列 $H$

と $K$ に対しては、いつでもその商の存在範囲は

1 $\leq\frac{|\Vert\epsilon^{H+K}|\Vert}{|\Vert\epsilon^{2H}\# e^{2K}|\Vert}\leq S(\epsilon^{2(M-m)})$

になっています。

ところで、 $\alpha=0$ から $\alpha=1$ まで、 変化させると、 $e^{(1-\alpha)H+\alpha K}$ と、 $(\epsilon^{pH}\#\alpha e^{pK})^{\frac{1}{}}$ は、
$e^{H}$ と $e^{K}$ を結ぷ path だという解釈ができます。 AndxHia\ddagger の結果は、その作用素空間に
おいて、ユニタリ不変ノルムというフィルターで眺めると、常に一定の大小関係が保たれ
ることを保証していると見ることができると思います。

図 1: $e^{H}$ と $e^{K}$ を結ぷ 2つの path

図 2: $e^{H}$ と $e^{K}$ を結ぶ逆不等式からみた path
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私たちが得た定理 2は、その反対からの評価は、定数 $S(\epsilon^{p(M-m)})^{\frac{1}{p}}$ の範囲内にあること
を示していると見れます。 しかし、逆不等式に表れる定数は、 $\alpha$ に対して一定です。

path という観点に立てば、その端点では、両者の評価は一致して欲しいところです。そ
こで、 次節において、定理 2の改良を試みることにします。

3 カントロヴィッチ定数を用いた評価
まず、一般化されたカントロヴィッチ定数の紹介から始めます [4]。算術幾何平均の不

等式は次のような作用素不等式の特別な場合だと解釈できます。 $A$ を正定値行列としたと
き、任意の実数 $r\leq s$ に対して、

$(A^{r}x,x)^{1}’\leq(A^{\iota}x,x)^{1}$

がすべての単位ベクトル $x$ に対して成立します。正の数の算術・幾何平均の不等式は $r=0$、
$s=1$ の場合だと考えることができます。即ち、

$\exp$($\log$ A $x,x$) $\leq(Ax,x)$

です。 Specht ratioをこの枠組みで考えると次のようになります。正定値行列 $A$ が、 $0<$

$mI\leq A\leq MI$ を満たしているとき、

$(A^{\iota}x,x)^{1} \leq K(h^{r}, \frac{s}{r})^{11}(A^{r}x, x)$,

が、成立する。 ここで、 $K(h,p)$ は、 一般化されたカントロヴィッチ定数と呼ばれている
もので、

$K(h,p)= \frac{h^{p}-h}{(p-1)(h-1)}(\frac{p-1}{p}\frac{h^{p}-1}{W-h})^{p}$ $p\in \mathbb{R}$.
勿論 ‘ $s=1$ で、 $rarrow 0$ とすれば、 $K(h^{r}, \frac{l}{r})^{\frac{1}{}}arrow S(h)$ が成り立ちます。 即ち、

$(Ax,x)\leq S(h)\exp(\log Ax,x)$

が成り立っています。 また、 $K(h,O)=K(h, 1)$ =1/)|分っています。

補題 1に対応する形で、私たちは次の結果を得ました。

Lemma 4. $A,B$ を正定値行列で、 $0<mI\leq A,B\leq MI$ を満たす。 $h= \frac{M}{m}$ で、 $\alpha\in[0,1]$

とする。 $0<q\leq 1$ とします。 このとき、

$|\Vert(A^{q}\#\alpha B^{q})^{\frac{1}{q}}|\Vert\leq K(h,p)^{-\mathfrak{g}}pK(h^{\Phi},\alpha)^{-1}p|\Vert(A^{p}\#\alpha B^{p})^{\frac{1}{p}}|\Vert$ for $0<q\leq p\leq 1,$ $(9)$

$|\Vert(A^{q}\#\alpha B^{q})^{1}q|\Vert\leq K(h^{2p},\alpha)^{-\frac{1}{p}}|\Vert(A^{p}\#\alpha B^{p})^{\frac{1}{p}}|\Vert$ for $p\geq 1$ (10)

が成り立っ。

47



Proof. $0<q\leq p\leq 1$ と $\Vert x\Vert=1$ に対して、

$(x, (A^{q}\#\alpha B^{q})x)^{\frac{1}{q}}$

$\leq(x,Bx)^{g}\Vert A^{8}x\Vert^{\frac{2}{q}-\frac{2\alpha}{q}}$ by $0<\alpha<1,0<q<1$

$\leq(K(h,p)^{-1}(x,B^{p}x))^{g}\Vert A8_{X}\Vert^{\frac{2}{q}}$
” $\frac{2\alpha}{q}$ by $0<p<1$

$\leq K(h,p)^{-\frac{\alpha}{p}}K(h^{2p},\alpha)’(x,A^{p}\#\alpha B^{p}x)p\Vert A^{f_{X}}\Vert^{g_{-2}}p’\Vert A^{\S}x\Vert^{l-\ }qq$

$\leq K(h,p)^{-g}K(h^{2p},\alpha)^{-11}’(x,A^{p}\#\alpha B^{p}x)p$ by $0<q\leq p$

が成立します。 なお、最後の不等式は、 $0<q\leq p$ なので、

$\Vert A^{\xi}x\Vert^{k}l^{\underline{-2}}\Vert Af_{X}\Vert qL-2\alpha\leq(A^{p}x,x)^{\frac{\alpha-1}{p}(A^{q_{XX}},)^{\frac{1-\alpha}{q}}}$

$=(A^{p}x,x)^{\frac{\alpha-1}{p}}(A^{P^{1}}x,x)^{\frac{1-\alpha}{q}}$

!. $\cdot$

$\leq(A^{p}x,x)^{\frac{\alpha-1}{}}(A^{p}x, x)^{\frac{1-a}{}}=1$

が、 成立します。 再び、 最小最大原理により

$\lambda_{k}(A^{q}\mathfrak{p}_{\alpha}B^{q})^{\frac{1}{q}}\leq K(h,p)^{-\frac{\alpha}{p}}K(h, \alpha)’\lambda_{k}(A^{p}\#\alpha B^{p})^{1}$

がわかり、 $0<q\leq P\leq 1$ に対してこの補題は成立します。また、 $P\geq 1$ の場合は、上の
式変形で H\"older-McCarthyの不等式 $(x, Bx)^{p}\leq(x, B^{p}x)$ が成立するので、 $K(h,p)^{-1}$ が必

要ありません。 口

この補題を用いることにより、私たちは次の定理を得ます。

Theorem 5. $H$ と $K$ を、 $mI\leq H,K\leq MI$ を満たすエルミット行列とする。 ただし、
$m,$ $M$ は、 $m\leq M$ を満たす実数の定数とします。 このとき、

$|\Vert e^{(1-\alpha)H+\alpha K}|\Vert\leq K(\epsilon u_{-m}-\alpha 1$

$|||\epsilon^{(1-\alpha)H+\alpha K}|\Vert\leq K(e^{2p(M-m)},\alpha)^{-\frac{1}{p}}|\Vert(e^{pH}\#\alpha e^{pK})^{1}p|\Vert$ for $p\geq 1$

が、 成立します。特に、 $p=1,$ $\alpha=\frac{1}{2}$ とすれば、

$| \Vert e^{H+K}|\Vert\leq\frac{\epsilon^{2M}+e^{2m}}{2e^{M}\epsilon^{m}}|\Vert e^{2H}\# e^{2K}|\Vert$

が、 成立する。

ここで、確かに $P\geq 1$ のときは、 $\alpha=0,1$ とすれば、 $0<p<1$ のときは、 $\alpha=0$ とす
れば。 定理 5における右辺の係数は、 1になります。私たちの当初の目的は達成されたこ
とになります。 しかし、 このように評価式が二つ出てくると、新たな問題が生じます。そ
れらの評価式の関係はどうなっているのか ? これについては、次が分ります。
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Remark 6. $\alpha=\frac{1}{2}$ のとき、 $p>0$ に対して、 Spechtの定理 (7) より、

$K(h^{2p}, \frac{1}{2})^{-\frac{1}{p}}=(\frac{h8+h^{-\S}}{2})^{\frac{1}{p}}\leq(S(h^{p})^{\sqrt{h\# h^{-g}2})^{\frac{1}{p}}=S(h^{p})^{\frac{1}{p}}}$.

従って、 $P\geq 1$ の場合は、

$| \Vert\epsilon^{H+K}|\Vert\leq K(e^{4p(M-m)}, \frac{1}{2})^{-\frac{1}{p}}|\Vert(e^{*H}\#\epsilon^{2pK})^{1}’|\Vert\leq S(\epsilon^{2p(M-m)})^{1}’|\Vert(\epsilon^{*H}\#\epsilon^{2pK})^{l}|\Vert$

が成立します。 特に、 $p=1$ のときは、

$| \Vert\epsilon^{H+K}|\Vert\leq\frac{e^{2M}+e^{2m}}{2e^{M}\epsilon^{m}}|\Vert\epsilon^{2H}\#\epsilon^{2K}|\Vert\leq S(e^{2(M-m)}|\Vert e^{2H}\# e^{2K}|\Vert$

になります。最後に、 $0<p\leq 1$ の場合について、 $h=2,$ $\alpha=_{5}^{1}$ としたとき、 $S(2^{p})^{1}$’と
$K(2,p)^{-\#_{p}}K(2^{2p1}f)^{-\frac{1}{p}}$ のグラフの概形を示します。

図 3: $S(2^{p})p\iota$ と $K(2,p)^{-\#_{P}}K(2^{2p}, \frac{1}{2})^{-1}$ のグラフの概形
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