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本研究では, スピン系 (UHF環) 上のシフト不変な状態の, 平均エントロピーや
圧力関数についての考察を行う. まず, 必要な事柄をいくつか定義する.
任意の整数 $i$ に対し, $A_{i}=M_{d}$ とする. ただし, $M_{d}$ は $d\cross d$複素行列環である. 一

次元スピン系 (UHF環) は $\mathcal{A}=\otimes_{:\in Z}$みで表わされる. さらに任意の有限部分集合
$\Lambda\subset \mathbb{Z}$ に対し, $A$の部分環 $A_{\Lambda}$ を $A_{\Lambda}=\otimes_{i\epsilon A}A_{i}$ とする. また, UHF環上のシフト
自己同型写像を $\gamma$ で表し, UHF環上のシフト不変 (\gamma -不変) な状態の集合を $S_{\gamma}(\mathcal{A})$

で表す. さらに, $S_{\gamma}(\mathcal{A})$ の元 $\varphi$ に対し, $\varphi_{\hslash}=\varphi|\triangleleft 1,nl$ と書く.
UHF環上のシフト不変な状態として重要なクラスであるギブス状態を紹介してお

く. ギブス状態は以下に定義される相互作用により表わされる状態である. 相互作用
$\Phi$ は, $\mathbb{Z}$ の有限部分集合から $\mathcal{A}$への写像で, 任意の部分集合 $X$ に対し, $\Phi(\emptyset)=0$か

つ $\Phi(X)=\Phi(X)^{*}\in \mathcal{A}x$ を満たすものである. 本研究では, $\Phi$ は \gamma -不変, すなわち
$\gamma(\Phi(X))=\Phi(X+1)$ を満たし, さらに, 有限領域, すなわちある $N\in N$ が存在し
て $|\Lambda|>N$ならば $\Phi(\Lambda)=0$ を満たすとする. この相互作用 $\Phi$ と有限部分集合 A に対
し, 局所ハミルトニアンを

$H_{\Lambda}( \Phi)=\sum_{X\subset\Lambda}\Phi(X)$

で表し, 局所ギブス状態 $\varphi_{A}^{G}$ の密度作用素を

$D( \varphi_{\Lambda}^{G})=\frac{e^{-H_{A}(\varphi)}}{be^{-H_{\Lambda}(\varphi)}}$

によって与える. 特に, $H_{n}(\Phi)=H_{[1,n]}(\Phi)$ と書く. \gamma -不変かつ有限領域の仮定があれ
ば, ギブス条件を満たす状態が唯一存在するので, その状態 $\varphi$ をギブス状態という.
このギブス状態 $\varphi$ と, シフト不変状態 $\omega\in S_{\gamma}(\mathcal{A})$ に対し, 圧力関数と平均エント

ロピーを以下で定義する.

$P(\Phi)=$ $\lim lo^{g}\underline{1}$ Tr $e^{-H_{\hslash}(\Phi)}$ ,
$narrow\infty n$

$s(w)=$ $\lim S(w_{n})\underline{1}$ .
$\mathfrak{n}arrow\infty n$

ただし, $s(w_{n})=\omega_{n}(-\log_{D}(\omega_{n}))$ である. すると圧力関数と平均エントロピーの間
に変分表現式が成り立つ. すなわち

$P( \Phi)=\max\{-w(A_{\Phi})+s(w) : w\in S_{\gamma}(\mathcal{A})\}$

$s(w)=inf\{w(A\otimes)+P(\Phi) : \Phi\}$
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である. ただし,

$A_{\Phi}= \sum_{X\infty}\frac{\Phi(X)}{|X|}$

である. 本研究では, この変分表現式をより一般化した式を求めることを目的にして
いる.

定轄 1.1. シフト不変状態 $\varphi$ が, 上からの分解性を満たすとは, ある $\alpha\geq 1$ が存在
して

$\varphi\leq\alpha(\varphi|A(-\infty,0l)\otimes(\varphi|\mathcal{A}l1,\infty))$

を満たすときを言う. また, 反対の不等号が成り立つとき, 下からの分解性を満たす
という.

命題 1.2. シフト不変状態 $\varphi$ が, 上からの分解性を満たすとき, 任意の $\omega\in S_{\gamma}(A)$ に

対し, 平均相互エントロピー

$S_{M}( \omega, \varphi)=\lim S(w_{n},\varphi_{\mathfrak{n}})\underline{1}$

$narrow\infty n$

が存在する. さらに, 写像 $w\vdash\neq S_{M}(w, \varphi)$ はアフィンかつ下半連続である.

証明 任意の $n\geq m$ である $n,m\in N$ に対し, $n=jm+r$ と書く. ただし, $i\in N$ か

つ $0\leq r<m$ である. $\varphi$ が上からの分解性を満たすことから,

$\varphi_{n}\leq\alpha^{;}(im+1,\otimes(\varphi|_{A_{bm+1}\dot{o}m+rl})$ (1.1)

となる. ここで, スピン系 $\otimes_{i\in Z}\mathcal{A}_{[im+1,(:+1)m]}$ 上の直積状態 $\emptyset^{(m)}$ $:=\otimes_{Z}\varphi_{m}$ を考え
る. 今, 任意の $w\in S_{\gamma}(A)$ に対し, 平均エントロピーの単調性と (1.1) から,

$S(w_{\mathfrak{n}},\varphi_{n})\geq S(\omega_{jm},\varphi_{jm})\geq S(\omega_{jm},\dot{\otimes}_{1}\varphi_{m})-j\log\alpha$ (1.2)

を得る. (1.2) の両辺を $n$ で割り, $narrow\infty$ をとると (ただし $m$ は固定しておく),

lim $inf\underline{1}_{S(w_{n},\varphi_{n})}\geq\underline{1}_{S_{M}^{(m)}(w,\phi^{(m)})-}\underline{\log\alpha}$ ,
$narrow\infty n$ $m$ $m$

となる. ただし, $S_{M}^{(m)}(w, \phi^{(m)})$ は, スピン系 $\otimes_{i\in Z}\mathcal{A}_{ti}m+1,(i+1)ml$ 上の平均相互エント
ロピーである. ここで平均相互エントロピーの性質から, $S_{M}^{(m)}(w, \emptyset^{(m)})\geq S(w_{m},\varphi_{m})$

がわかるので,
$\lim inf\frac{1}{n}S(w_{n}, \varphi_{n})\infty\geq\frac{1}{m}S(\omega_{m^{\varphi_{m}}},)-\frac{\log\alpha}{m}$
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を得る. 今, $m\in N$ が任意であることから, 上の式は $S_{M}(\omega, \varphi)$ が存在することを示
しており, さらに

$S_{M}(\omega,\varphi)\geq S(w_{m},\varphi_{m})-\underline{1}\underline{\log\alpha}$ (1.3)
$m$ $m$

であることがわかる.
$Wrightarrow S_{M}(w, \varphi)$ のアフィン性は, 平均エントロピーの性質から帰着される ([4, 5.24]).

今, $w,w^{(k)}\in S_{\gamma}(A)$ を弱 $*$位相で $w^{(k)}arrow\omega$ となると仮定する. すると, (1.3) と相互
エントロピーが下半連続であることより

$\lim ifS_{M}(w^{(k)},\varphi)\geq\underline{1}_{\lim infS(w_{m}^{(k)},\varphi_{m})-}\underline{\log\alpha}\geq\underline{1}_{S(w_{m},\varphi_{m})-}\underline{\log\alpha}$

$karrow\infty$ $mkarrow\infty$ $m$ $m$ $m$

となる. ここで右辺の $m$ に対し極限をとれば, 下半連続性を得る. 口

次に, 任意の自己共役作用素 $A\in$ 沌と $n\in N$ に対し, $h_{n}= \sum_{k-\triangleleft}^{n-l}\gamma^{k}(A)$ とおき,
この $hn$ により圧力関数を摂動させたものを考える.

命題 1.3. シフト不変状態 $\varphi$ が, 上からの分解性を満たすとき, 圧力関数

$p_{\varphi}(A)= \lim_{narrow\infty}\frac{1}{n}$ log Tr exp $(\log D(\varphi_{n})-h_{\mathfrak{n}})$

が存在し, さらに $A$ に対しリプシツ連続である.

証明 まず, $D(\varphi_{n})$ は必要であれば $\epsilon I$ を足すことにより可逆であると仮定する. こ

の議論は本質的ではないため, 本稿では省略する.
任意の $n\geq m$ である $n,m\in N$ に対し, $n=jm+r$ と書く. ただし, $i\in N$ かつ

$0\leq r<m$ である. まず, $\varphi$ が上からの分解性を満たすことより, ある定数 $\alpha\geq 1$ が

存在して, $n,$ $m$ にかかわらず

$D( \varphi_{n})\leq\alpha^{j}\prod_{i=0}^{j-1}\gamma^{im}(D(\varphi_{m}))$

とできる. さらに,

$\sum_{-}^{n-l}\gamma^{k}(A)\geq\sum_{tk\triangleleft=0}^{j-1}\gamma^{im}(\sum_{-}^{m-l}\gamma^{k}(A))-(J(l-1)+r)\Vert A||$

であることより,

Tr $\exp(\log D(\varphi_{n})-h_{n})$

$\leq$ $\{Tr\exp(\log D(\varphi_{m})-h_{m})\}^{j}\exp$ ($j$ log $\alpha+\mathfrak{h}(l-1)+r$) $||A\Vert$ )
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を得る. この式よりただちに

$\lim sup^{\underline{1}}\log$ Tb $\exp(\log_{D}(\varphi_{n})-h_{\hslash})$

$narrow\infty n$

$\leq\frac{1}{m}\log_{hex^{p(lo^{gD(\varphi_{m})-h)}}}m+\frac{\log\alpha}{m}+\frac{l-1}{m}\Vert A\Vert$ .

であることがわかるので, 右辺に $m$ について極限をとることにより圧力関数の存在
がわかる. リプシツ連続性は, 定義より明らかである. 口

さらに $\varphi$が上からの分解性を満たし, 且つ下からの分解性を満たすとき, 変分表現
式が成立する.

定理 1.4. シフト不変状態 $\varphi$ が, 上からの分解性を満たし, 且つ下からの分解性を満
たすとき, 変分表現式

$p_{\varphi}(A)= \max\{-w(A)-S_{M}(w,\varphi) : w\in S_{\gamma}(\mathcal{A})\}$

$S_{M}(w^{\varphi)}=sup\{-w(A)-p_{\varphi}(A) : A=A" \in A\}$

が成り立っ.

証明 まず, 一般に有限次元環 B=M亀上の状態 $\omega,$ $\rho=h(e^{-H}\cdot)$ と自己共役作用素
$h$ に対し,

$[\rho^{h}](A)$ $;= \frac{\rho^{h}(A)}{\rho^{h}(1)}=\frac{ne^{-H-h}A}{ne^{-H-h}}$ $(A\in \mathcal{B})$ .

と定義するとき, 簡単な計算から

$S(\omega, [\rho^{h}])=S(w,\rho)+\omega(h)+\log\rho^{h}(1)$

を得ることができる. この式の左辺が正であることから,

$\log\rho^{h}(1)\geq-\omega(h)-S(w,\rho)$

であるが, 今, $\rho$ として $\varphi_{n}$ をとり, $h$ として $hn$ をとることにより,

$\iota 0^{g}$ Tt $\infty(\log_{D}(\varphi_{\mathfrak{n}})-h_{n})\geq-w_{n}(h_{n})-S(w_{n},\varphi_{\mathfrak{n}})$ , $w\in S_{\gamma}(A)$

と書けるが, これは

$p_{\varphi}(A) \geq\max\{-w(A)-S_{M}(w,\varphi) : w\in S_{\gamma}(A)\}$

を表している.
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一方, $\emptyset^{(m)}$ を命題 12のようにとると, 直積状態についての結果から ([$4$ , Propoeition
13.8]), 任意の $\epsilon>0$ に対し, \gamma m-不変状態 $\psi$ が存在して,

$j arrow\lim_{\infty}\frac{1}{j}\log h\exp(\log D(\phi_{jm}^{(m)})-\sum_{i-\triangleleft}^{j-1}\gamma^{i}m_{(h_{m}))}<-\psi(h_{m})-S_{M}^{(m)}(\psi,\phi^{(m)})+\epsilon$

とできる. 今, (1.1) より

$\log_{D}(\varphi_{jm})\leq 1og(\dot{\otimes}_{1}D(\varphi_{m}))+j\log\alpha$

$=\log D(\phi_{jm}^{(m)})+j\log\alpha$

であり, また,

$\Vert h_{jm}-\sum\gamma^{im}(hm)||\leq jl\Vert A\Vert j-1$

$t-\triangleleft$

も分かる. さらに, 平均相互エントロピーの性質から, $S_{M}^{(m)}(\psi, \phi^{(m)})\geq S(\psi_{m}, \varphi_{m})$ で

あるので, これらを合わせて,

$\lim^{\underline{1}}$. $lo^{g}$ Tt $\exp(\log_{D}(\varphi_{jm})-h_{Jm})$
$3arrow\infty_{J}$

$\leq-\psi(hm)-S(\psi_{m},\varphi_{m})+j\log\alpha+jl||A||$

を得る. 今, $w= \frac{1}{m}\sum_{i=0}^{m-1}\psi 0\gamma^{i}$ とおくと, $w\in S_{\gamma}(A)$ であり, さらに

$|\psi(hm)-w(h_{m})|\leq 2l\Vert A||$

より,

$hm^{\underline{1}}.lo^{g}$ Tr $\exp(\iota 0^{g_{D}(\varphi_{Jm})-h_{lm})}$

$jarrow\infty g$

$\leq-w(hm)-S(w_{m},\varphi_{m})+j\log\alpha+(2+j)l||A\Vert+\epsilon$

が得られる. この両辺を $m$ で割り, $m$ について極限をとることで

$p_{\varphi}(A) \leq\max\{-w(A)-S_{M}(w,\varphi) : w\in S_{\gamma}(\mathcal{A})\}$

がわかる.
第二式は第一式のデュアルの議論から導くことができる $[1]$ . 口
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