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1 はじめに \sim 祖先数のパラドクス

ヒトには父と母がいる. そして, その父母にもそれぞれにも父と母がいるので, 二世代前の祖先は 4人
である. 同様に, どの祖先にも父と母がいることから, 三世代前の祖先は 8人, 四世代前は 16人とご先
祖の数は 2の巾で指数関数的に増大していき, ついにはその時代の総人口を越えてしまう.... このパラド
クスは, 全てのご先祖を別々にカウントしてしまったことに起因していると考えざるを得ない. あなたに
は重複しているご先祖様がいるのだ (しかもたくさん重複している !). この絡み合っているに違いない
ご先祖さまたちの関係を数理的な問題としてきちんと設定するために, 親子関係を単純かつ明解に表す方
法として, 親子関係にある個体同士を線で結んだ図一いわゆる家系図 (図 1) 一を考えてみよう. すると,
上記の問題は家系図の構造を調べることに他ならない. この家系図はどのようなネットワーク構造をして
いるのだろうか ? まずは素朴な切口として, (i) あるヒトの家系
図はどの程度重複しているか? $(\ddot{n})$ 十分過去に遡ったら, その時
代に生きているヒトはみなご先祖様か ? などの疑問が挙げられ
よう.
ヒトに限らず両親性 (biparental) な生物ならば文字通り両親

が必ずいるので, 上記の問題は必ず起こる. 家系図や分岐過程
での統計的な性質に関しては, 様々な先行研究が行われている
[1, 2, 3, 4] が, ここでは Derrida らによるものを紹介しよう [3].
彼らは, 両親性の仮想的な生物個体集団に対して, 4つの仮定

Al. 親は集団内でランダムに対を作り子供を作る
A2. 性差は存在しない 図 1. もっとも単純な家系図.
A3. 世代重複はない
A4. 子供の数は平均 $m$ のボアソン分布である

を採用し, 仮想的な家系図を構成, その家系図の構造を, 理諭および数値計算によって解析した. いくつ
もの興味深い結論が得られているが, その中に.「ある個体から $G$ 世代前の祖先の数を $A(G),$ $G$ 世代前
の総個体数を $N(G)$ とすると, 十分大きな $G$ に対して「非先祖率」 $S(G)\equiv 1-A(G)/N(G)$ は, 平均
子数 $m$ だけで決まる一定値 $S<1$ に漸近する.」 という結果がある. この結果は, 巧妙な理論および数
値計算を元に主張されているが, 実際の生物での検証は行われていない.
と言うのも, 実際の生物で親子関係が何世代にもわたって保存されている例はなかなか見当たらないか

らである. ヒトの場合, 普通 3\sim 4世代もさかのぼれば, 記憶があやふやになり, 墓石や過去帳を調べな
ければならない. 天皇家, 王家, 貴族, 大名などいわゆる 「高貴な」家には家系図が残されていることが
多いが, それらは基本的に「男性」の血統であり,「女性」のそれは基本的に無視されていることがほとん
どである 23

1 $\infty rroeponding$ author: $gutch\ddagger Om\epsilon.oeakafu- u.ac.jP$

2 系図売りという商売もあったことを考えると, 信慰性の問題もあるが, ここでは目をつぶるとしよう.
$s$ 名字 (苗字) も親から受け継がれるものであるが, 両親性ではないので, 祖先数のパラドクスは起きない.
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本稿では, Derrida らによって得られたこの結果が実際の生物でも妥当かどうかを解析する. 対象とな
る生物は競走馬である. 競走馬は WEB 上に公開されているデータベースから比較的容易に家系をたど
ることができ, 十数世代にわたる家系図を構築することが可能である.
本論文の構成は以下の通りである. 2節では実在する家系図として競走馬のデータの解析を行った. そ

の結果, 4つの仮定のうち, いくつかは破られていることが明らかになった. また, 破れた仮定を考慮し,
新たに世代および先祖率を定義し理論と観測値の比較を行ったところ, 両者は必ずしも一致していないと
いう結果が得られた. 3節ではまとめと考察および今後の展望を行う.

2 データと解析 \sim 連綿と続く競走馬の家系

本稿では競走馬一いわゆる 「サラブレッド」の家系に着目する. 競走馬の成績には, その血統が重要視
されており, 家系のデータも比較的容易に入手できる. 今回は, インターネット上のデータサイト 「Thor-
oughbred Horse Pedigree Query(www pedigreequery $com$)」 に登録されている馬を対象とする 4.
用語の定義 : まず注目する一個体を定め,「主個体」 と呼ぶ. 主個体 $\alpha$ の先祖とは,「主個体の」 +{「父

の」 もしくは「母の」の $0$個以上の任意の組合せ}+{「父」あるいは「母」} で表される個体とする. 主
個体とその先祖を点で表し, その間の親子関係を線で結んだものを主個体 $\alpha$ の「木」 $T_{\alpha}$ とする. たとえ
ば数人の子を持つ個体は, それぞれの子の木に属していることからもわかるように, 木同士も複雑に絡み
合っていることが予想されるが, ここでは, まず一本の 「木」 の内部構造に着目する.
件のデータベースでは, 古くは 18世紀に誕生した個

わち ( $\alpha$ の父の母から見れば) 3世代遡るだけで, 木に重複して登場する個体がいる. (ii) $\alpha$ の父の母の

父と, $\alpha$ の母の父の父の父の父は同一馬である. すなわち, ある個体が $\alpha$ の 3世代前の先祖かつ 5世代
前の先祖ということであり, これは「世代」の重複 (つまり仮定 A3の破れ) を意味する.
以下, このデータベースから得られるデータとして, データ $S$ (データベースに登録された馬の総個体

数) , データ $R$ (個体集団の一般的な性質) , データ $T$ (主個体の木の性質) の 3種類を考える.

4 ある馬がサラブレッドであるためには, 血統上の特定の条件を満足する必要があるが, その条件は年代とともに変化してお
り, 一定ではない. ここでは, 上記データベースに登録されている個体集団を取扱う.

5 レースの成績や獲得賞金なども表示されるが, ここでは考慮しない. また死亡年は掲載されていない. 子供のリストも得ら
れるが, 全ての子供がこのデータベースに登録される保証はないことに注意.

6 $H$ は雄を表す. $C$ も雄 (ただし, 子馬). 雌は $M$’あるいは $F$ (子馬) である.
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21 データ $S$

データベースに登録された馬の総個体数 : $N_{t}$ : 1, 200, $000<N_{t}<1,300,000$ . この値は, 全てのデータ
の数を数えたわけではなく, ホームページに記載された記述 $\text{「_{}over}$ $12millon$」 から見積もった.

22 データ $R$

個体集団の一般的な性質 : 馬名からランダムに選んだ 4, 349頭に対し, {名前, 誕生年, 性別} を調査
した. 選んだ個体に血縁関係があるかないかは無視している. このデータを用いて, 個体集団の一般的な
性質として誕生年分布を解析した. 図 3は, データ $R$ から読み取った誕生年分布であり, 横軸は誕生年,
縦軸は分布関数の対数をプロットしている. まず, 雄より雌の方が個体数が多いことが分かる 7. 次に,
それぞれ良く直線で近似できており, 個体数は時間に対して指数関数的に増大していることを意味してい
る. 西暦 $y$ 年に生まれた個体数 $N_{Y}(y)$ は, $N_{Y}(y)$ を用いて,

$N_{Y}(y)=N_{Y}(2\infty 7)\cdot m_{Y}^{2tn7-y}$ (1)

で良く近似できる. ここで $m_{Y}$ は一年遡る毎にどれだけ個体数が少なくなるか 8 てあり, 雄. 雌, 合計い
ずれも約 $0$ 980である.
この数字と前小節で述べたデータベースに登録された総個

体数 $N_{t}$ は, データベースの開始年を $y_{0}$ とし, そこから指数
$m_{Y}$ の指数成長が続いていると仮定すると,

$N_{t}=$
$\sum^{n}N_{Y}(y)$ (2)

$y=2tD7$

で表される. このことから, $N(2\alpha\}7)$ を見積もることができ
る. $N_{l}$ の範囲から $24,\ovalbox{\tt\small REJECT}<N(2\infty 7)<$ 26,000 となる.
$y_{0}=1750$ でも, $y=-\infty$ でもこの値に大きな変動はない 9. 図 3 ランダムサンプリングした $4u9$ 頭の誕

生年分布. $\bullet$ , ▼, ▲はそれぞれ合計,雄, 雌をこの値を式 (1) に代入すれば, その年に誕生した個体数を見 表す. 直線はそれぞれをフィットしたもの.
積もることができる.

2.3 データ $T$

特定の主個体の木の性質 : 図 4は, ある主個体の家系図を 17世代までさかのぼって描いたものである.

縦軸は誕生年であり 横軸には「先祖座標」 $b \equiv\frac{1}{ar\text{数}}ftm$
$\sum_{g=1}^{\psi_{arrow}\{t}\frac{(-1)^{sex(g)}}{2^{g+1}}$ をと $’>$たここで $g$ は主個体

を $0$ とし主個体から数えた世代を表す. sex(9) は $g$ 世代個体の性関数であり, その個体が雄なら $0$ , 雌
なら 1と定義する. 主個体の先祖座標を $0$ とすると, その父母の世代は $g=1$ であり, 父の先祖座標は
$(-1)^{0}/2^{1+1}=1/4$ , 母のそれは $(-1)^{1}/2^{1+1}=-1/4$ となる. 祖父母は $g=2$ であることから, 父の父
の先祖座標は $1/4+(-1)^{0}/2^{2+1}=3/8$ となる. 同様に, 父の母, 母の父, 母の母の先祖座標はそれぞれ
$1/8,$ $-1/8,$ $-3/8$ で与えられる $1$ . ある個体が木の中で複数の役割をはたしている (即ち主個体と複数の

経路でつながっている) 場合, その個体の先祖座標は, それぞれの役割に関して計算した先祖座標の平均
を取るものとする. こうすれば, 個体は唯一の座標を持ち. 図の中で一点で表される. 個体の生存期間は

7 正確には,「その年に生きれた個体の中でデータペースに登録された頭数は雄より雌の方が多い」である. これは個体の殉命
が分からないからである. データベースには個体の死亡年が記載されていないので, 個体の寿命がどのように分布している力\searrow
またその性差の程度に関して推し測るのは難しい. しかし, 次小節で述ぺる通り,「生殖年齢」 に関して言えぱ, 性差が少ないこ
とを示唆するデータはある.

8 すなわち一年あたりの増加率の逆数.
9そもそも $N(y)$ は自然数でなければならないので, あまり小さな $y$ は無意味である.

$1$ これらの値は, 図 1で各個体に用いられた横軸の値に一致する.
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$N_{G}(g)=N_{G}(0)( \frac{2}{m})^{9}$ . (3)

(ただし, 主個体の誕生年 $y0$ を, 第 $0$ 世代とし, 過去に 12年遡る毎に 1世代増えるとした.) ここで

分子の 2は親の数を表し, 分母の $m$ は個体あたりの平均出産子数である. データ $R$ での値を用いると,
$m=2.45$ となる.

2.3.2 重複の度合と先祖率

いよいよ, 先祖の重複の程度を計算しよう. ある主
個体の木を考え, 世代 $G$ にある正味の個体数を $A(G)$

とする. ただし, 異なる役割を複数持つ個体の場合は,
そのうちもっとも少ない値をその個体の世代とする.
世代 $G$ にある先祖の正味の数 $A(G)$ は, 重複が無け
れば $A(G)=2^{G}$ だが, 実際には重複があるのでそれ
よりも少ない. 図 4の木は, 17世代までのもので, の

年齢 [年 べ先祖数は $2^{17+1}-1=262$ ,143だが, 正味の先祖数
図 5. 図 4の木に登場する個体の出産年齢分布 17

の総和は $\sum A(G)=4$,272に過ぎない.「のべ」に比
$G-\triangleleft$

べて極めて少数の先祖しかいないことが分かる. 理論
と比較するため, 世代 $G$ での先祖率 $A(G)/N(G)$ を図 6に描いた. 横軸は主個体の誕生年を $0$ とした世

代 $G$ であり, 縦軸は個体数の片対数グラフである. 点線がのべ先祖数 $2^{G}$ を表し, $\bullet$印が図 4の木から
得られた正味の先祖数の実測値である. $G\sim 5$ あたりから, 正味個体数 ( $\bullet$) がのべ個体数 (点線) から

外れてはじめ, 世代を遡るにつれその差が増大することがわかる.

$2.3.\theta$ 理論との比較
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図 6には, 理論との比較のため, 集団全体の個体数
$N(G)$ (破線) と Derrida の理論 (実線) も描いてある.
前者は 2.1, 2.2節で見積もったものであり, 傾き 2.45
の直線である. 点線は (即ち, 重複が無いとした場合の
先祖の数) は, $G=13$ 付近で集団全体の個体数 $N(G)$

を追い越しており, これが, イントロダクションで説
明した先祖数のパラドクスである. 実線は, Derrida ら

の理論を表しており $G\sim 20$ では, 集団全体の個体数
に漸近しているように見える. $m=2.4\bm{5}$ の場合, 漸近
値は $A(G)/N(G)=0.886$ となる. ところが, 実測値
では $G\sim 17$ では Derrida らの理論曲線よりも一桁程
小さい値となっており, 同理論が妥当とは言いにくい.

3 おわりに \sim 木から森へ

図 6. 各世代での個体数と木の個体数. 破線は集団全
体の個体数 $N(G)$ . 点線はのべの先祖数 $2^{G}$ . 実線は

Derrida らのモデルによる理論値. $\bullet$は実測値 $A(G)$ .

競走馬という実際の生物のデータを用いて 17世代前までの家系図を構築した. ランダムに選別した個
体の誕生年分布から個体数の指数成長を示し, 総個体数データと組み合わせることによって, 各年代の個
体数を推定. 家系図データと組み合わせることにより, 主個体の先祖が各年代での個体数に占める割合一
即ち先祖率を見積もった. これらの結果を Derrida の理論と比較し. 相違点を見出した. ま覗 この原因
に付いて考察してみよう.

(i) データの問題 : たまたま特異なデータを選んだ可能性はない力\searrow またデータは十分信頼できるか. 前
者に関しては, 解析する木の数を増やすことである程度チェックできると思われるが, 後者に関し
てはチェック方法 (例えば, 他のデータベースによる裏付け) がない現状では, 信用するしかない.

(ii) 解析の問題 : 世代 $G$ での個体数 $N(G)$ の見積り, 総個体数 $N_{t}$ の信頼性, データ $R$ の偏り, 有限
サイズ効果 $(N, G<\infty)$ など, 誤差が入り込む要因は様々である. より多くのデータを解析する
ことで誤差を減らすことは可能であろう.

(iii) 仮定の問題 :Derrida らがそのモデルで採用した仮定のいくつかは明らかに破れている. 世代は重
複しているし. 個体数や出産可能子数など性差も存在する 11. 両親の選択にも何らかの傾向 (「淘
汰圧」 といっても良いかも知れない) があり, 決してランダムではないと予想される. 子数分布も
ボアソン分布からずれていることが予想される.

これらのことを考慮し, より多くのデータを注意深く解析すると同時に, 新しい数理モデルを構築し解析
することによって, 家系図の重複の度合を正しく表現することが可能になると考えられる..

Derrida らは, 家系図を特徴付ける量として, (非) 先祖率以外にも重複回数分布や血統のウェイト等と
いった量の分布や, MRCA(Most Recent Common Ancestor: 最近接共通先祖) のように, 二主個体の木
の絡み合いなどに関しても理諭的な取り組みを行っている. 競走馬の家系データは, これらの量について
も測定可能である. これらのより詳細なデータに関しては稿をあらためて紹介したい.
家系図をたどるもう一つの方向として子孫方向が考えられる. 図 1 (あるいは図 4) は主個体にとっ

て, 先祖方向にたどったものであるが, 系図は (時間がたてば) 子孫方向にものびる. ただ, 個体の子の
数は親の数と違って一定ではない. 子沢山の親もいれば, 子がいない場合もあるので, 枝の数 (度数) も
変化していると考えられる. これは後述するスケ $-$ルフリー性と関連すると思われる.
集団全体に対する家系図一いわゆる 「森」一の構造の解析は, よりチャレンジングな問題として残され
ている. いわゆる (方向性) ネットワークの構造という観点からとらえるためには, 家系図全体の構造を
システマティックにとらえるデータが無いため, 満足な観測結果を用いた議論は難しい. しかし, 一本の

11ちなみに. 母親の妊娠期聞 (すなわち出産可能間隔) は約 1年であるとされている.
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木に限定するならば, 以下のようなことが考慮される. 近親交配を避ける傾向からクラスタリング係数
12 は低いことが予想されるため, スモールワールドにはなりにくいと考えられる.
またスケールフリー性に関しては, 雄と雌とで異なる可能性がある. まず, 重要なパラメータとして可

能出産数を考えよう. これは, 一個体が出産することのできる最大の個体数であり, ネットワークの度数
の最大値を制限する. 論文の引用関係などは一種の家系図と考えることもできるが, 論文は「死亡する」
ことが無いので, 無限に子孫を増やすことが可能である. しかし, (動物のように ?) 寿命がある程度限
定されている生物であれば, 可能出産数には上限が存在する 13. この上限は, 例えば二っの時間スケー
ルの比, 出産可能期間/出産可能間隔で見積もることができるであろう. 競走馬の場合, 出産可能期間は
雄雌いずれも 30年程であるが, 出産可能間隔は雌がおよそ 1年に対して, 雄のそれは非常に短い. つま

り, 雌はどんなに多くても 30頭程度しか子を残せないが, 雄の方はもっと多い (記録では 1,869頭の親
である雄がいる). 雄に関しては度数の上限はあるもののスケールフリーになっている可能性があると考
えられる. 祖先方向にたどる場合, 一本の木では先祖の数は 2と決まっているので, 度数は一定である.
しかし, 子孫方向も考慮すると重複の結果, 度数分布が偏っている可能性は否定できない.
系図を考える際, 競走馬という生物集団は特殊ではないのか ? という問いに関しては,「特殊であろう」
と答えざるを得ない 14. 生殖行動は人間の管理下にあり, レースの成績や血統, 経済状況による “淘汰圧”
など, 他の生物集団では考えにくい条件がいくつも考えられる. 近親交配の度合も決して低くはないであ
ろう. 別の種類の生物集団と比較することができれば, 競走馬がどの点でどの程度特殊であるかに答える
ことができると思われる. そのためにも, 家系図構造の客観的な表現や特徴付けを行うことの意義は大き
い. 競走馬の平均出産年齢は 12年と比較的長く, 家系図も 20世代以上遡ることはできていない. 他の生
物集団を用いて, より長い家系図を得ることができれば, 漸近的な挙動にもより信頼性が増すであろう.
最後に, 家系図に関する研究と他分野のかかわりについて触れたい. 生物個体には遺伝子が乗ってお

り, 家系図というネットワーク上の遺伝子の動的挙動は, もともと遺伝学の対象である [5]. 近年のネット
ワークに関する研究の発展が遺伝学に及ぼす影響も輿味深い. また, 家系図をもっと 「遠く」から見たら
何が見えるだろうか. そこには間違いなく, 別の「種」 との境界や分岐融合, 絶滅などが見えてくるで
あろう [6]. それは進化系統樹である. 進化の歴史の巨視的な表現が進化系統樹がだとすれば, 家系図は
その微視的な表現であり, 親子関係はその素過程なのではないだろうか. 物理学において, 巨視的な現象
論である熱力学と微視的な統計力学との融合によって多くの成果が得られたように, 生物学においても,
物事をマクロな立場でとらえる生態学人口学とミクロな立場で見る 「家系図学」 とが協力することで,
生物の進化に対する新たな知見が得られればとも期待する [7].
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