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Recent evidence suggests that -catenin, a member of proteins, plays an important role in
pathogenesis of cancer, and accordingly is considered crucial for the prevention and
control of cancer. Althoug quite a few mathematical models have been proposed to
uncover its interacting mechanism with other proteins, all of them have too many
parameters to infer a robust conclusion. In this paper, using a simple dynamical system
model instead of large-scale simulations, we examine a qualitative nature ofthe interaction
between -catenin and other proteins.

1. 背景
細胞内には癌抑制的に働くタンパク質と癌促進的に働くタンパク質が存在する。この両

方の機能を持つタンパク質として挙げられるのが $\beta$-catenin である。 -catenin は体の形態形
成や癌に関わる Wnt シグナル伝達系において最も中心的な役割を果たしている重要なタン
パク質である [11。

$\beta$-catenin のひとつめの役割は, 癌遺伝子の転写を活性化することである [2]。癌遺伝子の
転写が促進されると細胞増殖等につながるので, この働きは癌促進的と捉えることができ
る。 しかし, Wnt シグナル伝達系の引き金となるシグナル分子が細胞に作用していない状態
では, $\beta$-catenin は数種類のタンパク質と複合体を形成し分解されるため, 寿命が短く発現量
は低く保たれている [1, 3, 4]。また, $\beta$-calenin が転写を活性化したタンパク質がネガティブ.
フィードバックとして働き, $\beta$-catenin の働きを抑制するという知見も報告されている [5, 6,
7]。こうした過程においては, $\beta$-catenin の発現量が適度に調節されていると考えることがで
きる。 しかし, $\beta eatenin$ の分解に関わるタンパク質に変異が起きて分解が効率良く起こらな
くなったり, 卜 catenin そのものに変異が起きて分解されにくくなったりすると癌が引き起こ
されてしまう [8, 91。
ふたつめの役割は, a-catenin や E-cadherin といった他のタンパク質と結合して細胞間の接

着を制御する接着結合である。転移性の癌細胞では, $\beta$-catenin を含めたこれらの細胞間接着
に関わるタンパク質の発現量が低くなっていることが報告されている $[10, 11]$。したがって,
この働きは癌抑制的と捉えることができる。 このように $\beta$-catenin は癌促進的及び癌抑制的
機能をもつため, 細胞内でこれらの機能のバランスを保つことが重要となる [12, 131。
$\mu_{atenin}$ や $\beta$-catenin の量に影響を与えるタンパク質は創薬ターゲットとしても期待されて
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いるため [14, 15, 16, 171, $\beta$-catenin に影響を与える構造を理解し, $\beta$-catenin の量を適度に保
つ条件を知ることことは, 優れた癌の治療薬提供につながる。
現在までに $\beta$-catenin と癌との関係を表す大規模な数理モデルの研究は行われているけれ
ども, 複雑な現象を忠実に記述しようとしすぎるあまり, 極めて複雑な数理モデルとなっ
てしまっている [18, 19, 20]。このような数理モデルを用いてシミュレーションするためには,
数十から数百にも及ぶパラメータの推定を行わなければならない。実験により測定可能な
パラメータも一部存在するものの, 測定された値は細胞ごとに異なるため, その値をシミ
$\iota$ レーションに用いることは信頼性に欠けるうえに, 大量の実験を必要とするため現実的
ではない。 また, 実際の現象を表現するパラメータの組合せは多数存在する (一意性がな
い) ため, パラメータ推定に依存することは極力避けるのが望ましい。
そこで, 我々は, 最小限のモデルを解析的に解くことで, モデルの本質的特性に迫るこ
ととした。

2. 数理モデル
上述のように, これまで $\beta$-catenin と癌の関係を表す数々の数理モデルが提唱され, その

モデルのほとんどが多くの変数を含んだ複雑なものであった。 しかしながら, 変数が多い
と解析的に解くことができない上, 数値計算を行うにしても, 当然ながら多くのパラメー
タの推定を必要とするため, 推定誤差を考慮すると, 得られた結果の頑強性には疑問が残
る。そこで本研究では, $\beta$-catenin に関わる構造の本質的理解に迫るために, $\beta$-catenin と他の
タンパク質に着目した二つの変数からなる単純な数理モデルを構築し, 解析的にアプロー
チすることとした。

図 1癌因子制御数理モデルの模式図
$X,$ $Y$はそれぞれ $\beta$-catenin の濃度とタンパク質の濃度を, $g$. $f$はそれぞれ $X$が $Y$を活性化
するパラメータと $Y$ が $X$を抑制するパラメータを表している。

我々が解析に用いたモデルを図式化したのが図 1である。 ここで, 状態変数 $X,$ $Y$は, そ
れぞれ $\beta$-catenin とタンパク質の濃度を表している。具体的なモデルとしては, 両変数から
なる連立微分方程式

$\dot{X}=\lambda-\mu-f(X)Y$
(1)

$\dot{Y}=\phi-wY+g(Y)X$
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を想定した。 ただし, パラメータ及び関数については,
$\lambda>0,$ $\mu>0,$ $\phi>0,$ $\omega>0$

$f>0(X\neq 0),$ $f(X=0)=0,$ $f_{\chi}>0$

$g>0,$ $g_{r}<0$

$\lim f(X)Y<\lambda$

の仮定を置いた。 なお,

$\dot{X}=\frac{dY}{dt},\dot{Y}=\frac{dY}{dt}$ . $f_{X}=$ $f_{\partial X}^{f(X)},$ $g_{\chi}= \frac{\partial g(Y)}{\partial Y}$

である。
式の解釈は以下の通りである。 まず, 変数に依存しない時間当たり一定量 $\lambda$ で -catenin

の濃度 (1) が増加し, 濃度が増すに従い一定の割合 $\mu$ で減少する。同様に, 一定量 $\varphi$ でタ
ンパク質の濃度 $(Y)$ が増加し, 割合 $\omega$ で減少する。さらに, $\beta$-catenin 以外のタンパク質 $(Y)$

は $\beta- catenin(X)$ を抑制するという実証結果に基づき, $X$のダイナミクスに $Y$ の濃度が増す
に従い割合継)で $X$が減少する効果を加えた。同様に, $\beta$-catenin は細胞内にある他のタンパ
ク質を活性化するという実証結果に基づき, $Y$のダイナミクスに $X$の濃度が増すに従い割合
9(めで $Y$が増加する効果を加えた。 ここで, XX)は $X$の増加関数, g(Y)は $Y$の減少関数であ
るとことのみを仮定し, 関数形は特定しない。
なお, $X$がゼロに近づくと

$\lambda-f(X)Y>0$

となるとする仮定は, Xがゼロに近づいても, この仮定の下では, $X$の微係数が負とならな
いすなわち $X$が正に留まるための便宜的仮定である。一方, $Y$の場合は, こうした追加的仮
定がなくても負とはならない。合わせて, 我々のモデルにおいては, 変数は正の値をとる。
したがって, 平衡点が存在すれば必ず正である。
もうひとつの便宜的仮定

$\infty dg(X)X>0$

$dY$

は解の一意性に用いる。
こうして係数や関数を特定せず可能な限り一般的な形で定式化した (1)について, 安定性

解析及びアイソクライン法を用いて, 平衡点の安定性とその解軌道について得た結果は下
記の通りである。

3. 解析結果
(1) の平衡点は, 平衡点での条件

$\lambda-\mu Y-f(X)Y=0$
(2)

$\phi-\omega Y+g(Y)X=0$

より, $X$および $Y$について解けば, 平衡点 $(X, Y)$

$X= \frac{a)\lambda-f(X)\phi}{\mu w+f(X)g(Y)}$

(3)

$r=\frac{g(Y)\lambda+\mu\phi}{\mu\omega+f(X)g(Y^{l})}$

を得る。 変数は仮定により正値を取るので平衡点も正である。
次に, 得られた平衡点のまわりで線形近似することによって得られるヤコビ行列 $M$は

$M=(\begin{array}{ll}-\mu-f_{\chi}Y -f-f_{Y}Yg+g_{\chi}X -\omega+g_{Y}X\end{array})$
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となる。 $M$の行列式 $(\det M)$ と対角要素 $(traceM)$ はそれぞれ

det $M=-(\mu+f_{X}Y)(-\omega+g_{Y}X)+(f+f_{Y}Y)(g+g_{\chi}X)$

traceM $=-\mu-\omega-f_{X}Y+g_{Y}X$

なので, $f_{X}>0,$ $g_{r}<0$ の仮定から, 変数の値にかかわらず,

detJ $=-(\mu+f_{\chi}Y)(-\omega+g_{\gamma}X)+fg>0$

$\theta acV=-\mu-\omega-f_{\chi}Y+g_{r}X<0$

と符号が確定し, 平衡点は正かつ局所安定であることがわかる。
さらに, 平衡点での条件 (2)を書き換えると

$Y= \frac{\lambda}{f(X)}-\frac{\mu}{f(X)}X$ $(2^{l}A)$

$Y=^{\underline{\phi}_{+}\underline{g(Y)}_{X}}$

$(2’B)$
$\omega$ $\omega$

$\not\simeq fp$ り
$,$ $f_{X}>0R$び $\frac{d[g(X)X]}{dK}>0$ (1)仮定か 6, (2’A)は単調減少, (2B)は単調増加関数な

ので, 平衡点は唯一解となる。
こうして, 平衡点が唯一解で局所安定であることがわかった。 では大域的振舞いはどう

なるのであろうか。(1)より, $X,Y$ が十分大きくなると, $\dot{X},\dot{Y}$ が負になるので, $0<X,Y<\infty$

が成り立っ。 したがって, 解軌道は有限の領域に存在し, 平衡点はひとつしかない, っま
り唯一の安定平衡点が存在する。すなわち, 我々が解析に用いた数理モデル (1)の平衡点は
大域的に安定であることがわかった。

$Y$

$0$

$X$

図 2癌因子によって制御される $X,$ $Y$のダイナミクス
点線が (1) のアイソクライン, 実線が (1) の解軌道を表す。
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解軌道の振舞いをアイソクライン法で示したのが図 2である。 これは癌因子によって
制御される $X,$ $Y$のダイナミクスを示している。点線で図示したアイソクラインである単
調増加関数 $Y=0$ と単調減少関数 $\dot{X}=0$ の交点が唯一の安定平衡点であり, 解軌道は第 I
象限を四つに区分した領域のいずれかにある。 それぞれの代表的経路を図示したのが実線
である。 全ての解軌道が唯一の平衡点に近づくことが図からもゎかる。

4. 考察
我々は $\beta$-catenin と他のタンパク質の二つに着目した単純な数理モデルを用いて安定性を調
べた。 その結果, $\beta$-catenin 以外のタンパク質 (め は $\beta$-catenin (X) を抑制するという効果
と, $\beta$-catenin は細胞内にある他のタンパク質を活性化するという効果を仮定すると,

$\beta$-catenin と他のタンパク質の平衡状態における濃度は大域的に安定であるという結果を得
た。 このことは, $\beta$-catenin の濃度が通常安定に保たれていることを示唆する。また, 癌にな
った際に lcstenin の濃度が高くなり, 転移の状態になると $\beta$-catenin の濃度が低くなるとい
う臨床における問題は, 代謝異常による反応係数の変化で, 平衡状態における濃度が変化
することによって起こると解釈し得ることが明らかになった。
ここまで, $\beta$-catenin と Jcatenin 以外のタンパク質について, 単純な形成過程を仮定した

数理モデルを構築した。 $\beta$-catenin は複合体を形成することが知られているので [1, 3, 41, さ
らに二変数モデル (1)を拡張し, 複合体形成過程を導入した数理モデルを構築する (図 3)。

複合体形成過程を導入すると, 変数のダイナミクスは 4次元の非線形常微分方程式
$\dot{X}=\lambda-\phi-f(X)W$

$\dot{Y}=\phi-\omega Y+g(Y)X-kYZ+\beta W$

(4)
$\dot{Z}=\eta-X-kYZ+\beta W$

rv $=kYZ-\beta W$

となる。 ただし, (1)の場合と同様,
$\lambda>0,$ $\mu>0,$ $\phi>0,$ $\omega>0,$ $\eta>0,$ $\delta>0$

$f>0(X\neq 0),$ $f(X=0)=0,$ $f_{\chi}>0$

$g>0,$ $g_{\gamma}<0$

とする。
ここで, $W,$ $Z$及び $Y$は, $\beta$-catenin 以外のそれぞれ異なったタンパク質の濃度を表す。
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まず, (4)の平衡点を考える。 $\dot{Z}=0,\dot{W}=0$ より, 平衡点では, (4)は結局

$\lambda-\mu-\frac{k\eta}{\beta\delta}f(X)Y=0$

(5)

$\phi-\omega Y+g(Y)X=0$

に帰着する。 ここで, $\frac{k\eta}{\beta\delta}$ は定数であるので, (5)は二変数モデル (1)と定性的に同じである

ことが分かる。以上より, $\beta$-catenin と癌の関係に複合体形成過程を導入したモデルは, 平衡
点近傍では, 単純二分子モデルに帰着できることがわかった。 したがって, $X$を促進する複
合体形成パスウェイは何段階か連なったとしても, それらを追加したモデルは二分子モデ
ルに帰着することができる可能性がある。 ただし, 大域的安定性は未解決の問題である。

batenin は複合体形成以外に,癌抑制的に働いたり癌促進的に働いたりするという状態変
化が知られている。この状態変化を含めた最小限のモデルを構築し, 動態の振舞いを調べ,
$\mu_{atenin}$ が癌の病態全体に与える影響を明らかにしていくことが今後の課題である。
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