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1 はじめに

1.1 定義

グラフ $G=(V, E)$ 上のランダムウォークと
は, 以下のようなプロセスである.

1. ある頂点 $v_{0}\in V$ から出発する.

2. $v_{0}$ の隣接点 $v_{1}\in N(v_{0})$ をランダムに選択
し, $v_{1}$ に移動する. これを 1 ステップとする.

3. $v_{1}$ に対しても 2と同様に隣接する頂点に移
動し, 以下同様に繰り返す.

通常単にランダムウォークといえば, 隣接する頂
点に等確率で遷移するという標準ランダムウォー
ク (定義 11) を指す.

定義 11

$p_{uv}=\{\begin{array}{l}\frac{E}{\deg(u)}(u\in N(u))u,v\in V0\end{array}$

定義 1.2 (Hitting Time) グラフ $G=(V, E)$
におけるランダムウォークで, 頂点 $u\in V$ から

出発した粒子が遷移確率行列 $P$ に従ってランダ
ムに移動し, 頂点 $v\in V$ に初めて到達するまで
に要する遷移数の期待値を $H_{G}^{P}(u, v)$ とする. こ

のとき $G$ の Hitting Time $(H_{G}^{P})$ を以下のように
定義する.

$H_{G}^{P}= \max_{u,v\in V}H_{G}^{P}(u,v)$

定義 1.3 (Cover Time) グラフ $G=(V, E)$
におけるランダムウォークで, 頂点 $u\in V$ か

ら出発した粒子遷移確率行列 $P$ に従ってランダ
ムに移動し, 全ての頂点を訪問するまでに要す
る遷移数の期待値を $C_{G}^{P}(u)$ とする. このとき $G$

の Cover Time$(C_{G}^{P})$ を以下のように定義する.

$C_{G}^{P}= \max_{u\in V}C_{G}^{P}(u)$ .

Hitting Time, Cover Time はランダムウォーク
の速さの指標であり, これらの値が小さい程高
速なランダムウォークであるといえる.
池田ら [4] は, 任意の遷移確率に対する頂点

数 $n$ の道グラフにおける Hitting Time, Cover
Time の下界について以下のように示している.

定理 1.4 $P_{n}=(V, E)$ を頂点数 $n$ の道グラフと
し, $v_{1},$ $v_{2},$ $\cdots v_{n}\in V$ ( $v_{1},$ $v_{n}$は端点) とする. こ

のとき, 任意の $\mu\in M^{+}(\Omega)$ に対し以下の式が成
り立っ.

$\frac{1}{2}(n^{2}-1)\leq C_{P_{\mathfrak{n}}}^{P}\leq 2H_{P_{\mathfrak{n}}}^{P}$

1.2 隣接頂点情報を扱うランダムウォーク

12.1 定義

任意の $n$ 個の頂点をもつ有限無向グラフ
$G=$ (V, $E$ ) において, 遷移確率行列 $P^{(\beta)}=$

$(p_{uv}^{\beta})_{u,v\in V}$ を以下のように定義する.
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定義 1.5

$p_{uv}^{\beta}= \frac{\exp[-\beta U(u,v)]}{\sum_{w\in N(u)}\exp[-\beta U(u,w)]}$

$u\in V,v\in N(u)$

ここで $\beta$ は実数とする. また, $U(u, w)$ は以下の
ように定義される potential functionである.

$U(u,v)=U(v)=\log\deg(v)$

$v\in N(u),$ $u\in V$

池田ら [$4|$ は, このランダムウォークにおいて任意
のグラフに対して Hitting Timeが $O(n^{2})$ , Cover
Time が $O(n^{2}\log n)$ であることを示している.
既存の研究により, グラフの隣接情報を用いるこ
とでランダムウォークが高速化されることが分
かった. ここで, より離れた頂点の持つ情報を利
用すればさらにランダムウォークを高速化でき
ると考えられる. 実際, ハミルトングラフにおい
ては,n–f ステップで全ての頂点を訪問する遷
移確率を定義可能である. 一方でパスグラフの
ように,Cover Time に $\Omega(n^{2})$ を要するグラフも
存在する.

2 以前の結果

本研究の目的は, グラフ全体の構造を利用した
高速化を考えることで,近傍情報を用いた高速化
の限界を明らかにすることにある.特に, 頂点数
$n$ に対して線形な Cover Time を実現可能なグ
ラフの属するクラスに関心がある.
発表者 [7] は, 以前 Tree上のランダムウォーク
における Cover Time の下界を示した, ハミルト
ニアン成分分解を提案し,線形 Cover Time を持
つための十分条件を示した.

2.1 Tree における Cover Time

定理 2.1 Tree 上でのランダムウォークに対す
る Cover Time は $\Omega$ ( $n$ log $n$)

この定理により,Tree はいかなる遷移確率を用い
ても線形な Cover Time を持ち得ないことがあ
きらかになった.

2.2 ハミルトニアン成分分解

補題 2.2 グラフ $G$ $=$ (V, $E$) に対し, ある
整数 $k$ $>0$ および以下のような $V$ の分割
$V_{1},$ $V_{2},$ $\cdots V_{k}$ が存在する.

$\bullet$ $|V_{1}|=1$ , または

$\bullet$ $|V_{i}|\geq 3$ かつ $V_{i}$ の頂点を全て通る閉路が存
在する.

ただし, $1\leq i\leq k$ .

この補題を用いて, グラフに対するハミルトニア
ン成分分解を定義する.

定義 2.3 グラフ $G=(V, E)$ が与えられたと
き,V に対して補題 22の条件を満たすような分
割 $V_{1},$ $V_{2},$ $\cdots$ ,臨を与える. このとき,Vi のなす
閉路を循とし, これをハミルトニアン成分と定
義する. 閉路にはある向きを定める. 両端の頂点
がそれぞれ異なるハミルトニアン成分に属する
枝から, ハミルトニァン成分が木構造をなすよ
うに,ハミルトニアン成分同士を接続する枝の集
合 $E_{t}\subset E$ を定義する.
グラフ $G$ に対するハミルトニアン成分分解は,

分割 $V_{1},$ $V_{2},$ $\cdots V_{k}$ , と瓦により定義される.

グラフに対してハミルトニアン成分分解を適用
し, その上でのランダムウォークを考える. ハミ
ルトニアン成分分解のサイズと Cover Time に
関して, 以下の定理, 系が成り立っ.

定理 2.4頂点数 $n$ のグラフがサイズ $k$ のハミ

ルトニアン成分分解を持つとき,Cover Time が
$O(nk)$ となるランダムウォークを定義できる.

系 1頂点数 $n$のグラフカ淀数サイズのハミルト
ニアン成分分解を持つとき Cover Time が $O(n)$

となるランダムウォークを定義できる.
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3 二点連結成分分解と線形Cover
Time の必要条件

系 1はグラフが線形 Cover Time を持つため
の十分条件を与えているが, 必要十分条件との
間には大きなギャップがある. 実際, 定数サイズ
のハミルトニアン成分分解を持たないが,Cover
Timeが $O(n)$ となるような遷移確率を定義可能
なグラフが存在することが分かっている.

3.1 二点連結成分分解

補題 3.1 グラフ $G$ $=$ $(V, E)$ に対し, ある
整数 $k$ $>$ $0$ および以下のような $V$ の分割
$B_{1},$ $B_{2},$ $\cdots B_{k}$ が存在する.

$\bullet$ $|B_{i}|=1$ , または

$\bullet$ $|B_{t}|\geq 3$ かつ任意の $x,$ $y\in B_{i}$ の間に,Bi
に含まれる頂点のみからなる 2つ以上の点
素なパスが存在する,

ただし, $1\leq i\leq k$ .

この補題を用いて 2点連結成分分解を以下のよ
うに定義する.

定義 3.2 グラフ $G=(V, E)$ が与えられたと
き,V に対して補題 31の条件を満たすような分
割 $B_{1},$ $B_{2},$ $\cdots B_{k}$ を与える. このとき, 各 $B_{i}$ を

2点連繕成分と定義する. ここで,B‘, $B_{j}(i\neq j)$

について, 以下を満たすならば,B,, $B_{j}$ を 1つの
2点連結成分とする.

$\forall_{x\in By\in B_{j}}:,\exists_{w_{1},\omega_{2}\in \mathcal{P}(x,y)}(/\cap\omega_{2}=\emptyset)$

ただし,P(x,のは頂点 $x$ から頂点 $y$ へのパスの

集合である. この操作を合成できる 2点連結成分
がなくなるまで行う.

これは先に提案したハミルトニアン成分分解を
拡張したものといえる. 図 1は簡単な 2点連結
成分分解の例である. このように, グラフに対し
て 2点連結成分分解を与えると,2点連結成分は
Doe構造をなす.

図 1; 2点連結成分分解の例

3.2 線形 Cover Timeの必要条件

グラフ $G$ がサイズ $k$ の 2点連結成分分解を持
ち, 最大の 2点連結成分が $\alpha$個の頂点からなって
いるとする. また,全ての二点連結成分をそれぞ
れ 1点に縮約することで得られる rbee を $T_{G}$ と

し, その直径を $W$ とする. このとき以下の定理
が成り立っ.

定理 3.3 グラフが線形 Cover Timeのランダム
ウォークをもつための必要条件は,

$\alpha=\Omega(\log n)$

$k=O( \frac{n}{\log n})$

$W=O(\sqrt{n})$

であることである.

証明 後に示す補題 34を繰り返し適用する
と,CG $\geq C\tau_{G}$ が得られる. $k\geq n/\alpha$ なので,

$c_{c\geq C_{T_{G}}=\Omega}( \frac{n}{\alpha}\log\frac{n}{\alpha})$

$= \Omega(\frac{n}{\alpha}(\log n-\log\alpha))$

$= \Omega(\frac{n}{\alpha}$ log $n)$

より,CG $=O(n)$ となるためには,\alpha $=\Omega(\log n)$

である必要がある. よって,k $=O( \frac{nn}{og})$ . また,
直径 $W$ の Tree には長さ $W$ のパスが存在する.
長さ $W$ のパスグラフの Cover Time が $\Omega(W^{2})$

であることから,W $=O(\sqrt{n})$ が得られる.
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補題 34任意のグラフ $G=(V, E)$ に対し, ある
遷移確率行列 $P$ を与えたときの Cover Time を
$C_{G}^{P}$ とする. このとき $G$ 上のある 2頂点 $u0,$ $v0\in$

$V$ を 1つの頂点 $w$ に縮約したグラフ $G$ $=$

(V’, $E’$ ) に対して,CGP $\geq C_{G}^{P’}$, となるような遷移
確率行列 $P’$ が存在する.

証明は付録参照.
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図 2: 縮約前

図 3: 縮約後
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4 おわりに

本発表では, 以前提案したハミルトニアン成分
分解の拡張として 2点連結成分分解を定義し, そ
れによってグラフが線形な Cover Time を持つ
ための必要条件を示した. しかし, 以前求めた十
分条件との間には未だ大きなギャップが存在す
る. 特に 2点連結グラフ自体の Cover Time に
ついて詳細な解析を行う必要がある.
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付録. 補題 34証明

証明 2つの頂点 $u_{0},$ $v_{0}$ は隣接していると考え, その隣接点集合を $N(u_{0})=\{v_{0}, u_{1}, u_{2}, \cdots u_{k}\},N(v_{0})=$

$\{u0, v_{1}, v_{2}, \cdots v\iota\}$ とする. $u_{0},$ $v_{0}$ から各隣接点への遷移確率を図 2のように, それぞれ以下で表す.

$p(u0, v_{0})=p_{0}$ , $p(u_{0}, u:)=p_{i}(i=1,2, \cdots k)$

$p(v_{0}, u_{0})=q_{0}$ , $p(v_{0}, v_{j})=q_{j}(j=1,2, \cdots l)$

この時,u0からの $u_{1}$ への Hitting Time $H(u_{0}, u_{1})$ を考える. ただし,K $=\{1,2, \cdots k\},$ $L=\{1,2, \cdots l\}$ .
頂点 $u$: から出発し,{ul, $u_{0},$ $v_{0}$ } のいずれかの頂点へ最初に訪れる確率をそれぞれ,rtl, $r_{tu},r_{iv}$ とする. また,
このときに要した遷移数の期待値をそれぞれ煽, $h_{iu},$ $h_{tv}$ とする. 同じく, 頂点吻から出発し,{ul, $u_{0},$ $v_{0}$ }
のいずれかの頂点へ最初に訪れる確率をそれぞれ,sj 1, $Sj_{u},$ $Sj_{v}$ とする. また, このときに要した遷移数の期
待値をそれぞれ $k_{j1},$ $k_{ju},$ $k_{lv}$ とする.
このとき,H(uo, $v_{1}$ ) は以下の式で表される.

$H(u_{0},u_{1})= \frac{p_{1}+p_{0}+\frac{q_{0}}{1-\sum_{j\in L}q_{j^{S}jv}}+.\sum_{1\in K\backslash \{1\}}p_{1}(1+\hat{h}_{i})+\frac{1}{1.-\sum_{j\in L}q_{j^{S}jv}}\sum_{j\in L}q_{j}(1+\hat{k}_{j})}{p_{1}+.\sum_{1\in K\backslash \{1\}}p_{1}r_{11}+\frac{(p_{0}+\sum_{1\in K\backslash \{1\}}p_{1}r_{1v})\sum_{j\in L}q_{j}s_{j1}}{1-\sum_{j\in L}q_{j^{S}jv}}}$ (1)

同様に

$H(v_{0},v_{1})= \frac{q_{1}+q_{0}+\frac{p_{0}}{1-\Sigma_{i\in K}p_{1}r_{iu}}+\sum_{j\in L\backslash \{1\}}q_{j}(1+\hat{k}_{j})+\frac{1}{1-\sum_{i\in K}p_{1}r_{1u}}\sum_{1\in K}p_{1}(1+\hat{h}_{i})}{q_{1}+\sum_{j\in L\backslash \{1\}}q_{j}s_{j1}+\frac{(q_{0}+\Sigma_{j\in L\backslash \{1\}}q_{j^{S}ju})\Sigma_{i\in K}p_{1}r_{11}}{1-\Sigma_{1\in K}p_{1}r_{iu}}}$ (2)

ただし,h: $=r:1h:1+r_{1u}h_{iu}+r_{iv}h_{iv},\hat{k}_{j}=s_{j1}k_{J1}+s_{Ju}k_{ju}+s_{jv}k_{jv}$ である. 次に, 縮約後の $w$ から $u_{1}$ へ

の Hitting Time $H’(w,u_{1})$ を考える. 縮約に関係無い部分の遷移確率は変更しないとすると,H’(w, $u_{1}$ ) は
以下の式で表される.

$p_{1}’+$ $\sum$ $p_{1}: \{1+\hat{h}_{i}\}+\sum q_{j}’\{1+\hat{k}_{j}\}$

$H’(w,u_{1})= \frac{:\in K\backslash \{1\}j\in L}{p_{1}+\sum_{i\in K\backslash \{1\}}p_{i}’r_{i1}+\sum_{j\in L}q_{j}’s_{j1}}$

(3)

同様に
$\vee|$

$q_{1}’+$ $\sum$ $q_{j}’ \{1+\hat{k}_{j}\}+\sum p_{1}’\{1+\hat{h}_{i}\}$

$H’(w,v_{1})= \frac{j\in L\backslash \{1\}1\in K}{q_{1}+\sum_{j\in L\backslash \{1\}}q_{j}’s_{j1}+\sum_{1\in K}p_{i}’r_{11}}$

(4)

ここで縮約後の遷移確率を $p_{i}’=\alpha p_{i},$ $q_{j}’=\beta q_{j}$ と定義する. ただし, $(\alpha, \beta>0,\beta=\epsilon\alpha)$ である. すると, 式
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(3), 式 (4) は次のように表される.

$p_{1}+$ $\sum$ $p_{i} \{1+\hat{h}_{i}\}+\epsilon\sum q_{j}\{1+\hat{k}_{j}\}$

$H’(w, u_{1})=\frac{i\in K\backslash \{1\}j\in L}{p_{1}+\sum_{:\in K\backslash \{1\}}p_{i}r_{i1}+\epsilon\sum_{j\in L}q_{j}s_{j1}}$

(5)

$q_{1}+$ $\sum$ $q_{j} \{1+\hat{k}_{j}\}+\frac{1}{\epsilon}\sum p:\{1+\hat{h}_{i}\}$

$H’(w, v_{1})= \frac{j\in L\backslash \{1\}1\epsilon K}{q_{1}+\sum_{j\in L\backslash \{1\}}q_{j}s_{j1}+\frac{1}{\epsilon}\sum_{1\in K}p_{1}r_{11}}$

(6)

$H(u0, u_{1})\geq H’(w,u_{1})$ かつ $H(v0, v_{1})\geq H’(w,v_{1})$ を満たす $\epsilon$ が存在することを示せばよい. 式 (1) および,
式 (5) より,\epsilon が以下の区間にあるとき,H(w, $u_{1}$ ) $\geq H(w,u_{1})$ を満たす.

$p_{0}+$ $\sum$ $p_{i}r_{iv}$

$\frac{:\in K\backslash \{1\}}{1-\sum_{j\in L}q_{j^{S}jv}}\leq\epsilon\leq\frac{1}{1-\sum_{j\in L}q_{J^{S_{jv}}}}$

(7)

また, 式 (2) および, 式 (6) より,\epsilon が以下の区間にあるとき,H(v0, $v_{1}$ ) $\geq H(w, v_{1})$ を満たす.

$1- \sum p_{i}r_{1u}$

1-
$\sum_{1\in K}p:r_{1u}\leq\epsilon\leq\frac{i\in K}{q_{0}+\sum_{j\in L\backslash \{1\}}q_{j^{S}ju}}$

(8)

ここで,

$\frac{1}{1-\sum_{j\in L}q_{j}s_{jv}}\geq 1\geq 1-\sum_{1\in K}p_{i}r_{iu}$

また

$1- \sum p_{i}r_{iu}$ $1- \sum:1:v$
$\frac{:\in K}{q_{0}+\sum_{j\in L\backslash \{1\}}q_{j^{S}ju}}\geq\frac{\iota\in K}{q_{0}+\sum_{j\in L}q_{j}(1-s_{j1}-s_{jv})}$

$p_{0}+$ $\sum$ $p:r_{iv}$

$\geq\frac{:\in K\backslash \{1\}}{1-\sum_{j\in L}q_{j}s_{jv}}$

これは, 式 (7) が表す区間と, 式 (8) が表す区間に重なりがあることを示している. すなわち条件を満たすよ
うな $\epsilon$ が必ず存在する. このような $\epsilon$ が決まると, $\alpha(Po-1)+\beta(q_{0}-1)=1$ から縮約後の遷移確率を定義
できる.p0, $q_{0}$ の一方もしくは両方が $0$ の場合も同様に Cover Time を小さくするような遷移確率を定義で
きることが示される.ul, $v_{1}$ として適切な頂点を選ぶと,他の隣接点への Hitting Time も小さくなることが
示される.
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