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概要

関数 $f$ と関数のクラス $C$ との相関は, $f$ の $C$

に対する宰均的な難しさを表す尺度である. 特に,

剰余関数と低次多項式のクラスとの相関は, 回路計
算量とも関係が深く, 重要な概念である. Viola と

Widger\S on によって, GF(2) 上の Gowers 一様性が
この相関の評価に導入され, 指数関数的な上界が示さ
れた. 本研究では. 相関評価に GF(3) 上の Gowers
一様性を導入し, $MOD_{m}$ 関数と GF(3) 上の $d$ 次多

項式の相関の上界が $\exp(-\Omega(n/\theta^{d}))$ であることを

示した. この結果は. 従来示されていたの上界の特
殊ケースにおける改善となっている. また, この結

果はある形の閾値回路の下界を含意している.

1 序論

関数 $f$ : $\{0,1\}^{n}arrow\{1, -1\}$ と関数 $g:\{0,1\}^{n}arrow$

$\{1, -1\}$ の相関 Corr$(f, g)$ は次式で定義される :

Corr$(f,g)$ $:=|_{x\in\{0,1\}^{n}}E[f(x)g(x)]|$

$=|Pr[f(x)=g(x)]-Prx\in\{0,1\}^{n}[f(x)\neq g(x)]|$ .
すなわち. 全ての入力に対して. 関数の出力が一致す
る割合と, 一致しない割合との差が相関である. 例と
して. 次の場合の関数 $f$ と関数 $g$ の相関を考える :. すべての $x\in\{0,1\}^{n}$ で $f(x)=g(x)$ となると

2. Corr$(f,g)=|2^{n}/2^{n}-0|=1$ .. すべての $x\in\{0,1\}^{n}$ で $f(x)\neq g(x)$ となると

き
$,$

$Corr(f, g)=|0-2^{n}/2^{\mathfrak{n}}|=1$.
・全体の半分の $x\in\{0,1\}^{n}$ で $f(x)=g(x)$ とな

るとき, Corr$(f,g)=|2^{\mathfrak{n}-1}/2^{n}-2^{\mathfrak{n}-1}/2^{n}|=$

つまり, 相関が $0$ から 1までの値を取り, $0$ に近い

ほど 9が $f$ を近似できていないことを示している.

関数 $f$ と関数のクラス $C$ との相関 Corr$(f, C)$ は,

Corr$(f, C)$ $:= \max_{g\in C}Corr(f, g)$

で定義される. $f$ と $C$ の相関が $0$ に近ければ, $f$ を

近似する関数が $C$ の元には存在しないことを示して

いる. すなわち, $f$ と $C$ の相関の上界は. $C$ による

$f$ の近似性の下界を示している.

計算量理論では, 特別な関数と低次多項式の相関

を求める研究が古くから行われてきた (表 1). 相関

は, それ自身で関数の平均的な難しさを測る尺度と

なるが. 計算量理論においてさまざまな応用がある.
その 1つとして, polynomial method を用いた計算
量クラスの下界の証明が挙げられる. 具体的には,

1. 低次多項式 $p$ と計算量クラス $C$ の相関が高い

2. 関数 $f$ と低次多項式 $P$ の相関が低い

を示せば, もし $f\in C$ なら 2に矛盾するので, $f\not\in C$

であることがわかる.

polynomial method は, 主に段数が小さい回路

クラスに対して適用される. その主な例として.

Razborov による多数決関数 MAJ が $AC^{0}$ (無制

限ファンイン, 定数段. 多項式サイズの回路クラス)

に含まれないことの証明 [11] と, Smolensky による

剰余関数 $MOD_{m}$ が $AC^{0}(q)$ ($MOD_{q}$ ゲートを加え

た $AC^{0}$ 回路) に含まれない ($m$ と $q$ は互いに素) こ

との証明 [14] が挙げられる. Razborov は,

1. GF(2) 上の次数 Poly$(\log n)$ 以下の多項式と
$AC^{0}$ 回路の相関が高い
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2. MAJ 関数と GF(2) 上の次数 Poly$(\log n)$ 以下

の多項式の相関が低い

ことを示し, そこから $MAJ\not\in AC^{0}$ であることを導

いた. ここで, 1における次数 Poly$(\log n)$ は現在ま

で改普されていないので, polynomial method によ
る $f\not\in AC^{0}$ の証明では, $f$ と次数 POly(lOg $n$) 以上

の多項式の相関を求めなければいけない.
次数が Poly$(\log n)$ より小さい多項式に関する相

関も. 回路計算量への応用がある. Alon と Beigel
は, $m$ と $q$ が互いに素な自然数であれば, $MOD_{m}$

関数と定数次数で $\mathbb{Z}_{q}$ 上の多項式の相関が, 定数より

真に小さいことを示した. また, 彼らは Hajnal 等
が示した $\epsilon$-識別器補題” [10] をこの結果に適用する
と, MAJ $oMOD_{q}oAND_{d}$ 回路で $MOD_{m}$ を計算す

る際に必嚢な回路サイズの下解が得られることを示

唆した [2]. MAJ $\circ MOD_{q}oAND_{d}$ 回路は. 出力段

に多数決ゲート. 中間段に $MOD_{q}$ ゲート. 入力段に

フアンイジが $d$ 以下の AND ゲートを持つ 3段の回
路で, d が Poly$(\log n)$ かつ準多項式サイズの回路で

あれば. $AC^{0}$ 回路で計算できる全ての関数を計算す
ることができる [1].

$MOD_{m}$ 関数と $\mathbb{Z}_{q}$ 上の多項式の相関が, 指数関

数的に小さいことを初めて示したのは Bourgain で
ある. Bourgain は, $MOD_{m}$ 関数と $\mathbb{Z}_{q}$ 上の多項式

を指数関数の和で置き換え, それを評価することで

証明した [4]. Bourgain の証明には誤りがあったが,

Green, $Roy$, Straubing が誤りを修正した [9]. さら
に, Chattopadhyay が同様のテクニックを用いて
Green 等の結果を改良した [5].

Viola と Widgerson は, Bourgain 等とは異なっ
たテクニックで, $m$ が奇数のとき $MOD_{m}$ 関数と

GF(2) 上の多項式の相関が指数関数的に小さいこと

を示した [15]. この証明では, Bourgain 等と同じ
\langle , $MOD_{m}$ 関数を指数関数の和で置き換ているが,
それを評価するために, Gowers 一様性と呼ばれる
概念を導入している. Gowers 一様性は, フーリエ解

析と組合せ論のアイディアを用いて定義された概念
で, Szemeredi の定理の別証を与える際に Gowers
によって導入された $[6, 7]$ ものだが, 多項式に対す

る疑似乱数生成器 [3] や PCP の線形性判定 $[12, 13]$

など, 近年, 計算量理論の分野でもいくつかの応用
がある. Gowers 一様性の特徴として, 低次多項式

との相性が非常によいことが挙げられる. 具体的に

は, $d$ 次多項式の $d+1$ 次 Gowers 一様性は 1とな

る [8]. また, Gowers 一様性が関数の期待値で定義
されていることから, 互いに素な入力をとる関数 $f$ .
$f’$ の積で定義された関数の Gowers 一様性を, 各関

数 $f,$ $f’$ の Gowers 一様性の積に分解することがで
きる [15]. これらの性質を使うことによって, 指数

関数の和を直接評価するより容易に相関を評価でき
る. なお, Gowers 一様性は任意の加法群上で定義さ
れるが. この証明では GF(3) 上の Gowers 一様性を
用いている.

本研究では, $m$ が 3と互いに素な自然数のとき.
$MOD_{m}$ 関数と GF(3) 上の低次多項式の相関が, 指

数関数的に小さくなることを示した. この上界は,

Chattopadhyay による結果の特殊ケース $(q=3)$ の

改普となっている. この証明は, Viola と Widgerson

表 1 $f$ と $d$ 次多項式 $P$ の相関

$f$ $d$ 次多項式 $p$ Corr$(f,p)$

$R$ borov $AC^{0}$ の回路 GF(2) 上 $\geq 1-1/n^{\omega(1)}$

Razborov MAJ GF(2) 上 $\leq O(1/\sqrt{n})$

Alon&Beigel $MOD_{m}$ $\mathbb{Z}_{q}$ 上 $o(1)$

Bourgain, Green et al. $MOD_{m}$ $\mathbb{Z}_{q}$ 上 $\leq\exp(-\Omega(n/(q2^{q})^{d}))$

Chattopadhyay $MOD_{m}$ $Z_{q}$ 上 $\leq\exp(-\Omega(n/(q2^{q-1})^{d}))$

Viola&Widgerson $MOD_{m}$ $GF(2)$ 上 $\leq\exp(-\Omega(n/4^{d}))$

今回の結果 $MOD_{m}$ $GF(3)$ 上 $\leq\exp(-\Omega(n/3^{d}))$
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による証明と同じ \langle , Gowers 一様性を用いてい
る. 証明の方針を次に示す :

義を変更する. すなわち, GF(3) 上の多項式 $p$ を,

多項式 $g:GF(3^{n})arrow GF(3)$ を用いて,

1. $MOD_{m}$ 関数を, $f(x_{1}, \ldots, x_{n})=e(x_{1})\ldots e(x_{n})$

のように 1 ビット関数 $e$ で分解できる関数 $f$ で

近似する :

Corr$(MOD_{m},p)\approx Corr(f,p)$ .

2. 相関を $f$ の Gowers 一様性 $U(f)$ で抑える :

Corr$(f,p)\leq U(f)$ .
3. $f$ の Gowers 一様性を 1 ビット関数 $e$ の一様性

$U(e)$ に分解する :

$U(f)=U(e)^{n}$ .

4. $e$ の一様性を直接計算する :
$U(e)^{n}\leq\exp(-\Omega(n/3^{d}))$ .

ここで. 1から 3までは Viola と Widgerson の証
明と同じ流れだが, 4では GF(3) 上の Gowers 一

様性を計算する必要がある. そのため, GF(2) 上の
Gowers 一様性より. 複雑な解析が必要となる. ま

た, この結果を前に述べた $\epsilon$-識別機補題” [10] に適
用すると, MAJ $oMOD_{3}o$ ANDd 回路で $MOD_{m}$ を

計算するときの下界を求めることができる.

2 請定義

まず, 本文中に現れる記法などの定義を行う. 剰
余関数 $MOD_{m}$ は次で定義される :

$MOD_{m}(x_{1}, \ldots,x_{n})=\{\begin{array}{ll}1 m|\sum_{1=1}^{n}x_{i}-1 m\parallel\sum_{j=1}^{\mathfrak{n}}x_{i}\end{array}$

GF(3) を標数 3の有限体とする. 回路計算量理論
の分野では. GF(3) 上の多項式 $P$ を, 多填式 9:
$\{0,1\}^{n}arrow \mathbb{Z}$ を用いて,

$p(x_{1}, \ldots,x_{n})=\{\begin{array}{ll}1 3 |g(x_{1}, \ldots,x_{n})-1 3\parallel g(x_{1}, \ldots,x_{n})\end{array}$

と定義する $(x_{1}, \ldots, x_{n\in}\{0,1\})$ ことが一般的であ
るが, 今回は次に示す Gower8一様性との関係から,

変数 $x_{1},$ $\ldots,x_{\mathfrak{n}}$ が GF(3) の元となるように上の定

$p(x_{1}, \ldots,x_{n})=\{\begin{array}{ll}1 (g(x_{1}, \ldots,x_{n})=0)-1 (g(x_{1}, \ldots,x_{n})\neq 0)\end{array}$

と定義する. 多項式 $P$ の次数は, 多項式 9の次数で
定義する. 次数 $d$ 以下の GF(3) 上の多項式の集合
を, $P_{d}$ で表すこととする.

次に, 本研究で重要な役割を果たした Gowers 一

様性 $[6, 7]$ について説明する. Gowers 一様性は, 任

意の加法群上の関数に対して定義できるが, 今回は

GF(3) 上の関数に対する Gowers 一様性を用いる.

定義 1 (GF(3) 上の Gowers 一様性 [6, 7]). $d\geq 0$ .
$f$ : $GF(3^{n})arrow \mathbb{C},$ $\oplus$ を GF(3) 上の加法とする. こ

のとき, $f$ の $GF(3)$ 上の $d$ 次 Gowers 一様性 $U^{d}(f)$

を

$U^{d}(f)$ $:=_{x,y_{1}} E_{\nu d}\in\{0,1,2\}^{n}[\prod_{s\subseteq[d]}f(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j})^{|S}\lrcorner]$

で定義する. ただし, 同は自然数の集合 $\{1, \ldots, d\}$

を表す. また, 複素数 $z$ と整数 $i$ に対して, $z^{i}$ }よ $i$

が偶数のとき複素数 $z,$ $i$ が奇数のとき共役な複素数
2を表す.

Gowers 一様性は, 次のような有用な性質を持って

いる $[8, 15]$ .

命題 2 ([8, 15]). $f:GF(3^{\mathfrak{n}})arrow \mathbb{C},$ $f’$ : $GF(3^{n’})arrow$

$\mathbb{C}$ に対して. 次の性質が成り立つ.

1. $|_{x\in GF(3^{n})}E[f(x)]|=U^{1}(f\ovalbox{\tt\small REJECT}$

2. 任意の自然数 $k$ に対して,

$U^{k}(f)\leq\sqrt{U^{k+1}(f)}$.

3. 次数 $d$ 以下の GF(3) 上の多項式 $P$ に対して,

$U^{d+1}(f\cdot p)=U^{d+1}(f)$ .

4. $(f\cdot f’)(x,y)$ $:=f(x)\cdot f’(y)$ とすると,

$U^{k}(f\cdot f’)=U^{k}(f)\cdot U^{k}(f’)$ .
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3 $MOD_{m}$ と $GF(3)$ 上の多項式の相関

本章では, 本研究の結果である剰余関数 $MOD_{m}$

と GF(3) 上の低次多項式の相関を評価する. 次に掲
げる定理 3で, この相関が低いことを示す.

定理 3.

Corr$( MOD_{m},P_{d})\leq\exp(-\alpha\cdot\frac{n}{3^{d}})$ .

ただし, $m$ は 3と互いに素な自然数で, $\alpha(>0)$ は

となり, 1 ビット関数 $e_{m}^{a}$ の Gowers 一様性

$U^{k}(e_{m}^{a})$

$=|_{x,y_{1}} E_{y_{k}}[\prod_{S\underline{C}[k]}e_{m}((-1)^{|S|}\cdot a(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j}))]|$

$=|_{x,y_{1}} E.,[e_{m}(\sum_{s\subseteq[k]}(-1)^{|S|}\cdot a(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j}))]|$

を評価すればよいことがわかる. ここで, $y_{1},$ $\ldots$ , $y_{k}$

を固定すると, 次の 2つの補題が成り立つ. これら
2つの補題が. 本研究の中心となる補題である.

$m$ に依存する定数.

証明. $e_{m}(x):= \exp(\frac{2\pi 1}{m}\cdot x)$ と定義する.

$\sum_{a=1}^{m-1}e_{m}(a\cdot\sum_{1=1}^{n}x_{i})\backslash \cdot=\{$ $m-1-1$ $\{\begin{array}{l}m|\sum_{i=1}^{n}x_{i})m\parallel\sum_{i=1}^{n}x_{i})\end{array}$

となるので, $f(x):=e_{m}( \sum_{i=1}^{n}x_{t})$ とおくと,

$MOD_{m}(x_{1}, \ldots , x_{n})=-sgn(\sum_{a=1}^{m-1}f(x)^{\text{。}})$

を満たす. つまり, $MOD_{m}(x)$ を $\sum$
。
f(x)。で置き

換えることができる. このことから,

Corr$(MOD_{m},p)$

$\leq_{x\in GF(\theta^{n})}E[\sum_{a=1}^{m-1}f(x)$
。$p(x)]$

$\leq(m-1)$ max $E$ $[f(x)^{a}p(x)]$
$1\leq a<m_{x\in GF(3^{\mathfrak{n}})}$

となる. ここで, $k:=d+1$ とおくと

$x\in GF(3^{r})E[f(x)^{a}p(x)]=U^{1}(f^{a}\cdot p)$

$\leq\{U^{d+1}(f^{\text{。}}\cdot p)\}^{1/2^{d+1}}$

$=\{U^{k}(f^{\text{。}}\cdot p)\}^{1/2^{k}}$

$=\{U^{k}(f^{a})\}^{1/2^{k}}$

$=\{U^{k}(e_{m}^{\text{。}})\}^{n/2^{k}}$

縮題 4. $y_{\{}=0$ となる $i(1\leq i\leq k)$ が存在すれば,

任意の $x\in\{0,1,2\}$ に対して,

$e_{m}( \sum_{s\subseteq[k]}(-1)^{|S|}(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j}))=1$ .

補題 5. 全ての $i(1\leq i\leq k)$ に対し, $y;\neq 0$ かつ $k$

が偶数なら.

$\sum_{s\subseteq[k]}(-1)\}S|(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j})=\{\begin{array}{ll}0 3g .-3f \end{array}$

ただし, 各々の値は $x$ を $\{0,1,2\}$ から一様に選ぶ
と, 確率 \S 1で現れる.

$k$ が偶数のとき, これらの補題を用いて,

$U^{k}(e_{m}^{a})= \frac{2^{k}}{3^{k+1}}\cdot e_{m}(0)+\frac{2^{k}}{3^{k+1}}\cdot e_{m}(3^{\xi}\cdot a)$

$+ \frac{2^{k}}{3^{k+1}}\cdot e_{m}(-3^{\xi}\cdot a)+(1-\frac{2^{k}}{3^{k}})\cdot e_{m}(0)$

$=1- \frac{3\cdot 2^{k}-2^{k}}{3^{k+1}}+\frac{2^{k+1}}{3^{k+1}}\cos(\frac{2\pi}{m}\cdot 3^{k}\pi$ . $a)$

$=1- \frac{2^{k+1}(1-\delta_{\grave{\prime}}}{3^{k+1}}$

(ただし, $\delta$ $:=\cos(2\pi\cdot a\cdot 3^{k/2}/m)$ ). $m$ は 3と

互いに素で, かつ $a\in\{1, \ldots, m-1\}$ であるから
$\delta<1$ . ゆえに.

$\{U^{k}$ ( $e_{m}$。) $\}^{n/2^{k}}=(1-\frac{2(1-\delta)}{3^{k+1}}$ . $\frac{1}{1/2^{k}})^{n/2^{k}}$

$\leq\exp(-\frac{2(1-\delta)}{3}\cdot\frac{n}{3^{k}})$

$= \exp(-\frac{2(1-\delta)}{9}\cdot\frac{n}{3^{d}})$ .
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ここで, 係数 $(m-1)$ と指数 $2(1-\delta)/9$ を指数 $\alpha$ 証明. $k\geq 2$ のときを考える. まず,

で置き換えれば定理を得る. $\delta<1$ より, $\alpha>0$ . $k$

の結果を得る. $\blacksquare$

が奇数のときは, $k+1$ を $k$ に置き換えると, 同様
$\sum_{s\subseteq[k]}(-1)^{|S|}(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j)}$

次に, 定理の証明中に用いた, 本研究の中核を成す $:=\alpha_{0}x+\alpha_{1}(x\oplus 1)+\alpha_{2}(x\oplus 2)$

2つの補題を証明する.
$(\alpha 0, \alpha_{1}, \alpha_{2}\in \mathbb{Z}\geq 0, \alpha_{0}+\alpha_{1}+\alpha_{2}=0)$ とおくと, 次

補題 4(再掲). $y_{\{}=0$ となる $i(1\leq i\leq k)$ が存在
の主張が成り立つ.

すれば, 任意の $x\in\{0,1,2\}$ に対して,

$e_{m}( \sum_{s\subseteq[k]}(-1)^{|S|}(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j}))=1$ .

証明.

$\sum_{S\underline{C}[k]}(-1)^{|S|}(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j})$

$= \sum_{s\subseteq[k]\backslash \{i\}}(-1)^{|S|}(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j})$

$- \sum_{s\subseteq[k]\backslash \{i\}}(-1)^{|S|}(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j}\oplus y_{i})$

$= \sum_{s\subseteq[k]\backslash \{i\}}(-1)^{|S|}(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j})$

$- \sum_{s\subseteq[k]\backslash \{:\}}(-1)^{|S|}(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j})$

$=0$

となるので,

主張 1. $k\geq 2$ のとき. $k$ が偶数なら

$\{\alpha_{0},\alpha_{1},\alpha_{2}\}=\{\begin{array}{ll}\{\beta_{k},\beta_{k}, -2\beta_{k}\} \{-\beta_{k}, -\beta_{k}, 2\beta_{k}\} ’\end{array}$ (1)

$k$ が奇数なら

$\{\alpha_{0},\alpha_{1},\alpha_{2}\}=\{0,\beta_{k}, -\beta_{k}\}$ (2)

となる $\beta_{k}$ が存在. ただし. $\beta_{k}$ は $k$ によって決まる

自然数で, $\{\}$ は multiset.

(主張 1の証明). $k$ に関する帰納法で示す. $k=2$

のとき,

$\sum_{s\subseteq[2]}(-1)^{|S|}(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j})$

$=x-(x\oplus y_{1})-(x\oplus y_{2})+(x\oplus y_{1}\oplus y_{2})$

$e_{m}( \sum_{s\subseteq[k]}(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j}))=e_{m}(0)=1$. $=\{\begin{array}{ll}x-2(x\oplus 1)+(x\oplus 2) if (y_{1},y_{2})=(1,1)2x-(x\oplus 1)-(x\oplus 2) if (y_{1},y_{2})=(1,2) or (2, 1)x+(x\oplus 1)-2(x\oplus 2) if (y_{1}, y_{2})=(2,2)\end{array}$

$\blacksquare$

となるので, $\{\alpha 0, \alpha_{1},\alpha_{2}\}$ $=$ $\{1,1, -2\}$ または
補魑 5(再掲). 全ての $i(1\leq i\leq k)$ に対し, $y:\neq 0$ $\{-1, -1,2\}$ となり. $\beta_{2}:=1$ とおけば (1) は成立
かつ $k$ が偶数なら, する.

$\sum_{s\subseteq[k]}(-1)^{|S|}(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j})=\{\begin{array}{ll}0 3 .-3^{k}z \end{array}$

ただし, 各々の値は $x$ を $\{0,1,2\}$ から一様に選ぶ
と, 確率 A で現れる.

次に, $k-1$ まで (1), (2) が成立すると仮定する.

$\sum_{s\subseteq[k-1]}(-1)^{|S|}(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j})$

$:=\alpha_{0}x+\alpha_{1}(x\oplus 1)+\alpha_{2}(x\oplus 2)$
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とおくと, および

$\sum_{s\subseteq \mathfrak{l}k]}(-1)^{|S|}(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j})$

$= \sum_{s\subseteq[k-1]}(-1)^{|S|}(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j})$

$- \sum_{s\subseteq[k-1]}(-1)^{|S|}(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j}\oplus y_{k})$

$=\alpha_{0}x+\alpha_{1}(x\oplus 1)+\alpha_{2}(x\oplus 2)$

$-\alpha_{0}(x\oplus y_{k})-\alpha_{1}(x\oplus 1\oplus y_{k})-\alpha_{2}(x\oplus 2\oplus y_{k})$.
これは, $y_{k}=1$ のとき

$(\alpha_{0}-\alpha_{2})x+(\alpha_{1}-\alpha_{0})(x\oplus 1)+(\alpha_{2}-\alpha_{1})(x\oplus 2)$ ,

$y_{k}=2$ のとき

$(\alpha_{0}-\alpha_{1})x+(\alpha_{1}-\alpha_{2})(x\oplus 1)+(\alpha_{2}-\alpha_{0})(x\oplus 2)$

となる. つまり. 係数集合 $\{\alpha 0-\alpha_{2},\alpha_{1}-\alpha_{0},\alpha_{2}-$

$\alpha_{1}\},$ $\{\alpha_{2}-\alpha_{0}, \alpha_{0}-\alpha_{1}, \alpha_{1}-\alpha_{2}\}$ に注目すればよい.
$k$ が偶数のとき, $k-1$ は奇数なので,

$\{\alpha_{0}, \alpha_{1}, \alpha_{2}\}=\{0, \beta_{k-1}, -\beta_{k-1}\}$ . ここで, $\alpha_{0}=0$

とすると.

’ $\alpha_{0}-\alpha_{2}=-(\pm\beta_{k-1})=\mp\beta_{k-1}$

$\alpha_{1}-\alpha_{0}=\mp\beta_{k-1}=\mp\beta_{k-1}$

$\alpha_{2}-\alpha_{1}=\pm\beta_{k-1}-(\mp\beta_{k-1})=\pm 2\beta_{k-1}$,

および

$\alpha_{2}-\alpha_{0}=\pm\beta_{k-1}=\pm\beta_{k-1}$

$\alpha_{0}-\alpha_{1}=-(\mp\beta_{k-1})=\pm\beta_{k-1}$

$\alpha_{1}-\alpha_{2}=\mp\beta_{k-1}-(\pm\beta_{k-1})=\mp 2\beta_{k-1}$.
同様に, $\alpha_{1}=0,$ $\alpha_{2}=0$ のときも考えると,

$\{\alpha_{0}-\alpha_{2},\alpha_{1}-\alpha_{0},\alpha_{2}-\alpha_{1}\}$

$=\{\alpha_{2}-\alpha_{0},\alpha_{0}-\alpha_{1},\alpha_{1}-\alpha_{2}\}$

$=\{\pm\beta_{k-1}, \pm\beta_{k-1}, \mp 2\beta_{k-1}\}$

となるので v $\beta_{k}$ $:=\beta_{k-1}$ とおけば, (1) が成り立つ.
$k$ が奇数のとき, $k-1$ は偶数なので,

$\{\alpha_{0}, \alpha_{1}, \alpha_{2}\}=\{\pm\beta_{k-1}, \pm\beta_{k-1}, \mp 2\beta_{k-1}\}$. $\llcorner\llcorner\vee$-で,

$\alpha 0=\mp 2\beta_{k-1}$ とすると.

$\alpha 0-\alpha_{2}=\mp 2\beta_{k-1}-(\pm\beta_{k-1})=\mp 3\beta_{k-1}$

$\alpha_{1}-\alpha_{0}=\pm\beta_{k-1}-(\mp 2\beta_{k-1})=\pm 3\beta_{k-1}$

$\alpha_{2}-\alpha_{1}=\pm\beta_{k-1}-(\pm\beta_{k-1})=0$ .

$\alpha_{2}-\alpha_{0}=\pm\beta_{k-1}-(\mp 2\beta_{k-1})=\pm 3\beta_{k-1}$

$\alpha_{0}-\alpha_{1}=\mp 2\beta_{k-1}-(\pm\beta_{k-1})=\mp 3\beta_{k-1}$

$\alpha_{1}-\alpha_{2}=\pm\beta_{k-1}-(\pm\beta_{k-1})=0$ .
同様に, $\alpha_{1}=0,\alpha_{2}=0$ のときも考えると,

$\{\alpha_{0}-\alpha_{2}, \alpha_{1}-\alpha_{0},\alpha_{2}-\alpha_{1}\}$

$=\{\alpha_{2}-\alpha_{0},\alpha_{0}-\alpha_{1},\alpha_{1}-\alpha_{2}\}$

$=\{0, \pm 3\beta_{k-1}, \mp 3\beta_{k-1}\}$

となるので, $\beta_{k}$ $:=3\beta_{k-1}$ とおけば. (2) が成り立
つ. $\blacksquare$

ここで,

$\beta_{k}=\{\begin{array}{ll}1 (k=2)\beta_{k-1} ( k: \text{偶数})3\beta_{k-1} ( k: \text{奇数})\end{array}$

より,
$\beta_{k}=3$「苧 1. (3)

$X,X\oplus 1,x\oplus 2\in\{0,1,2\}$ より. $k$ が偶数のとき,

$\sum_{s\subseteq[k]}(-1)^{|S|}(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j})=\{\begin{array}{ll}\pm 3\beta_{k} \mp 3\beta_{k} ,0 \end{array}$

となるので. これに (3) を代入すると補趣が導け
る. $\blacksquare$

4 回路計算量への応用

本章では, 次の形で定義される相関を用いる.

corr$(f, g)$

$:=|_{x\in\{0,1\}}=-x\in\{0,1\}^{n}$

櫨察. この相関を用いても, 定理 3と同様の上界を
得ることができる. これは,

corr$(MOD_{m},p)\leq O(m)|_{x\in\{0,1\}^{n}}E[f(x)^{a}p(x)]|+2^{-en}$

$(\epsilon>0)$ が Bourgain によって示されている [4] の
で, 定理 3で示した上界と定数倍しか変わらないた
めである.
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この形で定義された相関は, 閾値回路の下界を含
意している. それを示したのが, 次に掲げる $\epsilon$-識別
器)’ 補題である.

補題 6( $\epsilon$-識別器 [10]). $C$ を重み無し閾値ゲートに,
部分回路 $c_{1},$ $\ldots$ , $c_{*}$ の出力を入力することで構成さ
れる回路とする. すなわち.

$C(x)=1 \Leftrightarrow\sum_{:=1}^{\epsilon}\mathfrak{g}(x)\geq t$

(ただし $t\in N$). このとき,

$s \cdot\max_{1\leq 1\leq s}corr(C,c_{i})\geq 1$

となる.

定理 3で得られた相関の上界を補題 6の対偶に遁
用すると, 系 7に掲る MAJ $oMOD_{3}\circ AND_{d}$ 回路
で $MOD_{m}$ を計算する際の下解が得られる. MAJ $0$

MOD3 $o$ ANDd 回路とは, 出力段に多数決ゲート,
中間段に $MOD_{3}$ ゲート, 入力段にフアンインが $d$

以下の AND ゲートを配置した 3段の回路である.
なお, Allender によって, $d=poly(\log n)$ のとき,
$AC^{0}$ 回路で計算できる任意の関数が, $n^{O(\log^{k}n)}$ サイ

ズの MAJ $o$ MOD3 $oAND_{d}$ 回路で計算できること
が示されている [1].

系 7. MAJ $oMOD_{m}oAND_{d}$ 回路が $MOD_{3}$ を計算
するとき, MAJ ゲートへのフアンインは $\exp(\alpha\cdot\overline{3}^{7}n)$

必要.

5 結論と未解決聞題

本研究では, $MOD_{m}$ 関数と GF(3) 上の多項式の
相関が高々 $\exp(-\alpha n/3^{d})$ であることを, Gowers 一

様性を用いて示した. この結果は, 既存の上界を改
普している.

Gowers 一様性を用いた, $MOD_{m}$ 関数と GF(5) 上
の多項式の相関の評価は未解決である. GF(5) 上に
おける $e_{m}$ 関数の Gower8一様性は, $x,$ $y_{1},$ $\ldots,y_{k}\in$

{$0,1,2,3,4\rangle$ に関する

$e_{m}( \sum_{s\subseteq[k]}(-1)^{|S|}(x\oplus\bigoplus_{j\in S}y_{j}))$

の期待値で与えられるが, この場合は補題 5のよう
に, $y_{1},$ $\ldots$ , $y_{k}$ を固定してもこの値は一意には定ま
らない. そのため, この期待値を求めるのは困難で

ある.

また, 多項式の次数 $d$ が Poly$(\log n)$ であるとき,

本研究の評価法では自明な上界しか求められない.
この場合の上界がどのような値になるかも未解決で

ある.
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