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概要

本稿では枝制約をもつコーダルグラフの列挙, ランダム生成, 数え上げについて議論する.
対象とする集合中のコーダルグラフは, 枝制約が包含関係にあるグラフの対として与えられ,
与えられたグラフ対の一方の部分グラフであり, かつもう一方を部分グラフとして含む. 本稿
で $\text{は^{}\backslash }$ 与えられるグラフ対の一方がコーダルであることを仮定する. この対象設定は, コーダ
ル補完あるいはコーダル縮小の自然な一般化になっている. この枝制約つきコーダルグラフ集
合に対して, 列挙, ランダム生成, 数え上げについて議論する. 本研究の目標は, 統計学, デー
タマイニング 数値計算などの様々な分野で個々に現れる実用的な諸問題に対して, アルゴリ
ズム理論の立場に基づいた統一的な視点を与えることである.

1 はじめに

グラフがコーダルであるとは, 長さ 4以上の誘導サイクル (induced cycle) を持たないことであ
る. コーダルグラフは, 統計学, 最適化, 数値計算. 計算理論など様々な分野で起因する多くの問
題に対して, 扱いやすい対象としてしばしば現れる. これらの分野においては, 対象とするグラフ
をコーダルグラフで近似して, コーダルグラフに対する効率的なアルゴリズムをしばしば適用する.
このような「コーダル近似」の「良さ」の評価は, 応用に依存する. 例えば, 統計学のグラフィカル
モデリングの文脈では, 良いコーダル近似の指標として, AIC (Akaike’s Information Criterion),
BIC (Bayesian Information Criterion), MDL (Minimum Description Length) などの最小化が考
えられる [18, 24, 29]. あるいは, 数値計算の文脈では, 加える枝の最小化 (minimum ffll-in問題)
が考えられる [20, 21, 27, 4]. また離散最適化の文脈では, 最大クリーク最小化 (treewidth 問題)
が考えられる [19, 12, 13, 3].
このような多様な評価基準に対して, 最適解の探索はしばしばNP 困難であり, 効率的な列挙,

ランダム生成は探索支援の汎用手法となり得る. すなわち, 全列挙による探索は, 厳密解法を実現
し, また, ランダム生成を利用した探索は, (乱択) 近似解法を実現し得る. 本研究の目的は, (コー

ダル) グラフ探索のための効率的な列挙法, ランダム生成法の開発, あるいは問題の難しさの解
析である.
グラフ $G$ のコーダル近似として. 例えば, $G$ に何本か枝を加えて得られるコーダルグラフ, あ

るいは $G$ から何本か枝を取り除いて得られるコーダルグラフ, という近似解空間を考えることが
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できる. 前者はグラフ $G$ のコーダル補完 (chordal completion), 後者はグラフ $G$ のコーダル縮
小 (chordal deletion) と呼ばれる. 与えられたグラフ $G$ のコーダル補完, あるいはコーダル縮小

を対象とした様々な問題が考られる.
本稿では, より一般化された問題を扱う. 具体的には, グラフの対否と $\underline{G}$ は同一の頂点集合を

持ち, $\overline{G}$ が $\underline{G}$ を包含し, 少なくとも一方はコーダルとする. このとき, $\overline{G}$ に含まれ, $\underline{G}$ を含むよ

うなコーダルグラフを考える. グラフ $\overline{G}$ がコーダルのとき, 対象はコーダル補完の一般化に相当
し, $\underline{G}$ がコーダルの場合はコーダル縮小の一般化である.
一般化した問題を考える理由は (少なくとも) 2つある. ひとつは, 問題が一般化されている

ということ自身が理由である. もうひとつは, より実用上の理由である. コーダル補完あるいは
コーダル縮小を扱う際, 対象の個数は一般に膨大であり, 効率的な列挙アルゴリズムを設計しても,
実際に列挙アルゴリズムを実行することは容易ではない. ランダムサンプリングを行うにしても,

同様に対象の巨大さに起因して, 真に重要な要素が出力される確率は極めて低くなりがちである.
コーダルグラフの個数に関して, Wormald [30] は頂点数 $n$ のラベルつきコーダルグラフの個数が
漸近的に $\sum_{r-\sim}^{n}(_{r}^{n})2^{r(n-r)}$ であることを示している. これは大まかに見積もって $2^{n^{2}/4+O(n\log n)}$ で

ある. このように「コーダルグラフ全てを探索する」 ことは非現実的であり, 探索領域を何らか

の方法で限定することは現実的な意味で重要である. 所望のコーダル近似を目的として, 限定さ
れた領域をヒューリスティクスや局所探索などと組み合わせて探索することができる.

主要な成果 本稿では, 与えられたグラフの対否と $\underline{G}$ の少なくとも一方がコーダルである場合に
ついて, $\underline{G}$ を部分グラフとして含み, $\overline{G}$ に含まれるコーダルグラフの効率的な列挙法を提案する.
ランダム生成法に対しては. その難しさに関する 2つの示唆を与える. ひとつ目の示唆として,

グラフ $\underline{G}$ を含み, グラフ $\overline{G}$ に含まれるコーダルグラフの数え上げが, $\underline{G}$ をコーダルに制限した場

合でも $\#P$完全であることを示す. この数え上げ困難性の結果は, 自己帰着性を利用した素朴なラ
ンダム生成法では, 多項式時間アルゴリズムが実現できないであろうことを示唆する. ふたつ目
の示唆として, マルコフ連鎖モンテカルロ (MCMC) 法に基づく議論を行う. MCMC法は数え上
げ困難な対象に対して, しばしば多項式時間ランダム生成法を実現し得る有効な手法である. 本
稿では, 一様ランダム生成を目的とした自然なマルコフ連鎖を与えると共に, そのマルコフ連鎖
の収束時間が最悪の場合に非常に遅くなることを示す.

関連研究 本稿で行う一般化は, Golumbic, Kaplan, Shamir [6] によって提案されたグラフサン
ドイッチ問題 (graph sandwich problem) の枠組みの特殊ケースに当たる. Golumbic, Kaplan,
Shamir [6] は, コーダルグラフ, パーフェクトグラフ, 区間グラフなどの多くのグラフクラスにつ
いて, グラフサンドイッチ問題が NP 完全であることを示している.
コーダルグラフの列挙に関して, Kiyomi, Uno [10], Kiyomi, Kijima, Uno [11] の結果がある.

Wormald [30] は $n$頂点のコーダルグラフの漸近的個数を議論している. 最小コーダル補完/縮小
は共に著名な NP 困難問題であるが $[28, 17]$ , 多項式時間近似アルゴリズム, 固定パラメータ容易
性, 指数時間厳密アルゴリズムに関する成果がある [16, 15, 3].

2 準備

本稿で扱うグラフは全て無向単純とする. グラフ $G$ に対して, $G$の頂点集合を $V(G)$ で, $G$の枝

集合を $E(G)$ で表す. 共通の頂点集合 $V$ をもつグラフの対 $G$ と $H$ に対して, $E(G)\subset E(H)$ (若し

くは $E(G)\subseteq E(H))$ が成り立つとき, $G\subset H$ (同様に $G\subseteq H$) と表記する. グラフ $G=(V,E)$
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Procedure $A(\overline{G},\underline{G})$ ($\overline{G}$ がコーダルの場合) Procedure $B(\overline{G},\underline{G})$ ($\underline{G}$がコーダルの場合)

1 begin 1 begin
2 $flndanedgee\in E\backslash E$ 2 $flndanedgee\in E\backslash E$

such that $\overline{G}-e$ is chordal such that $\underline{G}+e$ is chordal
3 If suche exists do 3 If suche exists do
4 output $\overline{G}-e$ 4 output $\underline{G}+e$

5 call $A(\overline{G},\underline{G}+e)$ 5 call $B(\overline{G},\underline{G}+e)$

6 call $A(\overline{G}-e,\underline{G})$ 6 call $B(\sigma-e,\underline{G})$

7 otherwise halt 7 otherwise halt
8 end. 8 end.

図 1: 列挙アルゴリズムの手続き.

と頂点対 $e=\{v_{1},v_{2}\}\in((2V)\backslash E)$ に対して, グラフ (V, $E\cup\{e\}$ ) を $G+e$ と表記する. 同様にグ

ラフ $G=(V, E)$ と枝 $e\in E$ に対して, (V, $E\backslash \{e\}$ ) を $G-e$ と表記する. 与えられたグラフの対
$\overline{G}$ と $\underline{G}$が $\underline{G}\subset\overline{G}$ を満たすとき, $\overline{G}$ と $\underline{G}$に挟まれるコーダルグラフ全体の集合 $\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})$ を

$\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})$
$dcf=$ {$G|G$ はコーダル, $\underline{G}\subseteq G\subseteq\overline{G}$ } (1)

と定義する. 集合 $\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})$ 中のグラフを $\overline{G}$ と $\underline{G}$ に対するコーダルサンドイッチと呼び, $\overline{G}$ と $\underline{G}$

それぞれを集合 $\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})$ の上限グラフおよび下限グラフと呼ぶ.
集合 $\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})$ 中のグラフは「ラベル」がついていることに注意が必要である. すなわち. 相異

なる枝集合を持つ $G\in\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})$ と $G’\in\Omega_{C}(\overline{G},Q)$ は, たとえ同型写像を持つ場合でも, 相異な

るグラフとして扱う.
本稿では, 与えられたグラフの対 $\overline{G}$ と $\underline{G}$ のうち, 少なくとも一方はコーダルグラフであること
を仮定する. 便宜のため, この仮定を次の条件として記述する.

条件 1 グラフの対 $\overline{G}$ と $\underline{G}$ は $\underline{G}\subset\overline{G}$を満たし, かつてと $\underline{G}$ の少なくとも一方はコーダル.

次は本稿の鍵となる命題で, Rose, Tarjan, Lueker [21] の結果から導かれる.

命題 21与えられたコーダルグラフの対 $\overline{G}=(V,\overline{E})$ と $\underline{G}=(V,\underline{E})$ は $\underline{G}\subset\overline{G}$を満たすとし, また
$k=|\overline{E}\backslash \underline{E}|$ とする. このときコーダルグラフの列 $G_{0},G_{1},$ $\ldots,G_{k}$ が存在して, $G_{0}=\underline{G},$ $G_{k}=\partial$

かつ, 各 $i\in\{0, \ldots, k-1\}$ について適切な枝 $e_{j}\in\overline{E}\backslash \underline{E}$ が存在して $G\iota+1=G_{t}+e$: を満たす. $\blacksquare$

命題 21はコーダルサンドイッチ集合が枝集合の包含関係に関して隠層的半順霞集合 (guaded poset)
になること意味する.

3 コーダルサンドイッチ列挙

本節では与えられたグラフの対 $\overline{G}$ と $\underline{G}$が条件 1を満たす場合について, 集合 $\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})$ 中のコー

ダルサンドイッチの列挙アルゴリズムを与える.
まず上限グラフ ー Gがコーダルの場合を考える. このとき, 命題 21より, もし $\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})\backslash \{\overline{G}\}\neq\emptyset$

ならば–G-eがコーダルとなるような枝 $e\in\overline{E}\backslash \underline{E}$が存在する. 枝 $e$に対して, 2つの集合 $\Omega_{C}(\overline{G}-e,\underline{G})$

と $\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G}+e)$ を考えると, コーダルサンドイッチ集合の定義より, 集合 $\Omega_{C}(\partial,\underline{G})$ 中のグラフ
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で枝 $e$ を含まないものは $\Omega_{C}(\overline{G}-e,\underline{G})$ に属し, 集合 $\Omega_{C}(\overline{G}, \underline{G})$ 中のグラフで枝 $e$ を含むものは
$\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G}+e)$ に属す. すなわち, 集合 $\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})$ に対して次の 2分割が得られる.

$\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})=\Omega c(\overline{G}-e,\underline{G})\cup\Omega c(\overline{G},\underline{G}+e)$ , かつ $\Omega c(\overline{G}-e,\underline{G})\cap\Omega c(\overline{G},\underline{G}+e)=\emptyset$.

このとき, 集合 $\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G}+e)$ の上限グラフ $\overline{G}$ はコーダルであり, 集合 $\Omega_{C}(\overline{G}-e,\underline{G})$ の上限グラ
フ $\overline{G}-e$ もまた, 枝 $e$ の選び方より, コーダルグラフである. すなわち, 集合中の要素が 1つに
なるまで, 2分割を再帰的に行うことことができる. 詳細には, アルゴリズムははじめに $\overline{G}$ を出

力し, 図 1の Procedure $A(\overline{G},\underline{G})$ を呼び出す.
このアルゴリズム全体の計算量は, Rose, Tarjan, Lueker [21] もしくは Tarjan, Yannakakis [23] に

よるグラフのコーダル判定に関する線形時間アルゴリズムを用いることで, $O(k(n+m)\cdot|\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})|)$

となる. ただし, $n=|V|,$ $m=|\overline{E}|,$ $k=|\overline{E}\backslash \underline{E}|$ とする. 詳細は [9] を参照されたい.
下限グラフ $\underline{G}$がコーダルの場合についても同様のアルゴリズムが得られる. 具体的には図 1の

再帰的な Procedure $B(\overline{G},\underline{G})$ を呼び出す. この場合も, 計算量は上限グラフ $\overline{G}$がコーダルの場合

と同様に $O(k(n+m)\cdot|\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})|)$ となる.

4 コーダルサンドイッチ数え上げの困難性

本節では, コーダルサンドイッチ数え上げの計算困難性について議論する.

定理 41 コーダルサンドイッチ数え上げ, $|\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})|$ の計算は入力される下限グラフ $\underline{G}$が連結

コーダルに制限された場合でさえ $\#P$ 完全である. $\blacksquare$

定理 41は, $\#P$完全問題のひとつであるグラフ中の森 (forest) の数え上げ [26] からの帰着によ

り, 証明できる. 証明の詳細は [9] に譲る. この帰着は parsimonious であり, すなわちコ\rightarrow ダル

サンドイッチ数え上げに対する近似計算法があれば, グラフ中の森数え上げに対しても近似比を
保存する計算法が存在する. なお, グラフ中の森数え上げに対する全多項式時間乱択近似計算法
(FPRAS) の存在性は大きな未解決問題である.
次に, コーダル縮小数え上げの困難性について議論する. グラフ $G$のコーダル縮小の集合はコー
ダルサンドイッチ集合 $\Omega_{C}(G, I_{n})$ と見ることができる. ただし, $I_{\mathfrak{n}}$ は $n$頂点からなる枝無しグラ
フを表す.

定理 4.2 $|\Omega_{C}(G, I_{n})|$ の計算は寺 $P$ 完全である. $\blacksquare$

証明は森数え上げ問題からの Cook-reduction によって得られるが, 詳細は [9] に譲る. したがっ

て, 個数計算はこの帰着によって近似比が保存されない.
これらの結果から, コーダルグラフの一様ランダムサンプリングが容易ではないことが, 従来

の数え上げとランダムサンプリングの関係に関する多くの先行研究 (例として [22] 参照) に基づ

いて示唆される.

5 素朴なマルコフ連鎖と収束の速さ
本節では, 条件 1の仮定の下で, $\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})$上での一様ランダム生成法について議論する. 本稿
では素朴で自然なマルコフ連鎖を与える. 非一様分布に対しても, Metropols-Hastings法を適用
することで, 同様のマルコフ連鎖が容易に定義されることに注意されたい.
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マルコフ連鎖 $\mathcal{M}$ は条件 1を仮定した集合 $\Omega_{C}(\overline{G}, \underline{G})$ を状態空間として持ち, 現在の状態 $G\in$

$\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})$ から次の時刻の状態 $G’$ への推移は以下のように定義される. まず, 枝 $e\in\overline{E}\backslash \underline{E}$ を一

様ランダムに選択する. 次に, 以下の 3つの場合を考える.

1. もし $e\not\in E(G)$ かつ $G+e$ がコーダルなら, $H=G+e$ とする.

2. もし $e\in E(G)$ かつ $G-e$ がコーダルなら, $H=G-e$ とする.

3. それ以外の場合, $H=G$ とする.

最後に, 確率 1/2で $G’=H$ とし, それ以外の場合は $G’=G$ とする. 明らかに $G’\in\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})$が

成り立つ.
条件 1の下で, 集合 $\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})$ は階層的半順序集合になることから, マルコフ連鎖 $\mathcal{M}$ は既約で

ある. また, $\mathcal{M}$ は明らかに非周期的であり, 従ってエルゴード的である. マルコフ連鎖 $\mathcal{M}$ は, 任

意の状態対 $G\in\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})$ と $G’\in\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})$ に対して詳細均衡方程式 $P(G, G’)=P(G’, G)$ を満

たすことから, 唯一の定常分布は $\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})$上の一様分布となる. 命題 21から, $\mathcal{M}$ の直径は高々
$2k$ である. ただし, $k=|\overline{E}\backslash \underline{E}|$ である.
マルコフ連鎖 $\mathcal{M}$ に対して, 次の命題が成り立つ. 詳細は [9] を参照されたい.

命題 51入カグラフの対 $\overline{G}$ と $\underline{G}$ は $\underline{G}\subseteq\overline{G}$ を満たすものとしたとき, $\overline{G}$ と $\underline{G}$ を共にコーダルグ
ラフに制限した場合でさえ, $\Omega_{C}(\sigma,\underline{c})$ 上のマルコフ連鎖 $\mathcal{M}$ の混交時間が $n$ に関して指数的とな
る例が無限個存在する. ただし, $n$ は $\overline{G}$ (と $\underline{G}$) の頂点数である. $\blacksquare$

6 まとめ

本稿では, 下限グラフがコーダルの場合に, コーダルサンドイッチ数え上げ問題が#P完全であ

る事を示した. 上限グラフがコーダルの場合の#P 困難性は未解決である. さらに, コーダル補完

(すなわち, 上限グラフが完全グラフのコーダルサンドイッチ) 数え上げも $\#P$完全であると我々

は予想している. 別のグラフクラスに対して, 我々は区間グラフサンドイッチ数え上げが#P完全

であることを示している (詳細は [9] 参照).

本稿では, コーダルサンドイッチ集合 $\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})$上の一様ランダム生成に対して自然なマルコフ
連鎖を与え, そのマルコフ連鎖の混交時間は $\overline{G}$ と $\underline{G}$ を共にコーダルに制限した場合でさえ, 指数

的となる例が存在することを示した. コーダルサンドイッチ集合に対して, 多項式時間の (近似)

一様ランダム生成法の存在は未解決である. 提案したマルコフ連鎖では, $\overline{G}$ と $\underline{G}$ が条件 1を満た

すとき $\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})$ が階層的半順序集合になることを利用した. しかし. $\overline{G}$ と $\underline{G}$ が共にコーダルグ
ラフである場合に制限しても, $\Omega_{C}(\overline{G},\underline{G})$ は一般には束になるとは限らない. 集合 $\Omega_{C}(\overline{G}, \underline{G})$ が束

となるような $\overline{G}$ と $\underline{G}$ の対の特徴づけは今後の課題である.
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