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概要

Zilber introduced the notion of analytic Zariski structure as an analytic version of Zariski
stmcture. Peatfield and Zilber showed that Hrushovski type generic stmctures can be made
as analytic Zariski stuructures. In this note I point out that a generalized Chow theorem
hold in those structures.

はじめに

解析的ザリスキー構造についての基本的な論文である $[PZ]$ において, Peatfield と Zilber
は, Hrushovski generic 構造を解析的ザリスキー構造として捉える方法について論じている.
そこでは, Chow の定理に対応する定理が証明されている.
本稿では, Chow の定理が成り立つ仕組みを解説し, $[PZ]$ で論じられている Hrushovski

generic 構造以外の構造においても同様の定理が成立することを指摘する.

1 解析的ザリスキー幾何の公理系
すでに何度か紹介したので. 解析的ザリスキー幾何の公理系 [PZ] については, 拙稿 [Il] を

参照していただきたい.
構造 $M=(M, \cdots)$ と $P=(P, \cdots)$ が解析的ザリスキー幾何の公理 A-C を満たすとき, 構

造 $M$ をコンパクト化可能な解析的ザリスキー幾何と呼ぶ. あるいは $P$ をコンパクト解析的
ザリスキー幾何と呼ぶ. ここで $M$ と $P$ に関しては, 互いに一方から他方は定義可能であると
する. したがって定義可能性の観点からは, どちらか一方だけに着目しても不都合は特に生じ
ない.

$C$ を $\bigcup_{n\in N}P^{n}$ の定義可能集合の集まりとし, $C$ に属する集合を $C$-閉集合と呼ぶ.

2Hrushovskiタイプの構成法
これは, Peatfield と Zilber の共著論文 $[PZ|$ において詳述されている例である.
Hrushovski が強極小集合に関する Zilber 予想や, 可算範疇性に関する Lachran 予想に対

する反例を構成するときに用いた手法を応用している.
Hrushovski 同様, 唯一の 3項関係記号 $R$ を持つ言語 $\mathcal{L}$ を考える. この $R$ は実は, 一般的

な「解析的関係」の高度な抽象化になっているようだが, すくなくとも論文の文面だけからで
は明らかではない. また, 体上で考察して訳でもないので, 目標とする 「複素解析的構造」 の

モデル理論にはまだまだ開きがあるが, とにかく第一歩である.
ここでは, 述語記号は 3項関係 $R$ が 1つだけであるが, 複数個の場合も考えることができ

る. 一般化された場合の generic 構造の作り方, 位相の定義も同様に行う.

定養 1(基本的な概念) 1. $X$ を有限な $\mathcal{L}$-構造とする.. $r(X)=|\{(x_{1},x_{2}.x_{3})\in X^{3}:x_{1}\neq x_{2},x_{1}\neq x_{3},x_{2}\neq x_{3},$ $R(x_{1},x_{2},x_{3}\}|$. $\delta(X)=|X|-r(X)$ を $X$ の前次元という.
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2. $\mathcal{K}=\{A$ : $A$ は $\mathcal{L}$-構造で, 任意の有限な部分 $\mathcal{L}$-構造 $A’$ に対して $\delta$ (A’) $\geq 0\}$

3. $d_{B}(A)= \min\{\delta(A\cup X):X\subseteq_{fin}B\}$ を, $A$ の $B$ での相対次元という.
4. $\delta(A)=d_{B}(A)$ のとき, $A$ は $B$ で強い関係にあるとい $A\backslash ,$ $A\leq B$ と書く. この概念を用
いると, $\mathcal{L}$-構造 $M$ に対して, $M\in \mathcal{K}$ と $\emptyset\leq M$ が同値になる.

5. $\mathcal{K}_{0}=\{A$ : $A$ は有限 $L$-構造, $\emptyset\leq A\}/\sim$

最後に定義した $\mathcal{K}_{0}$ を用いて, Hrushovski-Fraiss\’e タイプの構成を行い, 次のような構造
$M$ を得る.

1. $M$ は可算集合.

2. $\mathcal{K}_{0}=\{A:A\leq M\}/\sim$

3. $A\leq M$ かつ $f$ : $Aarrow B$ が強い埋め込みならば, $B’\leq M$ が存在して, $A\subseteq B’$ であり,
同型写像 $g:Barrow B’$ が存在して $gh=id_{a}$ が成り立っ.

4. $A,$ $B$ を有限な L-構造で $A\leq M$ かっ $B\leq M$ とする. このとき $A$ から $B$ への同型写像
は, $M$ の自己同型に拡張できる.

5. $M$ は同型を除いて一意的である.

$M$ に位相を定義し, その定義に関して解析的ザリスキー構造になっていることを示さなけ
ればならない.
位相を定義する基本概念は,「単純閉集合 (simple closed)」,「特殊閉集合 (special closed)」 ,

「基本閉集合 (basic closed)」 である. これらについては拙稿 [Il] を参照していただきたい.

定義 2 $($魯曙) 特殊閉集合ごとに対応する述語記号を導入し, 言語 $\mathcal{L}$ に添加して出来る言語を
$\mathcal{L}^{*}$ とおく.

定義 3 $A\subseteq M$ に対して,
$c\in c1_{M}(A)\Leftrightarrow d_{M}(c/A)\leq 0$

によって, $A$ の閉包 cl$M(A)$ を定義する.

定義 4(次元) $A$ をパラメーターの集合とし, $A$ 上定義可能な関係, あるいはタイプで定義さ
れる関係 $S$ に対して

$\dim(S)=\max\{d(\overline{s}/A)|\overline{s}\in S(M^{n})\}$

と定義する. この次元を使うと, 任意の閉集合に対して次元が定義される.

このように次元を定義すると, 自然につぎの補題を得る.

補題 5 $S$ を, 有限集合 $A$ 上定義された関係とする. このとき

$\dim(S)=0\Leftrightarrow S(M^{n})\subseteq(c1_{M}(A))^{n}$

2.1 Hrushovski構造の 1点コンパクト化
Hrushovski generic 構造を 1点コンパクト化してコンパクト解析的ザリスキー幾何を定義

するが, その方法は以下の通りである.
$M$ を Hrushovski generic 構造とし, $\overline{M}=M\cup\{\infty\}$ とおく. $U$ を $M$ における特別閉集合

とすると, 任意の $\overline{m}$ $\in$ X-架に対して, すくなくとも 1 っの $\overline{m}$ の座標が, $\infty$ ならば –M $\models$ U $(\overline{m})$

と定義することによって. $M$ における位相を, $\pi$ に自然に拡張することができる. このよう
な拡張を, Hrushovski generic 構造の 1点コンパクト化と呼ぶ.

$A\subseteq fin\overline{M}$ に対して
$\delta(A)_{\infty}=\delta(A-\{\infty\})$

と定義する. しかし, 混同の恐れのないときは, $\delta_{\infty}$ を単に $\delta$ と書く. $d_{\infty}(A)$ も同様に定義し,
混同の恐れのないときは, $d_{\infty}(A)$ を単に $d(A)$ と書く.

定義 6 1. $\mathcal{L}_{\infty}^{*}=\mathcal{L}^{*}\cup\{\infty\}$ とおく. $c\infty$ に関して, 否定を使わずに定義された関係を $\mathcal{L}^{*}-$

閉集合とよぶ.

2. $\mathcal{L}*$-閉集合の任意個の共通部分として定義される X架の部分集合を, 閉集合とすることに
よってがに位相を定義する.
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2.11 位相の定義

定義 2で得られた言語 $\mathcal{L}^{*}$ に $\infty$ を添加して得られる言語を $\mathcal{L}_{\infty}^{*}$ とする. 言語 $\mathcal{L}_{\infty}^{*}$ で, 否定
を用いずに定義される集合を乙�閉集合とよぴ, $\mathcal{L}^{*}$-閉集合の任意個の共通部分を架の閉集合
とする位相を導入する.
この位相を詳しく分析することによって,

命題 7 (Prop. 4.2.13 [PZl) 任意の $\mathcal{L}^{*}$-閉集合は, 否定だけでなく. 量化記号も用いずに定
義される.

ことが証明されるので, この位相により射影が閉写像になっていることがわかる. 解析的
ザリスキー構造であるためには, 射影が開写像であることも示さなければならない. そのため
に, specialization を考え, その spacialization を用いて $\pi\check$位相というものを定義する. この

$\pi$-位相を考えると, 射影が開写像であることは容易に証明できる. その後で, $\pi$-位相と乙�閉
集合による位相が同じであることを証明する.

212 解析集合の定義

Hrushovski の generic 構造 $M$ に位相と次元が入っていることが確認できたので, この 2

つの概念を用いて $M$ における解析集合を定義する.

定義 8 $U\subseteq\overline{M}$ を開集合とする.

1. $X\subseteq U$ が. $U$ で相対的に閉で ( $X\subseteq \mathcal{L}$-closed $U$ ), $X_{1}\subseteq_{cto\epsilon ed}U,$ $X_{1}\subsetneq X$ , かっ $\dim(X_{1})=$

$\dim(X)$ となる集合 $X_{1}$ が存在しないとき, $X$ は $U$ において強既約であるという.

2. $S\subseteq M\neg$ を閉集合, $u\in\overline{M}^{n}$ とする. 開集合 $V_{u}\ni u$ が存在して, $V_{u}\cap S$ が, 覧において
強既約な有限個の閉集合の和になっているとき, 閉集合 $S$ は $u$ で解析的であるという.

3. 各点 $u\in U$ に対して, 2で定義したような開近傍覧が存在するとき, 閉集合 $S\cap U$ は
$U$ で解析的であるという, $S\cap U\subseteq anU$ と書く.

4. $S\subseteq_{an}U$ とする. $S_{1},$ $S_{2}\subset\wedge S,$ $S_{1},$ $S_{2}\subseteq_{an}U$ かつ $S=S_{1}\cup S_{2}$ となるような $S_{1},$ $S_{2}$ が
存在しないとき, $S$ は既約であるという.

3 Chowの定理
射影空間において解析的集合は代数的であるということを主張する, 有名な Chow の定理

があるが, その定理に対応している定理が解析的ザリスキー幾何で成り立っている. この節で
は, まず本来の Chow の定理の証明を概観する.

31 $\mathbb{P}^{n}(\mathbb{C})$ における Chowの定理

[Mu], [Ol], [Nl] を参考にして, Chow の定理の証明と解析的ザリスキー構造の諸公理との
関係について考える.

定理 9 (Remmert-Stein の接続定理) $U\subseteq$
。

$p\mathbb{C}^{n},$ $Y\subseteq_{an}U$ とする. $X\subseteq U-Y$ とし, $X$

が $U-Y$ の既約な閉解析集合であり

$\dim X>\dim Y$

ならば, $X$ の $U$ における閉包は解析集合である.

この定理を用いた Chow の定理の証明は以下の通りである.
$X$ を $\mathbb{P}^{n}$ の閉解析集合とする. $\mathbb{P}^{n}$ のコンパクト性から $X$ は有限個の既約成分 (補題 11 (2)

参照) しかないから, $X$ が既約だとしてよい. 射影空間における標準的写像

$\mathbb{C}^{n+1}\backslash \{0\}$ $arrow$ $\mathbb{P}^{n}$

中 $\psi$

$x$ $\mapsto$ $\mathbb{C}\cdot x$ (原点と $x$ を通る直線)
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を考え, $X$ の逆像を $x*$ と書く. $U=\mathbb{C}^{n+1},$ $Y=\{0\}$ と考える. 1点は, 閉解析集合であり
次元は $0$ だから, Remmert-Stein の定理から $\mathbb{C}^{n+1}$ における $x*$ の閉包 $\overline{x*}$ は, $\mathbb{C}^{n+1}$ の解析
集合である. 定義イデアル $I_{\overline{X^{*}}}$ の有限個の生成元を $fi,$ $\cdots,$ $f_{m}$ とする.

$f_{j}(z)= \sum_{k=0}^{\infty}pjk(z)$ $pjk$ は $k$ の同次多項式 (1)

とおく. $z_{0}\in X^{*}$ とすると, 任意の $\lambda\in \mathbb{C}$ に対して $f_{j}(\lambda z_{0})=0$ だから

$f_{j}( \lambda z_{0})=\sum_{k=0}^{\infty}\lambda^{k}p_{jk}(z_{0})$ (2)

に注意して, 各自然数 $k$ に対して t $pjk$ (zo) $=0$ である. したがって解析集合 $\overline{x*}$ は, 無限個
の同次多項式 $pjk$ の共通零点である.
ところで, 多項式環 $\mathbb{C}[z|$ はネーター環だから,

$\{p_{jk}|1\leq j\leq m, k=0,1, \cdots\}$

で生成されるイデアルは有限個の生成元をもつ. よって $X$ はこれら生成元の共通零点になる
ので, 代数的集合である. $\blacksquare$

Chow の定理の定理は射影空間の性質を最大限利用している. 特に等式 (1), (2) の性質が
重要である. またべキ級数環のネーター性を利用して定義イデアル $I_{\overline{x*}}$ から有限個の生成元を
取り出しているが, ベキ級数のネーター性の証明には, Weierstrass の予備定理が必要である.

3.2 コンパクト解析的ザリスキー幾何における大域的解析性について
前節で述べた Chow の定理は「コンパクト空間においては大域的解析集合は代数的である」

という性質であるが, これに対応して, 解析的ザリスキー幾何ではつぎの定理が一般的に成り
立っ.

定理 10 ([PZ], Theorem 2.2.1) コンパクト解析的ザリスキー幾何における大域的解析集合
からなる集合族は, (代数的) ザリスキー幾何になる.

が挙げられる. 証明の要点は次の 3点である. $P$ をコンパクト解析的ザリスキー幾何とする.

補題 11 (1) $a\in S_{an}\subseteq U_{op}\subseteq P^{n}$ とし $S_{a}$ を点 $a$ の解析的既約成分の和集合とする. このと
き $S_{a}$ を構成する解析的既約成分は一意的に定まる.

(2) $P^{n}$ の大域的解析集合は有限個の既約成分しか持たない.
(3) 大域的解析集合の射影は大域的解析集合である.

証明 :(1) この命題の証明は拙稿 $[I1|$ でも取り上げたが, より簡潔な証明があるのでここに紹
介する.
いま $S_{a},$ $C_{a}$ をそれぞれ点 $a$ における解析的既約成分の有限個の和集合とし,

$S=S_{a}\cup S_{a}’=C_{a}\cup C_{a}’$

となっているとする. $S_{a}=C_{a}$ を示す. $S_{a}=S_{1}\cup\cdots\cup S_{k}$ とし, 各 $S_{i}$ は $a$ の解析的既約成分
で $a\in S_{i}$ とする. まず $S_{i}\subseteq C_{a}$ を示す.

$S_{i}=(S_{i}\cap C_{a})\cup(S_{i}\cap C_{a}’)$

である. ここで $S_{i}\cap C_{a}$ と $S_{i}\cap C_{a}’$ はそれぞれ解析集合だから, $S_{i}$ の解析的既約性より $Si=s_{:\cap C_{a}}$

または $Si=S_{i}\cap C_{\text{。}}’$ である. もし $Si=s_{:\cap C_{a}’}$ ならば $Si\subseteq C_{a}’$ となるが. これは a $\in$ S。か
つ $a\not\in C_{a}’$ であることに反する. よって $Si=S_{i}\cap C_{a}$ であるので畠 $\subseteq C_{a}$ である. したがって
$S_{a}\subseteq C_{a}$ である. 同様の議論を C。を構成する $a$ の解析的既約成分に対して行えば $C$

。
$\subseteq S_{a}$ が

得られる. よって $S_{a}=C_{a}$ である.
つぎに $S_{a}$ , C。を構成する, 点 $a$ の解析的既約成分は順序を除けば同一であること, すな

わち,
$S_{a}=S_{1}\cup\cdots\cup S_{k}$ , $C_{a}=C_{1}\cup\cdots\cup C_{l}$
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とすると, $k=l$ かつ任煮の $S_{i}$ に対して, ある $j$ が存在して $Si=C_{j}$ となることを示す.
$S_{1}\subseteq C_{a}$ だから

$S_{1}=(S_{1}\cap C_{1})\cup\cdots\cup(S_{1}\cap C_{l})$

であることに注意する. ここで各 $s_{i}\cap C_{j}$ は $U$ の解析的集合だから $S_{1}$ が既約な解析的集合
であることから $S_{1}=s_{i}\cap C_{j}$ となる $i$ が存在する. $i=1$ として一般性を失わない. よって
$S_{1}\subseteq C_{1}$ とする. ここで

$C_{1}-S_{1}=C_{1}\cap(U-S_{1})$

に注意する. $U\subseteq$
。$pP^{n}$ かっ $S_{1}\subseteq clU$ だから $U-S_{1}\subseteq$

。$pP^{n}$ に注意する. 公理 B.4より
$(C_{1}-S_{1})\subseteq$。$nU-S_{1}$ であり, 公理 C.4より $Ci-S1\neq\emptyset$ ならば $\dim(C_{1}-S_{1})=\dim C_{1}$ で

ある.
他方,

$C_{1}-S_{1}\subseteq C_{1}\cap(S_{2}\cup\cdots\cup S_{k})\subsetneq C_{1}$

であり, $C_{1}\cap(S_{2}\cup\cdots\cup S_{k})\subseteq$
。$nU$ に注意すると $C_{1}$ の既約性から $Ci-S1\neq\emptyset$ なら $\dim(Ci-$

$S_{1})<\dim C_{1}$ となって矛盾する. よって $C_{1}=S_{1}$ でなければならない.

(2) いま $S\subseteq P^{n}$ を大域的解析集合とし, 無限個の解析的既約成分によって構成されていると
する. 集合族

$S=\{S_{a}’|a\in S\}$

を考える. 各 $S_{a}^{l}$ は, $S$ を構成する無限個の解析的既約成分のうち, 有限個を除くすべての既
約成分を含んでいる. したがって $a\neq b$ ならば $S_{a}’\cap S_{b}’\neq\emptyset$ であるから, 集合族 $S$ は有限交叉
性をもっ. したがってコンパクト性から $\cap S\neq\emptyset$ となってしまって. 各 $S_{a}’$ に対して $a\not\in S_{\text{。}}’$

であることに矛盾する. よって任意の大域的解析集合は, 有限個の解析的既約成分によって構
成される.

(3) $S$ を大域的解析集合とする. 射影 $pr$ は, $S$ 上固有になるから公理 B5により, $pr(S)$ は大
域的解析集合となる. $\blacksquare$

系 12 コンパクト解析的ザリスキー構造において, 大域的解析集合だけを集めて得られる集合
族は, ザリスキー幾何になる.

証明 : $P$ をコンパクト解析的ザリスキー構造とする. 大域的解析集合の無限降下列が存在しな
いことがポイントである. $\blacksquare$

3.3 大域的解析性の意味づけ

Peatfield と Zilber の論文 [PZlで構成された, Hrushovski generic 構造を $\mathbb{P}^{n}$ とする. そ
こでの大域的解析集合は, 等式で定義された集合に限るということが成り立っている.

定理 13 (解析的ザリスキー幾何における Chow の定理, Thm 521[PZ]) $S$ を $\mathbb{P}^{n}$ の閉集
合とする. このとき,

$S$ は $\mathbb{P}^{n}$ の解析的集合 $\Leftrightarrow S$ は等式のみで定義される.

が成り立っ.

証明 : 等式のみで定義された閉集合は, 既約であり強既約でもある. さらに解析的にも既約で
あるので解析集合になっている.

$S\subseteq an\mathbb{P}^{n}$ とする. $S$ が閉集合であるから, $S$ の定義には, 述語記号 $R$ と等号が, 肯定的に
現れる. 実は, $R$ は現れないことを示せばよい. $S$ の解析的既約成分を考えることにより, $S$

自身既約だと考えてよい. $S$ に $R(x, y, z)$ が現れているとすると, 1点コンパクト化の定義に
より

$(\{\infty\}xM\cross M)\cup(M\cross t\infty\}xM)\cup(MxMxt\infty\})\subseteq S$

が成り立ってしまうので, $S$ の既約性が壊れてしまう. 局所的な解析集合, すなわちある開集
合の部分集合として解析的な場合は, 開集合の部分に等号の否定を含むことができるのでこの
ようなことは起こらない. したがって大域的解析集合には, 述語記号 $R$ は現れない. $\blacksquare$
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34 $\delta$-関数と大域的解析性

Hrushovski generic 構造の一般的構成を簡単に振り返ると, 次のようになる.

1. 有限個の述語記号からなる言語 $\mathcal{L}$ を決める.

2. 言語 $\mathcal{L}$ に関する有限構造に対して $\delta$-関数を導入する. $\delta$-関数に関しては, Schanuel 性が
成り立つようにしておく.

3. $\delta-$関数を用いて, 言語 $\mathcal{L}$ の有限構造のクラス $\mathcal{K}$ を 1つ決める.

4. クラス $\mathcal{K}$ に属する有限構造を貼り合わせて generic 構造 $M$ を構成する.

5. Hrushovski generic 構造 $M$ を 1点コンパクト化した構造 $\overline{M}$ に対して, Peatfiled と Zilber
の方法と同様にして位相を定義し, コンパクト解析的ザリスキー幾何 $\mathbb{P}$ と考える.
さて $\mathbb{P}^{n}$ の定義可能な部分集合に対しては, $\delta$-関数から定義される $d$-関数が定義されるが,

この d-関数を用いて, 次元関数 $\dim$ が, やはり Peatfiled と Zilber の方法と同様にして定義
される. この次元関数 $\dim$ を用いて, 強既約性, 解析的既約性が定義され, 最終的に解析的既
約成分, 解析集合が定義される.
このような状況では, つぎの定理が一般的な Chow の定理と考えられる.

定理 14 (一般的 Chow の定理) $S$ を $\mathbb{P}^{n}$ の閉集合とする. このとき,

$S$ は $\mathbb{P}^{n}$ の解析的集合 $\Leftrightarrow S$ は $\delta$-関数に関与しない述語および等式のみで定義される.

が成り立っ.
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