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1 はじめに

近年「ソフトマター $J$「やわらかいガラス」などと呼ばれる非結晶物質の塑性的挙動 [1,2] が物理学者の注目
を集めるなか, 中原と松尾により, 興味深い実験結果が報告された [3$\triangleleft$ ]。粉末状の炭酸カルシウム $(CaCO_{3})$

を水に混ぜて泥状にしたもの (ペースト) を作り, 浅い容器に入れて静置乾燥させる。乾燥によって生じる亀

裂パターンは, 通常は等方的なセルパターンとなるのだが, 中原らは, 乾燥以前の “初期条件” を通じて, 亀裂

パターンに顕著な異方性を導入できることを発見した。 具体的には. ペーストを容器に注いだ直後に水平に揺

すってやると, その外力の記憶が何らかの形で刷り込まれ, 割れるべき方向が決まる. というものである。

中原らは, 系統的な実験により, このようなペーストの記憶効果には塑性が本質的であることを明らかにし

た。加えられた振動の強さがある閾値を下回ると記憶効果は観察されず, しかもこの閾値はちょうどペースト
の降伏応力に対応している。 加振強度が閾値をわずかに上回る場合には塑性流動が生じ、その記憶によって加
振方向に垂直な亀裂ができる (第 1種 Nakahara 効果 [4, 7])。振動が強すぎたり水が多すぎたりすると, 波が
立ったり大域的な流れが生じたりして, 炭酸カルシウムペーストの記憶は失われる。異なる種類のペースト
(炭酸水酸化マグネシウムなど) での実験結果 $[()]$ はより複雑で, 炭酸カルシウムと同じく加振方向に垂直な亀

裂を生じるだけでなく, 水が多い条件においては, 加振による流れに平行に亀裂が生じるという, 異なるタイプ
の記憶効果 (第 2種 Nakahara 効果) をも示す。 ただし, この場合も, 強すぎる振動は乱流的あるいはカオス
的な流れを生じ $*$ , 記憶喪失をひきおこす。

本講演では, 第 1種 Nakahara 効果に着目し. この現象が連続体力学の枠内で説明できる可能性を示す理論
的解析 [7, 8] を紹介する。 この解析では, Lagrange 変数による流体記述および変分による弾性体力学を用いて
いるので, Euler に関係のある話題が少なくとも 2つ登場することになる。解析の結果, 流れの方向に張力が
作りだされ, その張力がペーストに残留することが示される。残留張力があるということは, 乾燥後のペース
トはその方向に割れやすいということだから, この結果は第] 種 Nakahara効果の説明となり得る。

2 物理方面の準備

2.1 Maxwell モデル

ペーストは, 黙って放置するとやわらかい固体となり, ある閾値以上の力を加えると液体となって流れると
いう性質をもつ。 この性質をモデル化することが董要である。 そのための出発点として, まず, レオロジーで

よく知られた Maxwe\’il の粘弾性モデル [2, 9-14] についてまとあておこう。
Maxwell モデルは, しばしば離散要素の形で, バネとダッシュポットを図 1のように直列につないだものと
して描かれる [9, 10]。バネは Hooke 弾性体, ダッシュポットは Newton粘性流体に相当し, Maxwell モデルは
両者の性質を併せもつ粘弾性流体の記述を意図している. この描像で, 張力 $\prime 1^{I}$ と全長 $x$ の関係を求めると

$T= \kappa(x_{S}-\prime r_{b}^{\#})=\mu\frac{dx_{D}}{dt}$ . $a:=\tau\cdot s+\prime I^{\cdot}D$ (1)

中原氏 (私信) によると, この場合の典型的な Reynolds 数は, 基準長さとして層の厚さ $H$ をとるなら $R_{H}=100$ 程度, 容器の
水平方向長さ $L$ をとるなら $R_{L}=2000$ であるという Z) 通常の乱流遷移から考えると $R_{H}=100$ という値は小さすぎるようにも
思えるが. 水平方向加振によって通常の乱流とは毘なる種類のカオス的な流れが生じている可能性もある (1
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図 1: 離散要素としての Maxwcll モデルの象徴的図示。

となる。ここで $\kappa$ はバネ定数, $\mu$ は抵抗係数, $x_{S}$ と $x_{D}$ はそれぞれバネの部分とダッシュポットの部分の長さ,
盛はバネの自然長をあらわす。通常, 式 (1) から, いわゆる内部変数 $(x_{S},$ $x_{D}$ および $x_{S}^{\#})$ を消去し,

$( \mu^{-1}+\kappa^{-l}\frac{d}{dt})T=\frac{dx}{dt}$ (2)

という形にすることが多い。式 (2) には, 応力緩和の時間スケ-)$\triangleright\mu$ / $\kappa$ が現れている。

さてここで Maxwell モデルに対し. さらに 2つの要素を考慮する必要がある。ひとつは塑性を含めること,
もうひとつは $n_{d}$ 次元での連続体記述である。最初の点に関しては, 既存の研究の多くは式 (1) の直接的拡張
である弾塑性分解 $[15_{\}16]$ に基づいているが, このアプローチには, 特に有限変形の場合, 不用心に内部変数を
用いることによる危険性がつきまとう。そこで我々は, 内部変数 $\prime J:_{D}$ への直接的な参照を避けるべく, 通常の
弾塑性分解とは異なる, むしろ式 (2) に近いアプローチをとることにする。
考え方の要点は, 緩和を自然長砂に担わせる点にある。ここでいう自然長渉とは, 張力 $T$ を完全に弾性的

なバネによるものと見なした場合の自然長のことで i

$T=\kappa(x-x\#)$ (3)

のように $T$ と関係づけられる。自然長がは, “内部変数” を用いて $x\#=x_{S}^{\#}+x_{D}$ のように書けるが, この関
係式を陽に用いることはせず, 緩和の存在は $dx\#/dl$ を通じて扱うものとする。式 (3) を式 (2) に代入し,

$\frac{dx\#}{dt}=\frac{\kappa}{/A}(\prime JJ-J,\cdot\#)$ すなわち $( \iota+\mathcal{T}\frac{d}{dt})J^{\cdot}\#=\prime J^{\cdot}$ $($ここで $\tau=\frac{\mu}{\kappa})$ (4)

という, 自然長紳の緩和の式が得られる。この式 (4) が第 4章の塑性モデルの雛型となる。

22 曲線上の質点力学

続いて Maxwell モデルの連続体版を考えたいが, そのためには、微分幾何学の知識が必要となる。筆者を含
めて多くの物理学者にとって, 微分幾何学 [17] は力学から入るのが分かりやすいと思われるので, そのための
例題として, 図 2(a) のような, なめらかな曲線上に拘束された質点の運動を考えよう。 曲線の形が具体的に定
まっていたほうが話がしやすいので, ここでは

$\theta\mapsto r=r(\theta)=\{\begin{array}{l}\prime J\cdot y\end{array}\}=\{\begin{array}{ll}L sin()-H c.os\theta\end{array}\}$ (5)

とする。鉛直上向きを $+y$ 方向に取り, 重力加速度ベクトルを $G=(0, -G)$ とする。
初等的な力学では, 曲線 $(\ulcorner))$ の単位法線ベクトル $e_{n}$ を用いて束縛力 $Ne_{n}$ を導入し, 運動方程式を

$m\ddot{r}=Ne_{n}+mG$ $(mG=-\nabla\Phi)$ (6)

すなわち

$m \ddot{\theta}\{\begin{array}{ll}L cos(H sin\theta\end{array}\}+m \dot{\theta}^{2}\{\begin{array}{l}-Lsirl(jH(^{\backslash }\kappa)s\theta\end{array}\}=\frac{N}{\sqrt{L^{2}\cos^{2}\theta+H^{2_{f}};in^{\underline{\supset}}\theta}}\{\begin{array}{ll}-II si_{f1}()Lc\{)s \theta\end{array}\}+ \{\begin{array}{l}0-mG\end{array}\}$ (7)
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図 2: (a) なめらかな拘束を受けて曲線上を運動する質点。 (b) 同じく曲線-ヒに拘束された質点系。

のように書き下す $\dagger$。曲線にとって, 法線方向というのは “外の世界” のものであって, 自分に内在する方向で

はない。そういうものを用いているという意味で、式 (7) は “外の世界” から見た運動方程式である。

束縛力 $N$ を消去するため. 運動方程式 (7) の両辺に対し, 接線ベクトル dr$/d\theta=\sqrt{L^{2}\cos^{2}\theta+H^{2}\sin^{\underline{9}}\theta}e_{t}$

と内積をとる (ここで $e_{t}$ は単位接線ベクトル)。結果を整理すると

$M(\ddot{\theta}+\gamma\dot{\theta}^{2})=f$ (8)

となり, ここで

$M=m\frac{dr}{d\theta}\cdot\frac{dr}{d\theta}=m|\frac{dr}{d\theta}|^{2}=m(L^{2}\cos^{2}\theta+H^{2}\sin^{2}\theta)$ , $M\gamma=m\frac{d^{2}r}{d\theta^{\underline{9}}}\cdot\frac{dr}{d\theta}=\frac{1}{2}\frac{dM}{d\theta}$

$f=(- \nabla\Phi)\cdot\frac{dr}{d\theta}=\frac{d}{d\theta}(mGH\cos\theta)=-mGH\sin\theta$

である。

他方, 我々は解析力学というものを知っており, そのおかげで “中の世界” の運動方程式 (8) を直接に書き下

すことができる。 言わずと知れた Euler-Lagrangc 方程式である。質点の位置は一般化座標 $()(t)$ で表示され,

その時間微分 $\dot{\theta}$ は一般化速度. $p=M\dot{\theta}$ は一般化運動量, また式 (8) の右辺は一般化力と呼ばれる。 ところで速

度も運動量も力もベクトルだったはずだが. ‘中の世界” の運動方程式において これらの基底は何だろうか?

速度とは $v=\dot{r}$ のことであり, 連鎖則を用いて $v=\theta$ dr$/d\theta$ と書ける。この式では, 接ベクトル $\ddagger$

$dr/d\theta$ が

基底の役割を果たしている。他方, “外の世界” の運動方程式 (7) の右辺を $F=F_{t}^{\backslash }e_{t}+F_{n}^{1}e_{n}$ とすると, ‘’中の

世界 ‘’ にとって, $\Gamma_{n}^{4}e_{n}$ は (拘束がなめらかである限り) 意味がなく. 意味があるのは $\Gamma_{t}^{t}e_{t}$ のほうである。 こ

のように “中の世界’ にとって意味がある情報を抽出する手続きを明確にするには, 双対基底 $\nabla\theta$ および射影

演算子 $\hat{\mathcal{P}}$ を導入い, “外の世界” の運動方程式 (7) を曲線 (5) の接空間 (接線ベクトルで張られる空間) に射

影してみるのがよい。今の場合, 簡単な計算により

$\nabla\theta=|\frac{dr}{d\theta}|^{-\underline{?}}\frac{dr}{d\theta}$ , $\hat{\mathcal{P}}=(\nabla\theta)\otimes\frac{dr}{d\theta}=|\frac{dr}{d\theta}|^{2}\nabla\theta \mathfrak{B}\nabla\theta$ (9)

となる。式 (7) に $\hat{\mathcal{P}}$ を作用させると. 左辺は $(\ddot{\theta}+\gamma\dot{\theta}^{2})$ dr $/d\theta_{:}$ 右辺は $-f\nabla\theta$ となり, これから式 (8) を得る。

23 曲線上の連続体力学

続いて, 図 2(b) のように曲線上に多数の小質点がある系を考え, その連続極限として曲線上の連続体力学に

ついて考察する。位置ベクトルは式 (5) のように Euler 変数” $\theta$ でパラメータ表示され, 他方, それぞれの小

\dagger 加速度項のうち $\dot{\theta}^{2}$ の項は $e_{n}$ に甲行てはないことに il意。なお. 円軌道の場合の式は $L\theta$ が弧長に等しいという特殊事情による)

1単位接線ベクトル $e_{t}$ ではないことに注意 ‘’ 接ベクトルの長さも $v$ と $\dot{\theta}$ の関係を知るための情鞭を担っているということだ (’
\S なお, 解析力学も現代的微分幾何学も曲線内部の肚だけで完結できる以 $\rfloor_{-}^{\sim}$ , 本来は $\dot{P}$ などは無用の存在であり, 外部の世界に頼る
のは軟弱者である ‘、 しかしたとえば我々が道を歩くには, 理論上, 測度ゼロのスペースを残してすべての地面を奈落の底まで掘り
ドげても良いはずだが, そのような綱渡りに耐えられる人が何人いるだろうか? 荘 J’.の言う 「無用の用」を地でいく話である.,
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質点 (微小要素) は $\xi$ というラベル変数で表示されるとすると, 微小要素の位置は

$r=r(\theta)$ , $\theta=\theta(\xi.t)$ すなわち $r=r(\theta(\xi, t))=r(\xi,t)$ (10)

のようにあらわせる。以下, 独立変数を $(\xi, t)$ とする, いわゆる Lagrange 記述 [18-20] を一貫して採用し, 特
に Ot は常に Lagrange 記述での時間微分 (Lagrange 微分) を意味するものとする 1 これにより, 速度は
$r=r(\xi, t)$ の時間微分として $v=\partial_{t}’r$ のように与えられる。接空間の基底として $(’\rangle_{\xi}r$ をとり, 考えている連
続体の微小要素の Euclid 長さを $\Delta s$ とすると、 $\Delta s$ と $\Delta\xi$ を関係づけるものとして, $\xi$ 空間上の誘導計量 $g$ が

$\Delta_{S}=|\frac{\partial r}{\partial^{r}\xi}|=\sqrt{g(\Delta\xi)^{7}\sim}$ , $g= \frac{\partial r}{\partial\xi}\cdot\frac{\partial r}{\partial\xi}$ (11)

のように自然に導入される。密度を $\rho=\rho(\xi, t)$ とすると, 質量保存則は

$\subset J_{t}(\rho\Delta_{\iota}\backslash \cdot)=0$ すなわち $\rho=\frac{\rho_{0}(\xi)}{\sqrt{g}}$ (12)

と書ける (1次元系で非圧縮だとあまりにつまらないので, ここでは $\rho$ は時間変化し得るものとしている)。

運動学から力学の考察に進もう。 とりあえず, この系は弾性的であるものとし、運動方程式を

$\delta\int\int(\mathcal{K}-\Phi-\mathcal{E})dsdt=0$ $(ds=\sqrt{g}ds)$ (13)

とする。 ここで $\mathcal{K}=’\frac{1}{2}\rho v^{2}$ は (長さあたりの) 運動エネルギー, $\Phi=-\rho Gy$ は重力のポテンシャル, $\mathcal{E}$ は弾性
歪みエネルギーである。基底 $\partial_{\xi^{\Gamma}}’$ に関する速度 $v$ の成分 $v(\neq|v|)$ を $v=v^{t}\partial_{\xi}r$ により導入し (微分幾何学で

いう “反変成分”), また式 (12) を用いると

$/ \mathcal{K}ds=\frac{1}{2}/\rho|v\frac{r^{t}J_{1}}{\partial\xi}|^{2}\sqrt{g}d\xi=\frac{1}{2}/\mathcal{M}v^{2}d\xi$, $/\Phi d_{S}=./\rho Gyd_{S}=/\rho 0\varphi d\xi$

となり, ここで $\mathcal{M}=\rho_{0}g,$ $\succ^{\tau=Gy}$ である。続いて, 弾性歪みエネルギーの表式を得るために, 各要素の ‘哨
然長’「 $\Delta s’=\sqrt{g\#(\Delta\xi)^{2}}$ を導入して, 伸長率 $\lambda$ を $\lambda^{2}=(\Delta s/\Delta_{S}^{\#})^{2}=g/g\#$ によって定め, $\mathcal{E}$ は $\lambda$ の関数とし

て与えられるとする。次元を合わせるため, 線張力の次元をもつ弾性定数 $k$ を導入し,

$/\mathcal{E}d_{c}\backslash \cdot=k/\epsilon(\lambda)\sqrt{\prime\prime}d\xi$. $\lambda^{\underline{9}}=\frac{g}{.q\#}$ (14)

としよう。応力緩和はないとすれば $\sim$
# $F$は $\xi$ だけの関数であり, $\partial_{tg\#}=0$ または $\partial_{t}(1/g\#)=0$ と書ける。

こうして運動方程式 (13) の内容が定まったので, $\theta\mapsto\theta+\delta\theta$ として変分を計算しよう。作用積分の各項は,
$g$ や $v$ を通じて $\theta=\theta(\xi,t)$ の汎関数となっている。式 $(1j)$ および $v=v\cdot\nabla\xi=(\partial_{t}\theta)/(\partial_{\xi}\theta)$ より

$\delta g=\underline{)}(’\partial_{\xi}r)\cdot\frac{\partial}{\partial^{r}\xi}(\frac{dr}{d\theta}\delta\theta)$ , $\delta t=\delta(\frac{0_{t^{\theta}}}{\partial_{\xi}\theta})=\frac{\partial_{t}\delta\theta-v\partial_{\xi}\delta\theta}{d_{\xi}\theta}$

であることを用いて変分を計算すると

$\delta/\mathcal{K}d_{S}=-/\rho o(t\partial_{l}v)\cdot\frac{dr}{d\theta}\delta\theta d\xi+$ [ $t$ で積分すると消える項] (15)

$\delta/\Phi ds=$ $/ \rho_{0}\frac{d\varphi}{d\theta}\grave{\delta}\theta d\xi=-/\rho_{0}G\cdot\frac{dr}{d\theta}\delta\theta d\xi$ (16)

$\delta/\mathcal{E}d_{S}=-/\frac{\partial}{\partial\xi}(\sigma|\frac{dr}{d\xi}|^{2}e_{t})\cdot\frac{dr}{d\theta}\delta\theta d\xi$ $[$ここで $\sigma=\sigma(g,g^{\#})=k(\frac{--\prime(\lambda)/\lambda}{g\#}-\frac{\epsilon}{g})]$ (17)

囑通常, Euler 紀述での時間微分と区別して $D/Dt$ と;$|$岡ことが多いが, これは $(\xi, t)$ を独 $|$’./.変数としたときの $t$ での偏微分にほか
ならないのだから、Lagrange $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

-

$\llcorner|$述では $\theta_{t}$ と書けば $|$ 分である、’
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となり. 張力 $\sigma$ は $(g,g\#)$ の $-1$ 次の同次関数となる。さらに, 式 (17) の被積分関数中にある $\xi$ 微分の項は

$\frac{\partial}{\partial\xi}(\sigma|\frac{dr}{d\xi}|^{\underline{9}}e_{t})=\sqrt{g}(\nabla\xi)\cdot\frac{\partial}{\partial’\xi}(\sigma\frac{\partial r}{\partial\xi}\otimes\frac{0_{r}’}{\partial\xi})=\sqrt{g}div\overline{\sigma}$ $( rightarrow\sigma=\sigma\frac{\partial r}{\partial\xi}\otimes\frac{\partial r}{\partial\xi})$ (18)

のように書き直せる。結果は, 射影演算子 $\hat{\mathcal{P}}=(\nabla\xi)\otimes r\partial_{\xi}r=g(\nabla\xi)\otimes(\nabla\xi)$ を用いて

$\rho\hat{\mathcal{P}}\partial_{t}v=\hat{\mathcal{P}}(div\overline{\sigma}+\rho G)$ (19)

のようにまとめられる。以上のとおり, 弾性体力学を曲線上で定式化することができた。ここでは変形が微小
という仮定は全く用いていないことに注意しよう。すなわち, 式 (14) で $\lambda$ が微小である必要はない。

ここで Maxwell モデルに戻り, さきほど式 (4) の直後に記した 2つの課題を思い出そう。ひとつめの課題は
塑性を導入することで, そのためには式 (4) のような形で緩和を導入すればよい。 離散要素の場合の式 (4) に

おける渉に相当するのは, 1次元の連続体力学の場合, 式 (14) の直前で導入された $g\#$ である。 このことと, 2
番目の課題が $n_{d}$ 次元の連続体力学としての定式化であることを考えると, $g$ や $g\#$ の $n_{d}$ 次元版を考えれば良

いことになる。次の第 3章で, そのための数学的な準備をおこなうことにしよう。

3 数学方面の準備

第 2章で考えたような曲線 (5) 上の力学の場合, ‘外の世界” の次元と “中の世界” の次元が異なるために,
射影演算子 $\hat{\mathcal{P}}$ の導入が必要であった。 しかし第 4章で考察するペーストのモデルでは, (中の世界’ の次元が

上がり, 外の世界と同じ次元になる。 これにより, Label 変数が $n_{d}$ 成分の量になるという意味では面倒になる

が, その代わり, 射影演算子 $l\hat,$ は恒等演算子となり, その面ではかえって簡単になる。
ラベル変数の式 (10) の $n_{(1}$ 次元版で, $t$ を固定したものを考えよう。すなわち, 任意の時刻 $t$ において, $n_{d}$ 個

の変数の組 $\xi$ から $n_{d}$ 次元 Euclid 空間の位置 $r$ への写像が与えられているとする。たとえば $n_{d}=3$ の場合

$\xi=(\xi, \eta, \zeta)\mapsto r=r(\xi)=[y(\xi.’\eta,\zeta\}]_{Cartesian}$ (20)

のように書ける。式 (10) の場合と同じく, $\xi$ を「ラベル変数」と呼ぶことにする。

3.1 反変ベクトル成分

写像 (20) は十分になめらかで可逆だとすると, たとえば $r|.d=3$ の場合, ベクトルの組 $\{\acute{(}i_{\xi\zeta}r,\partial_{\eta}r,(’ r\}$ は,
$r$ 空間の各点における局所的な基底となる。 これにより, 任意のベクトル場 $f$ を

$f=[\frac{\partial r}{\partial\xi}$ $\frac{\partial r}{\partial\eta}$ $\frac{\partial r}{\partial\zeta}]\{\begin{array}{l}f^{\xi}f^{7|}f^{\zeta}\end{array}\}=f^{\zeta}\frac{()r}{\partial\xi}+f^{\eta}\frac{(\prime)r}{\partial\eta}+f^{\dot{1}}\frac{d’r}{\partial\zeta}=f^{\dot{t}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{i}r$ (21)

のように成分表示できる。なお, $Eiiist_{C}in$ の総和規約に従い, $i\in\{\xi,\eta, \zeta\}$ に関する和の記号を省略している。
式 (21) の係数 $(f^{i})$ を, ベクトル場 $f$ の反変成分という。微分幾何学の慣習に従い, 反変成分は上つき添字で
示される。

ラベル変数を $\xi$ から $\overline{\xi}$ に変数変換すると, 基底ベクトルは $\{\partial r/\partial\xi^{i}\}$ から $\{\partial r/\partial\overline{\xi}^{1}\}$ に変化する。同時に、
$(f^{i})$ から $(\overline{f}^{i})$ への変化が基底の変化を打ち消すように生じ (だから “反変成分” という), $f$ 自体は不変とな

る。物理量のあいだの関係を記述する式は, ラベル変数の選択からは独立でなければならないので, このこと
を保証するために, 方程式の両辺が変数変換に関して同一の挙動を示すこと (すなわち “スカラー” とか “反

変ベクトル成分「とかいった変換則による分類が同じであること) が要求される。そういうわけで, たとえば
$a^{i}=2b^{i}$ は良いが.

$\acute$

$a^{t_{=}^{?}}b^{i}+2$ はダメだ (スカラーである 2を反変ベクトル成分 $b^{1}$ に足してはいけない)。
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2階のテンソルの成分表示は, たとえば $P=P^{r.j}.(\partial_{i}r)\otimes(\partial_{j}r)$ のようになる $||$。反変成分 $(P^{ij})$ はふたつの

反変ベクトル成分の積と同じ変換則に従い, したがって $P$ 自体は $\xi$ 空間での変数変換に対して不変となる。
ついでながら, 上つき添字をもつ Kroiiecker デルタ $\delta^{ij}$ は, 正しい変換則に従わず, したがって物理的に意味
のあるテンソルとはならない。 このあと示すように、等方テンソルの反変成分は $(\delta^{ij})$ ではなく $(g^{ij})$ である。

3.2 計量テンソル

ラベル $\xi$ をもつ流体要素 (“粒子”) と, ラベル $\xi+d\xi$ をもつ近傍の要素との $E_{1}i_{C}1id$ 距離を $d_{S}$. とすると,

$ds^{2}=|(\partial_{i}r)d\xi^{i}|^{2}=g_{ij}d\xi^{i}d\xi^{j}$ , $gij=(\partial_{i}r)\cdot(’\partial_{j}r)$ (22)

のように書ける。式 (22) は, $r$ 空間の Euclid 距離を持ち込むことで $\xi$ 空間上に誘導計量テンソル $(g_{i}j)$ を定
義している。個々の成分を意識しない場合, この “Euclid(誘導) 計量テンソル” を $g$ と書くことにする。

33 双対基底と共変ベクトル成分

すでに述べたとおり, $\xi$ から $r$ への写像は滑らかかつ可逆であると仮定しているので, $\nabla\xi^{i}=\prime^{1}\partial\xi^{l}/\partial r$ が問題

なく定義できる。連鎖則により $(’\partial_{i}r)\cdot\nabla\xi^{j}=\delta_{l^{j}}$ が成り立ち, $\{\nabla\xi^{i}\}$ は $\{\partial_{i}r\}$ の双対基底となる。さらに,
外側の空間である $r$ 空間が 1埋め込まれている $\xi$ 空間と等しい次元をもつため,

$(\nabla\xi^{j})\otimes\partial_{i}r=I1$ ($=[r$ 空間における単位テンソル]) (23)

も成立する (すなわち $\hat{\mathcal{P}}$ は恒等演算子となる)。双対基底を用いれば, 任意に与えられたベクトル場の反変成
分が具体的に計算できる。たとえば $f$ の反変成分は $f^{i}=f\cdot\nabla\xi^{i}$ である。この式を式 (21) の右辺に代入する
と, 式 (23) のおかげで確かに $f$ に戻る。

ベクトル場 $f$ の反変成分 (ノリの対照概念として, 共変成分 $( \int_{i})$ を $f=ft\nabla\xi^{t}$ で定義する。容易に確認で
きるように, $f_{i}=(\partial_{i}r)\cdot f=g_{ij}f^{j}$ が成り立つ。

式 (22) および (23) から, $(g_{ij})$ は単位テンソル皿の共変成分であること, また, 1の反変成分は, $(gij)$ の逆
行列 $(g^{ij})$ となることが分かる:

$g_{ij}(\nabla\xi^{i})\emptyset(\nabla\xi^{j})=g^{ij}(’\partial_{i}r)\otimes(\partial_{j}r)=j1$ , $g_{ij}g^{gk}=\delta_{i}^{k}$ . (24)

3.4 共変微分

連続体の運動方程式のように空間微分を含む方程式を一般的な曲線座標で成分表示するには, $\nabla_{j}$ という演
算子が必要になる [21]。演算子 $\nabla_{\dot{j}}$ は共変微分と呼ばれ, 一般には $\partial_{j}^{r}=\partial/\partial\xi^{j}$ とは別のものである (ただし

スカラー場に対しては $\nabla$j $=\partial$,)。空間自体が曲がっている場合には, 共変微分を適切に定義する方法は自明
ではないが, 今の場合. 幸いなことに, 空間自体は平坦なので, 通常の勾配演算子 $\nabla=\dot{t}$)$/\partial r$ を利用し, $\nabla_{j}$ を

勾配の共変成分として定義できる。反変成分 $(f^{i})$ を通じて与えられた任意のベクトル場 $f$ に対し, 勾配は

$gradf=\nabla\otimes f=((\nabla\xi^{t})\partial_{i})\cdot S^{\wedge}(f^{j}\partial_{j}r)=(\nabla\xi^{i})\otimes\partial_{j}(f^{i^{r}}\partial_{i}r)$

となるので, その共変成分によって, 共変微分 $\nabla_{j}f^{i}$ を

$\partial_{j}(f^{i}\partial_{i}r)=(\nabla_{j}f^{i})\partial\iota r$ すなわち $gradf=(\nabla_{j}f^{i})((\nabla\xi^{p})\otimes\partial_{i}r)$ (25)

$||$ ここで $\otimes$ は $\iota$ 空開におけるテンソル積で, $a\cdot(b\otimes C)=(C\otimes b)\cdot a=(a\cdot b)c$ を満たす,,
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のように定義する。今の場合, $\nabla_{j}f^{\gamma}$ を求めるには、$f=f^{7}\partial_{i}r$ の Descartes 座標成分を求め, それを $\xi^{J}$ で微分

したものを式 (25) と見比べればよい。外側の $r$ 空間に依存するのを潔しとしない人は $\grave$

$\nabla_{\iota}f^{j}=\partial_{i}’f^{g}+\Gamma_{\iota k}^{J}f^{k}$ $($ここで $\Gamma_{ik}^{j}$ は Levi-Civita $i$ま $\not\in\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT})$

のような公式に基づく由緒正しい方法を用いることもできる [22]。どちらの方法でも結果は同じである。

4 ペーストの連続体モデルの構築

4.1 塑性モデルの方針

ペーストは, 固体的な挙動と流体的な挙動が閾値的に切り替わるという意味で塑性をもつ。他方, 固体的挙

動と流体的挙動の二面性を記述する古典的なモデルのひとつである Maxwell モデル (2) において, この二面性

を定量的に特徴づける量は, 緩和時間 $\tau(=/r/\kappa)$ である。

Maxwell モデルを拡張してペーストの塑性を表現するには. 緩和時間 $\tau$ を変数として扱えばよい。ペースト

中の応力は主に粒子間結合のネットワークで支えられるものとすると, 緩和時間 $\tau$ は, 微視的には結合の寿命

に相当するものと考えられる。無限大の $\tau$ は固体的な挙動を意味し, 有限の $\tau$ は流動性をもたらすので, 両方

の挙動を閾値的に切り替えるようにすれば塑性が定式化できる。実験によると, 第 2種 Nakahara 効果は粒子
に異方性がある場合に限って出現するが, 第 1種 Nakahara 効果は粒子の異方性の有無には関係しない。 した

がって, 第] 種 Nakahara効果のみを考察する場合, ペーストは等方的だとして良いはずである。等方性によ

り、 $\tau$ 自体がスカラーとなるだけでなく, $\tau$ の切り替えを支配する変数もスカラーとなる。 有名な von Mises
の降伏条件 [23] と, その工 $\triangleleft$

-
$\backslash$ルギー論的解釈 [24] を念頭におき, 我々は, 緩和時問 $\tau$ は歪みエネルギーの関数

であるものと仮定する。無次元の歪みエネルギーを $\epsilon$ とすると, この仮定は

$\tau=\tau(c)\sim\{\begin{array}{ll}+\infty (_{\vee}\epsilon< \text{閾値} )\tau_{0}=\eta_{p}/S (-\vee\wedge\gg \mathfrak{R}lE)\end{array}$ (26)

のように定式化され, ここで $\eta_{p}$ は粘性係数の次元をもつ定数, $S$ は勢断剛性率である。

42 運動学

Lagrange 記述により. 連続体の配位を, 時刻 $t$ および Lagrfinge 変数 (ラベル変数) $\xi$ から位置ベクトル $r$

への写像として記述する。たとえば空間次元 $n_{d}=3$ の場合には, $\xi=(\xi.\eta.\zeta)$ として,

$(\xi, l)\mapsto r=r(\xi, t)=\{\begin{array}{ll}x(\xi,\eta,\zeta,t) |/(\xi,\cdot,/ \zeta_{\backslash }t)\sim\vee(\xi)\eta_{\backslash } \acute{t}_{)}t)\end{array}\}$ (27)

と書ける (時間 $t$ を固定すれば式 (20) に帰着する)。

ラベル変数 $\xi$ の選び方にはかなりの自由度があり. 必ずしも初期位置を選ぶのが最善とは限らない。たとえ

ば交通流などの 1次元圧縮流体系では. 密度を空間で積分したものが自然なラベル変数である (式 (12) で $\rho 0$

を定数とすることに相当)。また. 弾性体において、応力も変形もない初期状態 (「自然状態」 [21]) が想定でき
る場合には, 要素の初期位躍が白然なラベル変数となる。 しかしこれは特別な場合であり, 一般には $\xi$ は初期

状態とは何の関係もない。実際, 曲線上の連続体力学の場合の式 $(l0)$ において, $\xi$ が初期位置だとは仮定しな

かったことを思い出そう。さらに, たとえば伸長率 $\lambda$ が $\xi$ の選択によらないことも容易に確認できる。

速度および加速度は, $r=r(\xi.t)$ の時間微分であり、

$v=cJ_{t}r(\xi.t)=|\}t_{d_{i}r}$ , $\acute{c}J_{t}v=\dot{(})_{f}(\cdot 1J^{l}\partial_{\dot{f}}r)=(()_{t’}l’ i+\prime 1^{d}\nabla_{g?)}i)\partial_{i}r$ (2s)
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のように書ける。なお, 式 (10) の直後で説明したとおり, 本講演では常に $\dot{(}’ t$ は Lagrange 記述での時間微分
(いわゆる Lagrange 微分) をあらわす。
我々は.

$\acute$

少なくとも加振中の比較的短い時間スケール $**$で見る限り, ペーストは非圧縮であるものと仮定し,

$\partial_{t}$ detg $=0$ あるいは $\det g=$ const $(>0)$ (29)

とする。一般性を失うことなく, 右辺の定数を 1と置いてよい。

4.3 運動方程式および構成関係式

さて力学の考察に進もう。応カテンソルを $P=P^{ij}(\prime d_{i}r)$ Qぐ $(\partial_{j}r)$ とし.- 外からの体積力を $F=F^{i_{\acute{C}}}J_{i}r$ とし

て, 運動量の式 (運動方程式) を書き下すと

$\rho\partial_{t}(v^{i}\partial:r)=-\frac{\partial}{\partial r}\cdot{}^{t}(P^{ij}(’\partial_{i}r)\otimes(\partial_{j}r))+F$ すなわち $\rho(\partial_{t}v^{i_{\lrcorner}}- v^{j}\nabla_{j}v^{i})=-\nabla_{j}P^{ij}+F^{1}\iota$ (30)

となる [21]。外力 $F$ は既知と考えてよいが, $P$ は構成関係式から決定する必要がある。
離散要素的な Maxwe11 モデルの式 (3) (4) をもとに, これに対応する $n_{d}$ 次元の連続体モデルの構成関係式を

考えよう。 ここでは

弾性部分 [式 (3) に対応]: $P^{\dot{\text{り}}}=\overline{p}g^{i/}+S(g^{ij}-g_{\#^{j}}^{l})$ (31)

非弾性部分 [式 (4) に対応] : $\partial_{l}^{t}g_{\#^{j}}^{l}=-\nu g_{\#^{J}}^{l}+\nu_{*}g^{i_{J}}$ (32)

という形を採用する。 ここで $(g^{ij})$ は Euclid 誘導計量テンソルの成分行列 $(\prime j_{ij})$ の逆行列, $(g_{Q}^{ij})$ は同じく白

然計量テンソルの逆行列で, これらは $g_{ij}g^{jk}=g_{ij}^{\#}g_{\#}^{jk}=\dot{\delta}_{i^{k}}$ を満たす。

自然計量テンソル $\dagger\dagger$

$g\#$ $F$は, 式 (14) の $g\#_{\llcorner}^{-}$相当するもので, ラベルが $\xi$ および $\xi+d\xi$ であるような近接し
た 2点のあいだの “自然距離” の二乗をあらわす:

$(ds\#)^{2}=g_{ij}^{\#}d\xi^{i}d\xi^{j}$ . $(3_{\backslash };)$

特別な場合として, $\acute{J}$

j

$\llcorner$J.全に弾性的な連続体が初期 $(t=t_{0})$ に応カゼロの “自然状態” から出発した場合には,
$ds\#$ は初期配位における距離であり, $g\#$ はそれに対応する計量すなわち $g$ の初期値であって, $ge_{j}=g_{ij}|_{t=t_{t}}$ , の

ように書けるだろう。しかし一般には, $g\#$ $F$は $g$ の初期値とは異なる。これは, 式 (32) で記述される自然計量
$g\#$ の緩和の必然的結果である。式 (32) を. 式 (4) にならって

$(1+\tau\iota 9_{t})g_{\#^{j}}^{l}=Kg^{ij}$ $(\tau=\nu^{-1},$ $K= \frac{\nu_{*}}{\nu})$ (34)

のように溢き直してみよう。 これは, $(g;^{j})$ が等方的テンソル $(K:l^{ij})$ に向かって時間発展することを示してい
る。塑性は. 式 (26) に従い, $\tau$ を通じて表現される。
離散要素版の Hooke 則 (3) に対応する, $n_{d}$ 次元の弾性的構成関係式 (31) は, 弾性歪みエネルギーの考察に

基づいている。 まず $g_{i}^{\#_{j}}d\xi^{i}\mathfrak{c}1\xi^{j}$ は正定値の二次形式だから, $g_{ij}^{\#}=p_{i}\cdot p_{j}$ となるような Euclid ベクトルの# $|$ 1
$t_{P\xi,P\eta’ P\zeta}\}$ が存在する。証明は, 極分解定理 [9, 10. 21] と基本的に同じである。 ここで $dr\#$ を

$dr\#=p_{i}d\xi^{i}$ (35)

により定義すると, これから $(ds\#)^{2}=$ dr$\#$ . dr$\#_{=}|$ dr$\#|^{2}$ が成り立つ。ただし, 式 (35) で dr$\#$ と $\vdash--$」
$i1$いたがらと

いって, $r\#$ とかいうものが存在するとか dr$\#$ がその微分だとか言っているわけではないが (そのような大域的

1 実験での加振時間はせいぜい数 $|$ 秒であり, ペーストが乾燥し収縮する時間尺度 ( $||$のオーダー) に比べてずっと短い。
\dagger \dagger 白然計 $||\{1$による Maxwell モデルの再定式化は, $\cdot$部のレオロジー研窺煮 (文献 $[12_{:}1_{\backslash };]$ の著者など) のあいだでは既に知られてい
た $()$ しかし, 1者が調べた範囲では. 自然計量とその緩和についてはっきりと定式化している文献は見つけることができなかった (’
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な積分可能性は保証されていない), 個々の微小要素に対しては, dr $\#$ をその自然な配位と見なす解釈が問題な

く成立する。さて det g $\#$ }は非零だから, $p_{i}$ は–次独立であり、したがって式 (35) は $d\xi^{\iota}=p_{*}^{i}$ . dr: のように
逆に解けるはずである。 この式と $F_{\lrcorner}uclid$ 計貴” の式 (22) から, $F_{\lrcorner}uclid$ 距離 $d_{S}$ と自然配位 $dr\#$ の関係式

$ds^{2}=(g_{ij}p_{*}\otimes p_{*}^{i})$ : $(dr^{h}8$ $dr$ $\#)$ (36)

が得られる。この二次形式の固有値を $\{\lambda_{a}^{2}\}$ としよう。 これは, $\alpha$ 番目の主軸にそって $d_{S^{2}}=\lambda_{\alpha}^{2}|$dr$\#|^{2}$ が成

り立つこと, すなわち固有値 $\lambda_{\alpha}$ の幾何学的な意味が線要素の伸長率であることを示している。等方性により,

弾性エネルギー ( $E$ とする) はこれらの固有値の対称式でなければならない。微小変形 $(|\lambda_{\alpha}-1|\ll 1)$ に対し

て正しい Hooke 極限をもつ最も簡単な形は, たとえば $n_{d}=3$ の場合,

$E= \frac{1}{2}S(\lambda^{\frac{)}{1}}+\lambda_{\underline{9}}^{2}+\lambda_{3}^{2}-3)$ (37)

である。式 (37) は, 新 Hooke 弾性 (neo-IIookian) の構成関係式として知られている [21]。微小とは限らない

一般の変形に対して, $\epsilon=\sum_{\alpha}(\lambda_{\alpha}^{2}-1)$ と定義し $\grave$

これと $p_{*}^{l}$ の定義を用いて弾性歪みエネルギー $E$ を計算す

ると, 自然計量テンソルの逆行列を用いて

$E= \frac{1}{2}1S_{6}$ , $\epsilon=g_{ij}g_{\#}^{ij_{-7l}}d$ (38)

と書ける。

弾性エネルギー $E$ は. 計量テンソル $g$ を通じて $r$ の汎関数となっている。非圧縮条件 (29) のもとで

$r=r(\xi)$ に関する $E$ の変分を計算し, 応カテンソルの反変成分についての式 (31) を導出しよう。準備として

$\delta(\det g)=(\det g)g^{1}J\delta g_{ij}$ , $\delta g_{ij}=\delta(’\partial_{i}.r\cdot’\partial_{j}r)=(’\partial_{i}\delta r)\cdot’\partial_{j}r+^{r}\partial_{i}r\cdot(’\partial_{j}\delta r)$ ,

$\partial_{3}\sqrt{\det g}=\frac{l}{2}\sqrt{\det g}g^{k\downarrow}\partial_{j}g_{kl}=\sqrt{\det g}(\nabla\xi k)\cdot/\partial_{j}’\partial_{k}r$,

が成り立つことを確認し, これらの式を用いて変分を計算すると

$\delta/EdV=\frac{1}{2}9\delta/(g_{ij}g_{\#}^{ij}-n_{d})\sqrt{\det g}d^{n_{d}}\xi=\frac{1}{2}S/(g|^{j}+\frac{1}{2}\epsilon g^{ij})\delta g_{ij}\sqrt{\det g}d^{n_{d}}\xi$

$=S/(g_{\#^{j}}^{l}+ \frac{1}{2}\epsilon g^{ij})(\partial_{i}r)\cdot(\partial_{j}\delta r)\sqrt{\det g}d^{n_{I}}’\xi$

$=-S/ \{’\partial_{j}((g_{b}^{ij}+\frac{1}{2}\epsilon g^{ij})\sqrt{\det g}\partial_{i}r)\}\cdot\delta rd^{n_{d}}\xi$

$=-S/ \{(\nabla\xi^{k})\cdot\partial_{k}((gi^{j}+\frac{1}{2}\epsilon g^{ij})(\partial_{i}r)\otimes(/\partial_{j}r))\}\cdot\delta r\sqrt{\det g}$d’ $(1\xi$

となる。 また, 非圧縮条件のための Lagrange 未定乗数を $p’$ とすると

$\delta/p’(\sqrt{\det g}-1)dV=\delta/(\sqrt{\det g}-1)\sqrt{\det g}d^{n_{d}}\xi=/p’(1-\frac{1}{2\sqrt{\det g}})\delta(\det g)d^{n_{d}}\xi$

$=/p’( \sqrt{\det g}-\frac{1}{2})2g^{ij}(\partial.r)$ . $(\partial_{j}\delta r)\sqrt{\det g}d^{n_{d}}\xi$

$=-/\{\partial_{j}(p’(2\sqrt{\det g}-1)g^{tj}(’\partial_{1}r)\sqrt{\det g})\}\cdot\delta rd^{n_{d}}\xi$

$=-/\{(\nabla\xi^{k})\cdot\partial_{k}(p’(2\sqrt{\det g}-1)g^{ij}(\partial_{*}r)\otimes(\partial_{j}r))\}$ . $\delta r\sqrt{\det g}d^{nd}\xi$

であるので、結果をまとめると

$\delta/(h-p’(\sqrt{\det g}-1))dV=/\{(\nabla\xi^{k.\prime})\partial_{k}(P^{tj}(\partial_{i}r)\otimes(\partial_{j}r))\}\cdot\delta r\sqrt{\det g}d^{n_{d}}\xi$ (39)
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$v$

$0^{\cdot}$
..

$(\sigma_{a’}\overline{/S)\underline,}\epsilon$

図 3: 式 (43) で定められる緩和時間の逆数: $\tau^{-1}=\nu(\epsilon)$ .

となり, ここで

$P^{ij}=-S(g_{\#}^{ij}+ \frac{1}{2}\epsilon g^{ij})+p’(2\sqrt{\det g}-1)g^{ij}=-Sg_{\#}^{ij}+(p’-E)g^{ij}$ . (40)

ただし最後の等号は $\sqrt{\det g}=1$ による。未定乗数を $p’=\tilde{p}+E-9$ のように書き直し, 式 (31) を得る。
モデルの非弾性部分 (32) の検討に移ろう。式 (32) は自然計量テンソル (の逆行列) の緩和をあらわしてい
る。白然計墳は, 粒子間結合ネットワークによって定まる, エネルギー的が最小となるような粒子配置を表現
していると考えられる。ネットワークの強さあるいは粒子間結合の密度は, 自然計量 $g\#$ 自体ではなく, その逆
行列 $g\#$ によってあらわされる。さて流動状態にあるペーストでは, 粒子間結合ネットワークは非永続的であ
り. 崩壊と等方的再構築を繰り返すはずである。崩壊頻度を $\nu$ とし, 再構築の頻度を $\nu_{*}$ とすると, 粒子間結合
密度の時間的変化は $-\nu g_{\#}^{ij}+\nu_{*}g^{ij}$ となり, これから式 (32) が得られる。
式 (32) において. 頻度 $\nu$ と $\nu_{*}$ は別物ではなく, $g\#$ の非圧縮性

det g$\#=1$ (41)

を満たすように比 $K=\nu_{*}/\nu$ が定まる。式 (41) を $t$ で微分し式 (32) を代入すると, $r\iota_{d}$ l/ $=$ gbgij $\nu$。すなわち

$K= \frac{n_{d}}{g_{ij}^{\#}g^{ij}}$
$(i.p.$

$\nu_{*}=\frac{n_{d}}{g_{ij}^{\#}g^{ij}}\nu$ (42)

でなければならないことが分かる。
前の章の式 (26) に従い, $\tau$ は弾性歪みエネルギーの関数であるものとしよう。すなわち, 式 (38) で与えら

れる $\epsilon$ を刑いて $\tau=\tau(\epsilon)$ と書けるものとする。式 (26) と整合する最もm$||$ $\}$J単な形は階段関数だが, $\tau\#h\epsilon$ の連
続関数だとするほうが, 物理的にはより現実的であり, 数学的にはより困難が少ない。我々のモデルでは

$\tau=\nu^{-1}$ , $\nu=\nu(\epsilon)=\frac{S}{\eta_{p}}$ niax $(0,1- \frac{\sigma v/S}{\sqrt{\epsilon}})$ (43)

という形を仮定する。 ここで $\sigma_{Y}$ は降伏応力をあらわす (勢断応力 $\sigma$ に対するエネルギー $\epsilon$ は, ほぼ $\sigma^{2}/9^{2}$ で

ある)。式 (43) は, 降伏点で弱い特異性をもつけれども Lipschitz 連続である (図 3)。勢断率 $\dot{\gamma}$ の単純勢断流
の場合には.1式 (43) は Bingliam 塑性 [9, 14, 25, 26] と一致する。

5 中原効果

5.1 平行流の場合の方程式系

前の章で, 等方的なペーストに対して妥当と思われるモデル方程式系が得られた。このモデルを, 傾斜角 $\theta$

の斜面流あるいは水平状態での正弦的加振という具体的な設定のもとで解析しよう。
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簡単化のため. 空間次元を $n_{d}=2$ としよう。運動はすべて $(x, z)$ 平面内で生じるものとし, この面内での

ペーストの等方性を仮定する。流れは、重力 $F=\rho G=$ $(G\sin \theta)e_{x}-(G\cos\theta)e_{z}$ によって, または加振によ

る慣性力 $F=(\ddagger l$ によって駆動される。

ぺーストの層の厚さは一様だとすると, 流体要素の運動は, 今の場合, 1個の関数 $X=X(\zeta, t)$ を用いて

$r=\{\begin{array}{l}\xi+X\zeta\end{array}\}an=(\xi+X)e_{x}+\zeta e_{z}$ (44)

のようにあらわすことができる。式 (44) の時間微分が速度 $v=\partial\iota r=Ue_{x}$ を与え, ここで $If=\partial_{t}X$ であ

る。式 (44) を式 (22) に代入して Euclid 計量テンソル $g_{ij}$ を求めると, 結果は $X$ を用いて

$g=\{\begin{array}{ll}g_{\xi\xi} g_{\xi\zeta}g_{\zeta\xi} g_{\zeta\zeta}\end{array}\}=\{\begin{array}{ll}1 X’X’ X^{\prime 2}1+\end{array}\}$ $(f.\sim$だし $X’= \frac{\partial’X}{d’\zeta})$ (45)

と書ける。非圧縮条件 (29) は既に満たされているため, あらためて要請する必要はない。

自然計量テンソルは, ここでは $2\cross 2$ の対称なテンソルで、さらに det g $\#_{=1}$ という条件がついているので,

2個のパラメータで表示できる。その 2個のパラメータを $\alpha=\alpha(\zeta, t),$ $\beta=\langle i(\zeta, t)$ と書き,

$g^{b}=[(J_{\zeta\xi}^{\#}\xi_{\zeta}^{\zeta}(/^{\#}$ $g^{f}q_{\zeta(}f^{\dot{\zeta}}.$ $=\{\begin{array}{lll}e^{-\zeta 1} \beta/ (1_{T} \beta^{2})e^{\alpha}\end{array}\}$ (46)

のようにパラメータ表示しよう。続いてその逆行列 $g\#$ を計算し. 式 (45) から得られる $g^{-1}$ とともに構成関係

式に代入する。 こうして式 (31) から応カテンソル $P$ が得られ, その Descartes 成分表示は

$P=\overline{p}I-\overline{\sigma}$ , $\overline{\sigma}=S[^{e^{\alpha}(l+\overline{\sigma}^{2})-1}\tilde{\sigma}$ $e^{-\mathfrak{a}_{-1}]_{(art_{C3}ian}}\overline{\sigma}$

’

(47)

となる。ただしここで $\tilde{\sigma}=\sigma_{xz}/S$ は萸断応力を無次元化したものであり. $\overline{\sigma}=e^{-\alpha}X’-\beta$ で与えられる。

運動量の式 (30) は
$\rho\partial_{t}U=S^{\Gamma}\partial_{\zeta}\tilde{\sigma}+F_{x}^{1}$ (48)

となり, ここで $F_{x}^{\urcorner}=\rho G\sin\theta$ または亀 $=\rho A_{f}\Omega_{f}^{2}\sin\Omega_{i^{\ell}}$ である。なお, 運動方程式の深さ方向の成分は静水

圧を決定するのみで, ダイナミクスには関与しない。

自然計量テンソル $g\#$ の緩和は, 式 (32) によって, あるいは同じことであるが式 (34) によって記述される。

計量テンソル $g$ の具体的表示式 (45) と $g\#$ のパラメータ表示 (46) を式 (34) に代入し 9行列の各成分を等値す

ると, 2つの変数 $(\alpha,\beta)$ に対する 3つの方程式が出てくる。これらの方程式が整合的であるための条件 (可解

条件) として, $K$ が式 (42) から $K=2/(2+\epsilon)$ と定められ, 結果を整理すると

$\tau’\partial_{f}a=1-\frac{2}{2+\epsilon}C^{Z}a$ , $\tau\partial_{\ell}\beta=-d’+\frac{2}{2+\mathcal{E}}X’$

となる。右辺に含まれる $\epsilon$ は, 定義式 (38) から次のように計算できる:

$\epsilon=e^{tt}(e^{-\alpha}X’-\beta)^{-}+2(cosl_{1}\alpha-1)=e^{\alpha}\tilde{\sigma}^{2}+2(cosl)\alpha-1)$ . (49)

上記の段階で閉じた方程式系が得られるが, $X’$ や $\beta$ は, 時間経過とともに際限なく増加するので扱いにく

い。この不都合を避けるために, 方程式系を $U$ と $\tilde{\sigma}$ で書き直す。さらに $\tau$ を式 (43) の $\nu(\underline{=})=t/\tau$ で書き直

し, 3つの変数 $(1(\zeta, t),\tilde{\sigma}(\zeta, t),$ $U(\zeta.t)$ に対する 3つの方程式

$\partial_{t}$

「

$\alpha=\nu(\epsilon)(1-\frac{2e^{\alpha}}{\underline{9}+\epsilon})$ , (50)

$\partial_{t}\tilde{\sigma}=e^{-\alpha}’\partial_{\zeta}U-\nu(\epsilon)\tilde{\sigma}$ . (50b)

$\partial_{t}U=\frac{g}{\rho}\partial_{\zeta}\tilde{\sigma}+\rho^{-1}$ 瑞. (50)
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図 $t:\alpha(\zeta, t)$ の時聞発展の例. 時刻 $i=T_{*}$ で外力をオフにした。

を得る ( $\epsilon$ は式 (49) で与えられる)。境界条件として, 底面で粘着条件を課し, 表面で勇断応力をゼロとする:

$U|_{\zeta=0}=0$ . $\tilde{\sigma}|_{\zeta=H}=0$ . $(^{r}\iota)1)$

52 モデルの解析および考察

式 (50) および境界条件 (51) で定められる発展方程式の系において, 特に. $\alpha$ という量に注目しよう。式
(50a) から分かるとおり, $\alpha$ の基礎的な挙動は、図 3のような $\nu(\epsilon:)$ の閾値的な性質に支配される。閾値よりも
小さい $c$ に対しては, $\nu(\epsilon)$ はゼロとなり, したがって, ほぼ任意の $\zeta$ の関数が式 (50a) の定常解になり得る $(\epsilon$

が閾値以下にとどまるという条件を破らない限り)。 このことは, ペーストに残留し得る $\alpha$ の値には大幅な非
一意性があることを意味する。 無限個の定常解のうちどれが実現するかは, 系の時間発展の履歴を考えないと
決められない (乾燥粉体におけるこれと同じような現象は「静力学的不定性」 と呼ばれている [27])。
これに対し, 流動中のベーストにおける $\alpha$ は定常解に向かって緩和的に発展し, その値は, ペーストの物性

値や層の厚さが決まれば一意的に決まる。定常流では, 式 (50a) において $\partial_{t}\alpha=0$ であり, また $\nu(\epsilon)\neq 0$ で

なければならない。 このとき, 簡単な計算により $e^{\alpha}=1+\underline{\frac{1}{9}}\epsilon>1$ つまり $\alpha>0$ となることが分かる。 すな
わち、定常流では $\alpha$ は正の植をとる。

いったん流れが生じて再び停止した場合, $\alpha$ の値はどうなるだろうか? 図 4に数値計算結果の一例を示す。
左の図は斜面流に相当する一定の外力を加えた場合 [7, 8], 右の図は振動外力を加えた場合で, どちらもある時
刻 $t=T_{*}$ で外力を切り, 流れを停止させた。数値計算結果は, どちらの場合でも, 外力による流れによって正
の $\alpha$ が生成されること, また, 生成された $\alpha$ は外力をオフにしたあとでも完全に減衰し消滅することはなく,
正の値のまま残留し続けることを示している。
こうして正の $\alpha$ が生成し残留することから, 亀裂の異方性が説明できる。乾燥が進むあいだにペーストは

ゆっくり収縮し, 数学的には, この過程は自然計量 $g\#$ の等方的収縮として記述できる。仮にペーストが流動過
程を経ていないなら, この収縮は $(\alpha\cdot, ’.\iota/)$ 平面 (表面および底面に平行な面) において等方的な張力を生じ, し

たがって等方的な亀裂パターンを生じるはずである。 しかし流動過程を経たペーストにおいては, これによっ
て流れ方向に正の $\alpha$ が生じており, その意味するところは自然計蚤が既に流れ方向に縮んでいるということで
ある。式 (47) を用いて $\tilde{\sigma}=0$ の場合の法線応力差を計算すると

$\sigma_{\alpha\cdot x}-\sigma_{zz}=2S\sinh\alpha$ (52)

となり.
$\acute$

$\alpha>0$ に対しては明らかにこの法線応力差は正であって, $x$ 方向の残留張力を示している $t\ddagger_{\text{。}}$ したがっ

て最初に切れるのは流れ方向の結合ということになり. こうして第 1種 Nakahara 効果が説明される。

$tt_{1}$ト-の $\alpha$ が張力を意味することは, $e\alpha$ が $||$然計: $|\iota$テンソル (46) の $\xi\xi$ 成分であることを思い出し, $earrow a<1$ を $x$ 方向の (仮想的
な $)$ “バネ” の自然長の縮みと考えれば直感的にも納得できる.
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以上のことから, 第 1種 Nakahara効果に関しては, 塑性流動によって $\alpha$ が正になり, それがそのまま凍結す

ることで流れ方向に張力が生じて. それにより乾燥後の亀裂に異方性が生じるという筋書きが可能である。な

お, 今後の発展として, たとえば粒子配向と $\alpha$ の効果が競合するようなモデルを構築すれば, 第 1種 Nakahara
効果から第 2種 Nakahara 効果への転移を記述できるのではないかとも考えられる。

本研究の実施にあたり, 科学研究費補助金 (若手 $B$ , 課題番号 18740233) の支援を受けた。
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