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1. はじめに

カルマン渦列に代表される流体乱流について. 長い間疑問を投げかけられていることがあ
る。それは, Fig 1 と Fl$g.2$ に示される様なスケールの異なるカルマン渦列について. レイ
ノルズ数相似則を適用すると. 済州島にぶつかる空気のかたまりの粘性係数 $\nu$ と小枝を通過
する空気の粘性係数 $\nu_{0}$ の間に, $\nu\cong 10^{7}\nu_{0}$の関係が生じることである。

Fl.lKarman $voRex$ street beh$nd$ the pile in
water by the $cou\mathbb{R}esy$ of Tech. Offl. K. $shil$
and Prof. T. Karasudai of the Research
ln$t tute for $App led$ Mechanics, Kyushu
University.

Fig.2 Karman vortex street behlnd the
Jeju-do by the courtesy of Prof. T.
Kikuchi of Kochi $UnIve\kappa Ity$.

もう少し詳しく述べよう。小枝と済州島の幅を, それぞれ, 1と $L$ とする。また, 小枝と済州
島を逓過する空気の速さを, それぞれ, $u$ と $U$ とする。 レイノルズ数相似則は.

$\frac{lu}{\nu_{0}}=\frac{LU}{V}$ (1)

の様に書くことができるとすると. $\nu\cong 10^{7}\nu_{0}$ を得る。これをどの様に脱明するかが問題となっ
ていた。
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2. LES と渦粘性係数

(1) 渦粘性係数の導出
流体乱流に対してナビエ・ストークス方程式
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$\frac{\partial}{\partial t}u_{;}(\overline{r}.t)+(\overline{u}\cdot\vec{\nabla})u_{i}(\overline{r}_{i}t)=-\frac{1}{\rho}\frac{\partial}{\partial_{X}}p+\nu_{0}\overline{\nabla}^{2}u_{i}(\vec{r}_{9}t)+K_{l}$ (2)

が局所的に成立する。 ここで局所的というのは, 時間と場所についてであり, コルモゴロフ
のスケールにおいて, 式 (2)は成立する。運動粘性係数 $\nu_{0}$ に対して流体固有の値を取ることが
できるのは, コルモゴロフの長さおよび時聞であり. 式《2》はその長さおよび時間に対して遁
用できる。 ここで, コルモゴロフのスケールよりかなり大きな小枝の長さや. さらに大きな
スケールの済州島の長さになると, 式 (2》をそのまま適用するのは原理的に無理がある。具体
的には. レイノルズ数相似則は使えない。
そこで, 式《2)を空間的に親視化 (平均化) する必要がある。 ここに, ラージ・ヱディ・シ
ミュレーション (LES) が持つ, 物理的な重要性がある。式 (2)を長さ $L$ にわたって組視化す
ると,

$\frac{\partial}{\partial t}U_{i}+(\overline{U}\cdot\vec{\nabla})U_{i}=-\frac{1}{\rho}\frac{\partial}{\partial_{X_{;}}}P+\nu_{0}\overline{\nabla}^{2}U_{j}-\frac{\partial}{\partial x}Q_{ij}$ (3)

を得る。 ここで, 式《3》の最後の 2つの項をまとめて,

$\frac{\partial}{\partial t}U_{t}+(\vec{U}\cdot\vec{\nabla})U_{j}=-\frac{1}{\rho}\frac{\partial}{\partial x_{l}}P+\iota\Pi^{2}U_{i}-$ (4)

と書く。 ここで, $U_{l}$ , $P$ , および $Q_{jj}$は,

$U_{i}= \int Ir_{1}G(\overline{r}-\vec{r_{1}})u_{1}(\vec{r_{1}},t)$ , (5)

$P= \int Ir_{1}G(\overline{r}-\overline{r_{1}})p(\overline{r_{1}},t)$ , (6)

および
$Q_{l/}= \int ff_{1}G(\overline{r}-\vec{r_{1}})u_{;}(\overline{r_{1}},t)_{l_{j}}(\vec{r_{1}},t)$

(7)
$- \int\theta_{1}G(\overline{r}-\overline{r_{1}})u_{l}(\overline{r_{1}},t)\int\#_{1}G(\vec{r}-\overline{r_{\iota}})l_{J}(\vec{r_{1}},t)$

である。
式《4》に対して適用されるレイノルズ数相似則を考えてみる。小枝の長さスケールの空気の

渦粘性係数を $\nu_{1}$ , 済州島の長さスケールの空気の渦粘性係数を $\nu_{2}$ とすると, レイノルズ数相似
則は,

$\underline{lu}_{=}\underline{LU}$

(8)
$\nu_{1}$ $\nu_{2}$

の様に書くことができる。 $\nu_{1}$ は $V_{0}$ に近い値をとることが考えられるが. $\nu_{2}$ は $\nu_{0}$ よりかなり大き

な値で, ほぼ $10^{7}\nu_{0}$ と考えることができる。式 (8)で与えられる関係に矛盾は無いと考えられる。
式 (4》の渦粘性係数 $\nu$ に続計力学的表現を与える。ここでは式 (4)を用いて計算するのではな

く, 式《4》にあらわれる渦粘性係数を, ナビエ・ストークス方程式《2》にあらわれる速度 $u_{l}$ を用

いて衰す。式 (4》の線形部分を取り出してみると,

$\frac{\partial}{\partial t}U_{i}=\sum_{j}\nu_{jj}\frac{\partial^{2}}{\partial_{X_{j}^{2}}}U_{l}$ (9)

となる。 ここで. 係数 $\nu_{yx}$ は式《9)より

$\frac{\partial}{\partial t}U_{y}=\nu_{j\propto}\frac{\partial^{2}}{\partial x^{2}}U_{y}$ (10)

を考え. 境界条件
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$U_{y}(\vec{r}_{2}t)|_{|\overline{r}|arrow\infty}=0$ (11)
のもと, $U_{y}$ の解を求める。解は.

$U_{y}= \frac{1}{Z_{y}}\exp[-\frac{(x-x_{l}’0)^{2}}{4\nu_{yx}t}]$ (12)

の様に求まる。そして.

$I^{(\nu)}(t) \equiv\sum_{i=1}^{N}\int\ i \prime 0\int du_{i.\nu 0}^{r}u_{\dot{\nu}^{0}y0}’M_{2}f^{(1,0)}(x_{i0}’,u_{j})$ (13)

を考える。$x_{0}’$ と $u_{j}’y0$は. ;番目の流体粒子の時刻 $t=0$ における $x$座標と遠度の $y$成分である。
$M_{2}$は,

$M_{2}\equiv f_{\infty}^{\phi(x-x_{\dot{0}})^{2}U_{y}}$ (14)

の様に与えられる。 $f^{(1.0)}(x_{;0}’,u_{iy0}’)$ は, $i$番目の流体粒子が時刻 $t=0$で, $x$座標が $x_{i0}’$ , 逮度
の $y$成分が $u_{iy0}’$ という値をとる確率を与える確率分布関数である。ここでは, 流体が乱流状
態なので, $f^{(1.0)}(x_{i0},u_{ly0}’)$ は, 流体粒子速度 $u_{jy0}’$のガウス分布と考え. 具体的に

$f^{(1.0)}(x,u_{y})=A \exp[-\frac{u_{y}^{2}}{2kT}]$ (15)

の様に考える。 ここで, $M_{2}$の表式《14)の $U_{y}$ に式 (12》を代入し. さらに. $f^{(1,0)}(x_{i0}’,u_{iy0})$に式
(15)を使うと,

$I^{(\nu)}(t)=2kT\nu_{yr}t$ (16)

を得る o 一方, $M_{2}$の表式 (14》の $U_{y}$ を, $u_{ly0}’$ を使って書き下し, $f^{(1,0)}(x_{t0}’ ,u_{iy0}’)$ を. 記号 $<\cdots>$

を使って書き下すと,

$I^{(\nu)}(t)= \frac{1}{\nabla}<(F^{(\nu)}(t)-F^{(\nu)}(0))^{2}>$ (17)

となる。 ここで,

$F^{(\nu)}(t) \equiv\sum_{i=1}^{N}x,(t)u_{iy}(t)$ (18)

である。式《17)は, 熟力学的極限を取り, 書き下すと,

$\nu_{yr}=\lim_{arrow\infty}\frac{1}{2t}\lim_{Varrow\infty}<(G^{(I’)}(t)-G^{(\nu)}(0))^{2}\succ$ (19)

となる。 ここで,

$G^{(\nu)}(t) \equiv\frac{1}{\sqrt{T}}\sum_{;=1}^{N}x_{l}(t)u_{iy}(t)$ (20)

である。式 (19》が, 乱流ずり粘性係数 $\nu_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ に対する統計カ掌的表式である。乱流温度 $T$は局所
的な温度 $T(\overline{r}_{2}t)$ を空聞粗視化し,

$T= \int FrG(\vec{r}-\overline{r_{1}})T(\vec{r_{1}},t)$ (21)

の様に得ることができる。定数 $k$ を乱流ボルツマン定数と呼び. 乱流温度 $T$ と遮度分布関数
$f^{(1,0)}(x_{i0}’,u_{iy0}’)$の関数形より求めることができる。

(2》流体乱流における熱力学の導入 (熱力学量の定職とその関係式)

161



最初に, 乱流速度に対する分布関数を導入する。一辺の長さがコルモゴロフ長 $l_{K}$ , 体積 $V_{K}$

の立方体で定められる空聞 $\overline{r}$ と時間 $t\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ;おける流体の速度を $\vec{u}(\vec{r}.t)$ として, 長さ $L$ で空間粗視
化された流体の速度を

$U_{i}(t) \equiv\int d\tilde{r}G(\overline{r}-\overline{r_{1}})u_{l}(\overline{r_{1}},t)$ (22)

の様に定義する。流体の速度 $u_{i}(\overline{r},t)$の $U_{i}(t)$ からのずれ $u_{i}’(t)\equiv u_{;}(\overline{r}.t)-U_{;}(t)$が $u’$ という値
をとる確箪を与える確串分布関数を,

$P(u’;V_{\kappa})\equiv<\delta(u’-u_{l}’(t))>$ (23)

の様に書く。 $P(u;V_{K})$の関数形は. 式 (15》で与えられているが, 気体分子の速度に対するマ
ックスウェルの分布関数の関数形,

$P_{B}(u)=B \exp[-\frac{u^{2}}{2k_{B}T}]$ (24)

と問じになることが, 乱流の熱力学が気体分子の熱力学と同じ様に鰻開できる理由である。
乱流の熱力学的エントロピー $S(u)$ を,

$S(u)\equiv k\ln W(u)$ (25)
の様に導入し, 流体粒子の数 $N$ を.

$N=( \frac{L}{l_{\kappa}}I^{3}$ (26)

の様に与える。 ここで, $W(u)$ は速度差 $\vec{u}(\vec{r}_{2}t)$ の状態数, $N$ は, 一辺の畏さ L. 体積 $V$ の流
体に含まれる一辺の長さ $l_{K}$ の立方体の個数である。状態数 $W(u)$ は. 速度差 $\vec{u}(\vec{r}_{9}t)$ の分布関
数 $P(u;V_{K})$ と.

$W(u)=1/P(u;V_{K})$ , (27)
の関係 (等量串の原瑠) にある。

《3》数値計算に用いる乱流ずり粘性係数の表式

乱流ずり粘性係数を, 数値計算を用いて評価する形式に変形する。まず, 式 (19)を.

$\nu_{\mu}=\frac{1}{kT}\zeta dt\lim_{Varrow\infty}VC_{y’ x}(t)$ (28)

の様に変形する。 ここで, $C_{yx}(t)$ は,

$C_{yx}(t)\equiv<J_{yx}(t)J_{y\propto}(0)>-<J_{yx}(t)><J_{yx}(0)>$ (29)

の様に記述されるが, 流体粒子に働くカを無視すると,
$J_{y\alpha}(t) \equiv\int\theta\rho(\vec{r}.t)u_{X}(\vec{r}_{2}t)u_{y}(\vec{r}.t)=J_{xy}(t)$ (30)

の様に記述される。式《28》の表式を用いて, 乱流ずり粘性係数を行う。結果は次の節に示す。
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3. し ES と渦粘性係数

この節では. 式 (28), (29), および式《30》を用いて, 乱流ずり粘性係数を評価する。とりあ
げる系は, 空聞 3次元の一様乱流で, 系の大きさは, $2\pi x2\pi x2\pi$ である。標準的な $3D15Q$
格子ボルツマン法をシミュレーションに用いる。周期境界条件を置き, 外力を,

$\overline{K}=(0,K_{y}(z,t),0)$ (31)

の様に加える。 ここで, $K_{y}(z,t)$ は.

$<K_{y}(z,t)K_{y}(z,t^{l})\succ=\delta(t-t’)$ (32)
を満たし, 偏差 $\sigma$が,

$\sigma=|10^{arrow}\sin(4z)|$ (33)
となる様に与える。格子数は, 100 xlOOx 100とする。運動量流れは,

$J_{xy}(t)= \int d\vec{r}\rho(\overline{r}_{9}t)u_{X}(\overline{r}_{2}t)u_{y}(\vec{r}_{9}t)$ , (34)

$J_{yz}(t)= \int d\tilde{r}p(\overline{r}.t)u_{y}(\vec{r}_{9}t)u_{z}(\tilde{r}_{g}t)$ . (35)

および.
$J_{zx}(t)= \int \mathcal{F}r\rho(\vec{r}_{\partial}t)u_{z}(\overline{r}_{2}t)u_{X}(\overline{r}.t)$ (36)

となる。運勘量流れの 2時間相関関数は,
$C_{xy}(t)=<J_{xy}(t)J_{xy}(0)\succ-<J_{xy}(t)><J_{xy}(0)>$ . (37)

$C_{yz}(t)=<J_{yz}(t)J_{yz}(0)\succ-<J_{yz}(t)><J_{yz}(0)>$ , (38)
および,

$C_{zx}(t)=<J_{u}(t)J_{zr}(0)>-<J_{zx}(t)><J_{r}(0)>$ (39)
となる。 ここでは, 外力を一定にして, 運動粘性係数を変え, 乱流の鮪違の程度を変える。
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運動粘性係数 $\nu_{0}$ を, 0.00877, 0.01111, 0.01351, 0.01598と変える。それぞれの運動粘性

$t(v_{0}=0.01111)$

に示す。 $J_{xy}(t),$ $J_{yz}(t)$ . および $J_{\wedge}X(t)$ いずれの場合も 1運動粘性係数が小さい値をとると,
つまり, 乱流が驚達すると, 時系列の振幅は大きくなることがわかる。 また, 速度の $y$ 成分
$u_{y}(\vec{r}_{2}t)$が関係する $J_{xy}(t)$ と $J_{yz}(t)$ は, $J_{zx}(t)$ に比ぺ, その絶対値がかなり大書いこともわか

る。 これは, 外力 $\overline{K}$の影響であろう。
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$t(v_{0^{=}}0.01351)$ $t(v_{0^{=}}0.01598)$

Fig5
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Fig 6

さらに, Fig.7, Fig.8, および Fi$g.9I_{-}^{\sim}$ , 式 (37), (38), および《39)をもとに計算した 2時
間相関関数 $C_{sy}(t)$ , $C_{yz}(t)$ . および $C_{zx}(t)$ を示す。 2時聞相関関数を計算するのに. 500 ア
ンサンブルを用いた。
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$t(_{v_{0}}=0.01351)$ $t(\bigvee_{0}=0.01598)$

Fig.7

$t(v_{0}=0.00877)$

$t(v_{0}=0.0159S)$

Fig.8

$C_{xy}(t)$ , $C_{yz}(t)$ , および $C_{r}(t)$いずれの場合も. 運動粘性係数が小さくなるほど (乱流が発

違するほど), 取る値は大きくなる。 $C_{xy}(t)$ と $C_{yz}(t)$ は, $0$ に飽和しないが, $C_{u}(t)$ は $0$ に飽

和する。 これは, $\nu_{xy}$ と $\nu_{\mu}$ を評価するには, 現システムサイズ $2\pi x2\pi x2\pi$ は小さいことを

示す。また, $\nu_{zx}$ は式《28)に対応する式を用い評価することができ, 運動粘性係数が小さいほ
ど, つまり. 乱流が兜達するほど, 乱流ずり粘性係数は大きいことがわかる。
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$t(v_{0}=0.01111)$

$t(v_{0}=0.01351)$ $t(v_{0}=0.0159S)$

Fig.9
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4. 結語

ナビエ・ストークス方寝式を空間粗視化して得られる方程式をもとに, 渦粘性係数は定鵜
される。その渦粘性係数を, もとのナビエ・ストークス方程式によって記述される速度を用
いて. 続計力学的に表現した。 さらに, ここに表れる統計力学と整合性を持つ様な熱力学を
展開した。また. 得られた渦粘性係数の表式をもとに. 空聞 3次元一様乱流の渦粘性係数を
評価した。結果は, 乱流が発違すればするほど, 渦粘性係数の値は大きくなることを示した。
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