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1 はじめに

$E$ を Banach 空間、 $C$ を $E$ のコンパクト凸部分集合とし、 $T$ : $Carrow 2^{E^{*}}$ を

集合値写像とする。ただし、 $E^{*}$ は $E$ の共役空間とする。 $u\in C$ が次の条件

を満たすとき、 $u$ }$hT$ の零点であるという :

$0\in Tu$ (1.1)

$E$ が Hilbert 空間のとき、 $E=E^{*}$ となり、任意の $x\in C$ に対して $(T-I)(x)$
を対応させる写像は $E$ から $2^{E}$ への集合値写像となる。 ただし、 $I$ は $E$ にお

ける恒等写像である。 ここで $u\in C$ が $T$ の不動点であること、っまり $u\in Tu$

であることは $0\in(T-I)(u)$ と等価であり、零点を見つける問題は不動点問
題と密接に関係している。 また集合値写像の零点の存在性は、凸最小化問題、
変分不等式、均衡問題などの解の存在性と関係があり、 これまで様々なアプ

ローチから研究が進められている [1, 2, 3, 13, $14|$。

集合値写像の零点の存在性に関して、Cornet[6] は次の定理を証明している :

定理 A $K$ をノルム空間 $X$ のコンパクト凸集合とし、 $S:Karrow 2^{X}$ を上半連

続な集合値写像とし、任意の $x\in K$ に対して $Sx$ は $X$ の空でない閉凸部分

集合とする。 このとき、

$Sx\cap T_{K}(x)\neq\emptyset(\forall x\in K)$ (12)

が成り立っならば、 $S^{-1}0\neq\emptyset$
。
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ここで $T_{C}(x)=$ cl $\bigcup_{t>0\frac{1}{t}(K-x)\text{、}}$ clD は集合 $D$ の閉包、 $S^{-1}0=\{z\in C$ :
$0\in Sz\}$ である。定理 A に関連のある結果として Fan $|8]$ , Caristi $[5|$ , Aubin
[1, 2], Aubin-Fkankowska [3] がある。 ここで (1.1) で考えた集合値写像は値
域が $E^{*}$ の部分集合なので条件 (1.2) を直接適用することはできない。
これに対して最近著者達 [11] は次の条件を導入した :

$Tx\subset(N_{C}(x)\backslash \{0\})^{c}(\forall x\in C)$ . (1.3)

ただし、 $N_{C}(x)=\{x^{*}:\langle y-x,x^{*}\rangle\leq 0(\forall y\in C)\}$
、

$D^{c}$ は集合 $D$ の補集合
とする。本研究の目的は、 コンパクト凸集合上で定義され、値域が $E^{*}$ の集
合となる集合値写像の零点の存在性について研究することである。そこで、
第 2節では準備と条件 (1.3) を満たす具体例を挙げる。また、条件 (1.2) と条
件 (1.3) の関係についても言及する。第 3節ではコンパクト凸集合上で定義
された上半連続な集合値写像に対する零点の存在定理を示す。その応用とし
て第 4節では、Hilbert 空間における集合値写像の不動点定理を示す。 さらに

その結果を用いて角谷の不動点定理を導出する。

2 準備
$E$ を Banach空間とし、 $E^{*}$ をその共役空間とする。$x\in E$ における $x^{*}\in E^{*}$

の値を $\langle x,$ $x^{*}\rangle$ と表す。 $C$ を Bana h空間 $E$ のコンパクト凸部分集合、$T:Carrow$
$2^{E}$ を集合値写像 とする。 $T$ が $x\in C$ で上半連続であるとは、任意の $Tx$

の近傍 $V$ に対して、 ある $x$ の近傍 $U$ が存在して $Ty\subset V(\forall y\in U)$ が成り
立つときをいう。 $T$ の零点の集合 $\{z\in C:0\in Tz\}$ を $T^{-1}0$ とあらわす。
次に、 条件 (1.3) を満たす具体例を挙げる。

例 2.1 $E$ から $2^{E^{*}}$ への集合値写像 $J$ を

$J(x)=\{x^{*}\in E^{*};\langle x,x^{*}\rangle=\Vert x\Vert^{2}=\Vert x^{*}\Vert^{2}\}(\forall x\in E)$

と定義する。 $J$ を $E$ 上の双対写像という. このとき

$-Jx\subset(N_{B[0]}(x)\backslash \{0\})^{c}(\forall x\in B[0|)$ .

ただし、 $B[0|=\{x\in E:\Vert x\Vert\leq 1\}$ である ( $[11|$ 参照)。

例 2.2 $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸部分集合、 $T:Carrow C$ とする。 $T$ が

$\Vert Tx-Ty\Vert\leq||x-y||(\forall x,y\in C)$

を満たすとき非拡大写像という。 このとき $T$ の不動点、つまり $Tu=u$ を満
たす $u\in C$ が存在すれば

$(T-I)x\in(N_{C}(x)\backslash \{0\})^{C}(\forall x\in C)$ . (2.1)
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証明 (2.1) が成り立たないと仮定する。つまり $(T-I)x_{0}\in N_{C}(x_{0})\backslash \{0\}$ と

なる $x_{0}\in C$ が存在する。 $(T-I)x_{0}\neq 0$ かつ $N_{C}(x_{0})$ の定義より

$\langle y-x_{0},$ $(T-I)x_{0}\rangle\leq 0(\forall y\in C)$ . (2.2)

ここで (2.2) が成り立っ事と $P_{C}Tx_{0}=x_{0}$ は同値となる ([13, 14] 参照)。ただ
し、 $P_{C}$ は $H$ から $C$ の上への距離射影である。 このとき $u\in C$ を $T$ の不動
点とすると $(T-I)x_{0}\neq 0$ と (2.2) から

$\Vert x_{0}-u\Vert^{2}=\Vert P_{C}Tx_{0}-Tx_{0}+Tx_{0}-u\Vert^{2}$

$=\Vert P_{C}Tx_{0}-Tx_{0}\Vert^{2}+\langle P_{C}Tx_{0}-Tx_{0},Tx_{0}-u\rangle+||Tx_{0}-u||^{2}$

$=\Vert Tx_{0}-u\Vert^{2}+\langle P_{C}Tx_{0}-Tx_{0},P_{C}Tx_{0}-u\rangle-\Vert P_{C}Tx_{0}-Tx_{0}\Vert^{2}$

$\leq\Vert Tx_{0}-u||^{2}-||P_{C}Tx_{0}-Tx_{0}||^{2}$

$<\Vert Tx_{0}-u\Vert^{2}$

$\leq\Vert x_{0}-u\Vert^{2}$

となり矛盾。 よって (2.1) が成り立っ。 $\blacksquare$

$(N_{C}(x)\backslash \{0\})^{C}$ と $T_{C}(x)$ との関係については次の結果がある ([11] 参照)。

補助定理 2.1 $C$ を Hilbert 空間 $H$ の凸閉集合とする。 このとき

$T_{C}(x)\subset(N_{C}(x)\backslash \{0\})^{c}(\forall x\in C)$

が成り立っ。

この結果より、条件 (1.2) を満たす一価写像は Hilbert 空間では条件 (1.3) を
常に満たすことがわかる。

3 存在定理

この節では, コンパクト凸集合上で定義された上半連続な集合値写像に対
する零点の存在定理を得る。以下の結果は主定理を証明するのに必要となる
([12, 13, $14|$ 参照)。

補助定理 A $X$ を線形位相空間のコンパクト凸集合とし、 $f$ を次の (1), (2), $(S)$

の条件を満たす $X\cross X$ 上の実数値関数とする。

(1) 任意の $y\in X$ に対して、 $x$ の関数 $f(x,y)$ は上半連続である;

(2) 任意の $x\in X$ に対して、 $y$ の関数 $f(x,y)$ は凸関数である;

(3) $f(x,x)\leq c(\forall x\in X)$ となる実数 $c$ が存在する.

このとき $f(x_{0},y)\leq c(\forall y\in X)$ となるような $x_{0}\in X$ が存在する。
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次の定理は Kneser[10] によって得られた。

定理 $BX$ を線形空間の凸部分集合、 $Y$ を Hausdorff線形位相空間のコンパ
クト凸部分集合とし、 $f$ : $XxYarrow \mathbb{R}$ を、任意の $x\in X$ に対して、 $y\in Y$ の

関数 $f(x,y)$ が下半連続な凸関数であり、任意の $y\in Y$ に対して、 $x\in X$ の

関数 $f(x, y)$ が凹関数であるとする。 このとき

$\min_{y\in Y_{x}}\sup_{\in}f(x, y)=\sup_{x\in X}\min_{y\in Y}f(x,y)$

が成り立っ。

次に主定理を示す。

定理 3.1 $C$ を Banach 空間 $E$ の空でないコンパクト凸集合とし $T:Carrow 2^{E^{r}}$

を上半連続な集合値写像とする。 ただし、任意の $x\in C$ に対して $Tx$ は空で

ないコンパクト凸集合とする。 このとき

$Tx\subset(N_{C}(x)\backslash \{0\})^{c}(x\in C)$ (3.1)

が成り立っならば $T^{-1}0\neq\emptyset$ である。

証明の概略 任意の $z\in C$ に対して $0\not\in Tz$ と仮定する。 ここで関数 $g$ を

$g(x,y)= \sup_{x\in Tx}\langle x-y,x^{*}\rangle(\forall(x,y)\in C\cross C)$

と定義する。 このとき関数 $g$ は補助定理 A の条件 (1),(2),(3) を満たすこと
が証明できる。 ただし、 (3) は $g(x, x)=0(\forall x\in C)$ である。 したがって補助
定理 A より

$-g(z_{0},y)\leq 0(\forall y\in C)$

となる $z_{0}\in C$ が存在する。 $g$ の定義より

$- \sup_{z\in Tz_{O}}\langle z_{0}-y,$
$z^{*}\rangle\leq 0(\forall y\in C)$ ,

したがって

$\inf_{y\in C_{z}}\sup_{*\in Tz_{0}}\langle z_{0}-y,$
$z^{*}\rangle\geq 0$

が得られる。 Kneser の minimax 定理 (定理 B) より

$\inf_{y\in C}\sup_{z\in Tz_{0}}\langle z_{0}-y,$ $z^{*} \rangle=\sup_{z\in Tx_{O}}\inf_{y\in C}\langle z_{0}-y,$
$z^{*}\rangle$ .

ここで $Tz_{0}$ はコンパクト集合であるので $\inf_{y\in C}\langle z_{0}-y,\hat{z}^{*})\geq 0$
、 つまり

$\langle z_{0}-y,\hat{z}^{*}\rangle\geq 0(\forall y\in C)$

を満たす $\hat{z}^{*}\in Tz_{0}$ が存在する。 $N_{C}(z_{0})$ の定義より $\hat{z}^{*}\in N_{C}(z_{0})$ となる。 一

方 $T$ は条件 (31) を満たす。つまり $Tz_{0}\subset(N_{C}(z_{0})\backslash \{0\})^{c}$ であるので $\hat{z}^{*}=0$

となり矛盾。 よって $T^{-1}0\neq\emptyset$
。

$\blacksquare$
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4 応用

この節では、まず定理 3.1を用いて Hilbert 空間における集合値写像の不動
点定理を得る。 さらにその結果を用いて角谷の不動点定理を証明する。

定理 4.1 $C$ を Hilbert 空間 $H$ のコンパクト凸集合、 $S:Carrow 2^{H}$ を上半連続

な集合値写像で任意の $x\in C$ に対して $Sx$ を空でないコンパクト凸集合とす

る。 このとき

$Sx\subset x+(N_{C}(x)\backslash \{0\})^{c}(x\in C)$ (41)

が成り立っとき
$x_{0}\in Sx_{0}$ .

を満たす $x_{0}\in C$ が存在する。

証明の概略 任意の $x\in C$ に対して集合値写像を

$Tx=Sx-x$

と定義する。 このとき $T$ は上半連続な集合値写像となる。実際、 $Tx$ の任意の

近傍 $V$ に対して、$Tx=Sx-x\in V$ より、 $Sx\in x+V$ となる。 $x+V$ は $Sx$ の

近傍であり、 $S$ は上半連続なので $x$ の近傍 $U$ が存在して、 $Sy\in x+V(\forall x\in U)$

となる。 よって $Tx=Sx-x\in V(\forall x\in U)$ となり、 $T$ が上半連続であるこ

とがわかる。 また、任意の $x\in C$ に対して $S$ の定義から $Sx$ は空でないコン

パクト凸集合であるから、 $Tx$ は空でないコンパクト凸集合となる。
$S$ の条件 (4.1) から任意の $x\in C$ に対して

$Tx=Sx-x\subset(N_{C}(x)\backslash \{0\})^{c}$

となる。 したがって定理 31より $0\in Tx_{0}$ となる $x_{0}\in C$ が存在する。 すな

わち $x_{0}\in Sx_{0}$。

$\blacksquare$

定理 4.1と補助定理 2.1より Hilbert 空間での角谷の不動点定理 [9] が証明

できる (Fan [$7|$ と Browder $[4|$ を参照)。

定理 4.2 (角谷 [9]) $C$ を Hilbert 空間 $H$ のコンパクト凸集合とし $S:Carrow 2^{C}$

を上半連続な集合値写像とし任意の $x\in C$ に対して $Sx$ は空でない閉凸集合

とする。 このとき
$x_{0}\in Sx_{0}$ .

となる $x_{0}\in C$ が存在する。

証明の概略 $T_{C}$ の定義より任意の $x\in C$ に対して $C-x\subset T_{C}(x)$ となる。

よって任意の $x\in C$ に対して C $\subset$ x $+$ Tc(x)。補助定理 21より任意の $x\in C$
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に対して

$Sx\subset C$

$\subset x+T_{C}(x)$

$\subset x+(N_{C}(x)\backslash \{0\})^{c}$ .

定理 41より $x_{0}\in Sx_{0}$ を満たす $x_{0}\in C$ が存在する。
$\blacksquare$
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