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In this paper we introduce definitions of distances defined by
norms in linear spaces in order to find optimal paths in free
spaces with obstacles. Euler-Lagrange equations in the variational
method give the optimal solutions for the problems of optimal
paths. Finally we discuss that our future studies for optimal paths
in free spaces with obstacles, which have fuzzy boundaries, is use-
ful in getting shortest paths in realistic environment with natural
damage, for example, earthquakes etc.

1 ノルムによつて定まる距離

都市建造物が位置する平面上の 2点間を測るには, 次のケージ (gauge), あるいはノルム
(norm) や距離 (metric, distance) が用いられる ([15] 参照).

定義 1.1 $n$ 次元線形空間の部分集合 $S\subset R^{n}$ はコンパクト凸で, 原点を内点として含む.
点 $x\in R^{n}$ のゲージ $\gamma$ : $R^{n}arrow R_{+}=|0,$ $\infty)$ とは, 次のように定義される.

$\gamma(x)=\inf\{\lambda>0:x\in\lambda S\}$ .

さらに, $S$ が対称的, すなわち $y\in S\Rightarrow-y\in S$ ならば, $x$ のゲージは, 特に $x$ のノルム

$||x\Vert$ といい, ノルムから $x,$ $y$ の距離 $d(x, y)$ が定義できる :

$\gamma(x)=\Vert x\Vert_{\gamma}$ , $d(x, y)=||x-y\Vert_{\gamma}$ .

と表す.

ゲージ $\gamma$ は, 一般に対称性はない. $\gamma(x, y)=\gamma(y-x)$ とおくと, $g(x, y)\neq g(y, x)$ が成り立
つことがあるからである. ノルムは対称的である : $||x-y||=||y-x||$ . ゲージは次の 3性
質より特徴付けられる :(i) $\gamma(x)\geq 0$ and $(\gamma(x)=0\Leftrightarrow x=0);(ii)\gamma(\lambda x)=\lambda\gamma(x)(\lambda\geq 0)$

(iii) $\gamma(x+y)\leq\gamma(x)+\gamma(y)$ .
ノルム $\Vert\cdot\Vert$ が定義された $(R^{n}, \Vert\cdot\Vert)$ をノルム空間, 距離 $d$が定義された $(R^{n}, d)$ を距離

空間という.
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2 可視概念と最短パス

ノルム 1 $\cdot\Vert$ が定義された $R^{n}$ には, 距離 $d(x, y)=\Vert x-y\Vert_{d}(x, y\in R^{n})$ 導入されている
とする. 有限個の障害物集合 $\{B_{i}\subset R^{n} :i=1, \cdots, N\}$ は, すべて閉集合で内点を含み, 互
いに素, すなわち $B_{i}\cap B_{j}\neq\emptyset(i\neq j)$ とする. その和集合を次のようにおく : $\mathcal{B}=\bigcup_{i=1}^{N}B_{i}$ .
次の集合

$\mathcal{F}=R^{n}-int(\mathcal{B})=\{x\in R^{n}:x\not\in \mathcal{B}, or, x\in\partial \mathcal{B}\}$

は実行可能領域で, 自由スペース (free space) という. $\mathcal{F}$ は連結と仮定する. 連結な自由ス
ペースにおける最短距離 $d_{\mathcal{B}}$ を次のように定義する.

2点 $x,$ $y\in \mathcal{F}$の $x-y$パス (path) とは, 区分的滑らかな曲線 $P:p(t)=(p1(t),p_{2}(t), \cdots,p_{n}(t))^{T}$

$(t\in I=[0,1])$ が存在し, $p(0)=x,p(1)=y$ をみたすことをいう. 長さ $\ell(P)$ は次のように
表される :

$\ell(P)=/0^{1}\Vert\frac{dp}{dt}\Vert_{d}dt$ .

$x-y$ パスは, その曲線 $P$ と障害物集合 $\mathcal{B}$ の内部との交わりがないとき, すなわち $p(I)\cap$

int $(\mathcal{B})=\emptyset$ のとき, 許容 $x-y$ パス (permitted path) という. $x-y$許容パスより, d一最短
許容パス (d-shortest permitted path), 障害距離 (barrier distance), 最適パス (optimal path
$)$ , ジオデスティックパス (geodestic path) といわれる $d_{\mathcal{B}}(x, y)$ が定義される :

$d_{\mathcal{B}}(x, y)= \inf$ {$\ell(P)$ : $P$ is permitted path}

$d$- 最短許容パスは, 同次的でないのでノルムとはならないが, 距離の性質をみたす ([15]).
(i) $d_{\mathcal{B}}(x, y)\geq 0$ and $(d_{\mathcal{B}}(x,y)=0\Leftrightarrow x=y\in \mathcal{F})$ ; (ii) $d_{\mathcal{B}}(x,y)=d_{\mathcal{B}}(y, x)$ ; (iii)

$d_{\mathcal{B}}(x, y)\leq d_{\mathcal{B}}(x, z)+d_{\mathcal{B}}(z,y)$ .
ゆえに, $R^{n}$ の距離 $d$ と障害物集合 $\mathcal{B}$ に対する $(\mathcal{F}, d_{\mathcal{B}})$ は距離空間である. 一般に, $d-$

最短許容パス $d_{\mathcal{B}}(x, y)$ は $R^{n}$ の距離 $d(x, y)$ より短くならない :

$d_{\mathcal{B}}(x, y)\geq d(x,y)$ for $x,$ $y\in \mathcal{F}$ .

定義 2.1 $d$一最短許容パスと $R^{n}$ の距離 $d(x, y)$ が等しいとき, すなわち $d_{\mathcal{B}}(x, y)=d(x, y)$

のとき, $x,$ $y$ は d一可視的 (visible) という.

可視的でない部分は, 影 (shadow) という.

定義 2.2 $x\in \mathcal{F}$ から $d$一可視的でない点の集合

$shadow_{d}(x)=\{y\in \mathcal{F}:d_{\mathcal{B}}(x, y)>d(x, y)\}$

を, $x$ の $d$一影 (shadow) という.

距離を次のように, $x=(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n})^{T},$ $y=(y_{1}, y2, \cdots, y_{n})^{T}$ のマンハッタンノルム

(Mahhatan norm) $M=\ell_{1}$ と $E=\ell_{2}-$ ノルムによる影を次に図示する.

$M(x, y)= \sum_{i=1}^{n}|x_{i}-yi|$
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Figure 2.1: $E(=P_{2})$ ノルムによる影 (左図) と, $M(=\ell_{1})$ ノルムのよる影 (右図) とは翼なる.

3 滑らかな自由スペースでの最短距離

距離空間 $(R^{n}, d)$ において, 障害物集合 $\mathcal{B}$ が単一のコンパクト凸集合

$B=\{x\in R^{n}:G(x)\leq 0\}$ ,
ただし ( $G$ は凸で, 2回連続微分可能 $\nabla G\neq 0,$ $\partial B$ は $n-1$ 次元微分可能多様体を仮定) の
自由スペース $\mathcal{F}=R^{n}-B$ における 2点 $x,$ $y\in \mathcal{F}$ の $d$最短許容パスを見出す最適化問題を
次に定式化する :

$\min J(p)=/0^{1_{F(t,p,p^{J})dt}}$
’ where$F(t,p, q)=\Vert q(t)\Vert_{d}$ ,

such that $p(0)=x,$ $p(1)=y,$ $p(I)\cap int(B)=\emptyset$ . (3.1)

2点 $x,$ $y\in \mathcal{F}$ に対する $d$最短許容パス $p$ の解法には, 変分法を応用する. 簡単には $G$ は単
位円とする.

例 3.1凸関数 $G:R^{n}arrow R$ を次のようにおく :

(3.2)

$d$一最短許容パス $p$ は, スラック関数 $\mu$ : $Iarrow R$ とベクトル値関数 $u$ : $Iarrow\partial B$ を用いて,
次のように表される :

$p(t)=u(t)+\mu(t)_{\nabla}^{2}G(u(t))$ , where $u(t)\in\partial B,$ $\mu(t)\in R$,

such that $G(u(t))$ on $I$ .

また, 連続な $u$ と区分的に滑らかな $\mu$ は次の関係をみたす 図 $3.1$ を参照) :
$G(u(t))=0$ for $t\in I$ ,
$u(O)+\mu(0)^{2}\nabla G(u(0))=x$ ,
$u(1)+\mu(1)_{\nabla}^{2}G(u(1))=y$ ,

凸関数 (3.2) に対する最適化問題 (3.1) に関して, 自由スペースの 2点 $x,$ $y\in \mathcal{F}$ の $d$一最短

Figure 3.1: 陣害物が単位円のときの, 最短パス $p$, スラック $u$. ベクトル閾数 $\mu$ の閾係

許容パス $p$ がみたす必要条件は, 次の条件 $(a)$ , あるいは $(b)$ が成り立っことである $([15|)$ :
$(a)$ $p$ は, 次の Euler–Lagrange 方程式をみたす :

$\frac{\partial F}{\partial pj}(t,p,p’)-\frac{d}{dt}\frac{\partial F}{\partial qj}(t,p,p’)=0$, $q_{j}=p_{j}’;j=1,2,$ $\cdots,n$ ;

$(b)$ $p$ は $G(p(t))=0$ および, 次の方程式をみたす.

$\frac{\partial F}{\partial p_{i}}(t,p,p^{J})-\frac{d}{dt}\frac{\partial F}{\partial qi}(t,p,p’)+\lambda(t)\frac{\partial G}{\partial pi}(p)=0$, $i=1,2,$ $\cdots,$ $n$
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4 今後の研究課題

今後の研究課題としては, (1) 曖昧な境界をもつ障害物 (複数個) が存在するスペースにお
ける 2点最短距離の確定するアルゴリズムの考案 ;(2) 最短パスの滑らか性に関する条件
を緩やかなものとして検討する ;(3) 曖昧な情報を含む道路交通量に基づいて河川に橋を
最適化配置する問題の解法を考案することである. 詳しくは次のとおり :

(1) 地震などの災害発生時では, 複数の建物が破壊されて障害物となり通過可能な道路
が制限され, 不可能な場合がある. しかも, 障害物の地点は特定されても, 被害の度合いが
明確でないことがある. このような場合, 障害物の境界が曖昧な制約条件のもとで, 最短の
パスを発見するアルゴリズムの考案は有効である.

(2) 障害物全体 $\mathcal{B}$ を取り除いた自由スペースの 2点 $x,$ $y\in \mathcal{F}$ 内に考えられる最短許容
パスの距離 $d_{B}(x, y)$ は, 区分的に滑らかであることを仮定した. この条件を緩めて, 無限
個の微分不可能な点が存在するパス, 例えば, 絶対連続, あるいはリプシッツ連続 (ほとん
ど至る所微分可能) であるパスと同様な滑らかでない境界 $\partial(\mathcal{B})$ に関して, 最適化 (3.1) の必
要条件を与えることも必要である. 障害の境界やパスは, 必ずしも滑らかとは限らないから
である.

(3) 都市を形成する道路は重要なファクターであり, 河川に橋をかけて交通量を調整
することがある. しかし, 車両の交通量は常に確定的というよりは,「だいだい」 あるいは
「約」 という不確定性が伴うことがある. 今後の研究では, 交通量をファジィ数として考え,
ファジィ線形空間を構成し, 河川にかける橋の最適位置を決定する最適化問題を定式化し解
法を試みる.
ファジィ数の集合 $\mathcal{F}_{b}^{st}$ (正規, 有界サポート, 狭義ファジィ凸, 上半連続のメンバーシッ

プ関数の集合) に同値関係を導入し, 商集合 $\mathcal{F}_{b}^{st}/\sim$ に, 和とスカラー倍が定義される線形
空間の構成する. この線形空間 $\mathcal{F}_{b}^{st}/\sim$ には, ハウスドルフ距離によりノルムが定義でき,
完備性も保証される. 図 41が示すモデルでは, 川の左右の道路交通量として, ファジィ

Figure 4.1: 川をはさんで. 左・右の道路の交通量は. ファジィ数 $A,$ $L1,$ $L2,$ $\cdots,Ln,$ $C;B,$ $R1$ ,
$R2,$ $\cdots,$ $Rm,$ $D$ で与えられるモデルである.

数 $A,$ $L1,$ $L2,$ $\cdots,$ $Ln,$ $C;B,$ $R1,$ $R2,$ $\cdots,$ $Rm,$ $D$ が与えられている. ファジィ線形空間におけ
る変分不等式問題・最適化問題を導き, 変分法を用いて, 橋の最適配置を見出す解法を検討
する.

5 最短パスの例と課題

矩形 $[$-1, $1]\cross[-1,1|\subset R^{2}$ の中に, 障害物 $B=\{u=(u_{1}, u_{2})^{T}:u_{1}^{2}+u_{2}^{2}\leq 1\}$ があるとき,

自由スペースは $F=[-1,1]^{2}-B=[-1,1]^{2}\cap B^{c}$である. 研究課題 (1) の特殊な場合「曖
昧な境界をもつ障害物が存在するスペースにおける 2点最短距離の確定するアルゴリズム」
に関して例を示す. 曖昧な境界をもつ障害物は, Br(半径 $r$ の円), $r$ はファジィ数, そのメ

ンバーシップ関数は $\xi\geq 1$ を実数として

$\mu_{r}(\xi)=\{$
$1+ \frac{\frac{1-A}{\underline{r\iota}_{1}-1-r_{0^{1}}}}{r_{2}}(\xi-r_{1})A+(\xi-1)$

$(r_{1}<\xi\leq r_{2})(\xi\geq r1\geq 1);(\xi>r_{2})$

198



とする. ファジィ数の半径 $r$ は, 外的原因により変化して $r1\geq 1$ を中心として, 最大 $r2>r_{1}$

に変化することを仮定する. 変化 $r_{1}\geq 1$ の有無を含めて考えるために $0\leq A\leq 1$ とする.
$\alpha$ カット集合 $L_{\alpha}(\mu_{r})=\{\xi:\mu_{r}(\xi)\geq\alpha\},$ $0<\alpha\leq 1$ は, $L_{\alpha}(\mu_{r})=[R_{1}(\alpha), R_{2}(\alpha)]$ と表せ
る. ここで,

$R_{1}( \alpha)=\min\{\xi:\mu_{r}(\xi)=\alpha\}$ , $R_{2}(\alpha)=r_{1}+(1-\alpha)(r_{2}-r_{1})$ .
図 5.1は, 障害物 $B_{r}$ に含まれない 2点 $x(x_{1},x_{2}),$ $y(y1, y2)\in[-1,1|^{2}$ を自由に選んだ場合

Figure 5.1: 口害物の半径は $\xi_{1_{f}}\xi_{2}\in[R_{1}(\alpha), R_{2}(\alpha)],\alpha$ は帰属度, とする. 2点 $x,y$ を自由にとり,
帰贋度 $0<\alpha\leq 1$ に応じて, 半径 $\xi_{\alpha}\in[R_{1}(\alpha),$ $R_{2}(\alpha)|$ を決める. 自由スペース内の $x-y$ 間最短
パスを見出すためには, いくつかの計算の可能性が生じる.

に, 障害物を通らずに自由スペースを通過する最短パスの解を示している. 障害物の境界は
曖昧となり, 帰属度 $0<\alpha\leq 1$ と半径 $\xi_{\alpha}\in[R_{1}(\alpha),$ $R_{2}(\alpha)|$ に依存する. 曖昧な境界をもつ
障害物は

$B_{\alpha,\xi_{\alpha}}=\{u\in R^{2}:\Vert u-c\Vert\leq\xi_{\alpha}\}$

表す. $c$ は障害物 (円) の中心, $\Vert\cdot\Vert$ はユークリッドノルムを表す. 今後, $F_{\alpha.\xi_{\alpha}}=[-1,1]^{2}-$

B$\alpha$ , $\xi$。とおく. この最短パス問題を定式化する. 2点 $x,$ $y$ と境界 $\Vert u-c\Vert=\xi_{a}$ の各々, 接線を
$Q_{1},$ $Q_{2}$ , その長さを $P1,P2$ とする (図 52参照). 直角三角形 $cQ_{1}x,$ $yQ_{2}c$ の $p_{1}=\Vert Q_{1}-x\Vert$ ,

Figure 5.2: 隙害物の境罫は中心 C $\in$ R2, 半径 $\xi_{\alpha}\geq 1$ で. 点 $x,y$ とは点 $Q_{1},Q_{2}$ で接する. ベクト
ル $c-x$ と $Q_{1}-x,$ $Q_{2}-y$ と $c-y,$ $Q_{1}-c$ と $Q_{2}-c$ のなす角を各々 $\theta$

1, $\theta_{2},\theta$ とする. なお反時計方
向を正とする. $T$ を線分 QlC を $c$ の方向に延はした直線と境界 $\partial$B$\alpha$ , $\xi$。の交点とする.

$p2=||Q_{2}-y||$ は各々,

$p1=\sqrt{||c-x\Vert^{2}-\xi_{\alpha}^{2}}$, $p2=\sqrt{\Vert_{C}-y||^{2}-\xi_{\alpha}^{2}}$

である. 回転角 $\theta$ の回転行列を $M(\theta)$ とすると,

$Q_{1}=x+p1M( \theta_{\iota})\frac{c-x}{\Vert c-x||}$ , $Q_{2}=y+p_{2}M(- \theta_{2})\frac{c-y}{||c-y||}$

である. 直角三角形 $Q1TQ_{2}$ の斜辺の長さは 2 $\Vert\xi_{\alpha}\Vert$ で円 $\Vert u-c\Vert=\xi_{\alpha}$ に内接することよ

り $,$

$2|| \xi_{\alpha}||=||Q_{1}-Q_{2}||/(\sin\frac{\theta}{2})$ から $\theta=2\arcsin_{2^{1}}^{-1}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{||\xi_{\alpha}|}^{-2}$ で, 弧 $Q_{1}Q_{2}$ の長さは

$arcQ_{1}Q_{2}=2\Vert\xi_{\alpha}\Vert\theta$

となる. 最適化問題は, $r\in \mathcal{F}_{b}^{st},$ $0<\alpha\leq 1,$ $\xi_{\alpha}\in|R_{1}(\alpha),$ $R_{2}(\alpha)|$ に対し

$\min(p_{1}+p_{2}+arcQ_{1}Q_{2})$

$s.t$ . $Q_{1},$ $Q_{2}$は境界上の接点 $;p_{1},p_{2}$は接線の長さ ;

パスは, xy を両端として自由スペース F$\alpha$ ,$\xi$。中にあること ;

となる. 今後, 障害物が $k$ 個ある場合, 接点は $p_{1},p_{2},$ $\cdots,p_{m}(m\geq 2)$ があり, その接点の

個数の確定すること, 2接点の弧長計算, そして適切なパスの最短距離を計算するためのア
ルゴリズムを, ダイクストラのアルゴリズムを用いて考案することが今後の課題である.
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$shadow_{\Xi}(x)$ $s$ adow (x)

8 $B$

$\iota^{-}\backslash r^{l}\backslash ’\backslash \backslash \backslash \backslash \backslash ’\backslash -ll\backslash \backslash "$

’

$\iota_{arrow-------\lrcorner}1|ttI||_{1}|_{1}\mathfrak{l}|$

禾 X

$f^{v}i_{\sim 1}^{m_{\mathfrak{y}}}\dot{*}.:\iota$ 顎陰 $r_{\overline{f}}..\};\Gamma_{\iota}i=\cdot C_{21_{1}^{r}}$ ノルム鎧よる影 (左醗 1と. $\backslash f_{t_{\underline{:}}t^{r}f’}$. ノルムのよる影 $\langle$右國》と継異なる.

$\Gamma^{\epsilon}i_{\dot{1}}^{\dot{\overline{\tau}}_{;}}n^{l}\iota r_{\dot{L}1}i.1$ : 鷺書物が磁鹸円のと題の. $r\ovalbox{\tt\small REJECT}\alpha_{R}$ スラ $vP\tau\overline{\cdot}$. ベクトル鋼獄 $\{1l$
$\Phi$潤蘇
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A 川 $B$

$1\backslash :_{!_{=}\eta:rr\cdot 9t:}r$ 川壱継さんで. 左・右の逆路の交遍●は. 71ジィ象 $4k_{\tau}J_{\grave{d}},$ $L^{\eta}..-\cdot\cdot.lr_{*}$ . $C:B,$ $P_{k}\grave{:}$ ,
$\int\underline{)\urcorner}$ . $\cdots$ : $\Gamma_{\dot{arrow}r}’:_{:}U$で与えられるモデルでおる.

$i^{\dot{l}}\vec{\nu}_{il}\mathfrak{n}^{\vee}.rc^{r_{J}},.1$ : 瓢害彎の単径は $\backslash \dot{\iota}1\cdot l4.\sim\vee\dot{\cdot}\{t,t_{\wedge}^{1}\dot{\{}.1_{\iota^{j}}|,\prime J$ は 属配 とする. 2点 $x,t^{-}$ 蓬臼由にとり.
震属 ff 慈く $n_{-}^{*:}]$ に応じて. 拳襲 $\backslash ff\backslash :^{\backslash };..|j’?|_{l_{1}}^{j}\iota!^{t}.\cdot.|g$決める. 臼由スペース陶の a–il{蜀躍 1
バスモ見出すためには. いくつかの欝算の可麓住が生移る.
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$\mathfrak{R}:||u\cdot c||=\xi$

$T$

$r_{\dot{\backslash }\kappa}^{\backslash }\backslash \iota,:arrow$? 離雀鞠の壌癖纏中心 $c\iota_{\vee}^{-}- R^{\wedge}$ .筆窪 $*.\pi_{r}^{\wedge^{*}}t-..1$ で, $\hslash\overline{arrow}\cdot f$; と $\epsilon\ovalbox{\tt\small REJECT}\sigma|_{h}i_{\backslash }\cdot r_{t^{j}}!\tau$ す $\approx$. $\hat$クト
ル $x-x$と犠 $-\tau_{\backslash }Q\neg\backslash \cdotrightarrow\grave{.}t$ と $\frac{\sim}{}-r$ . $Q\downarrow-c$ と $4^{i_{\dot{4}}-P_{-}}$

’ のな V擁蓬書々$\oint\dot{j}’$ .t-$\mathfrak{i}$

’

$\alpha\grave$.讃とする、 なお蔑時鍛方
殉蓬正と亨る 8 $mJ$ 篭線分犠 $i^{\overline{\backslash }}$ を $fl^{\underline{Y}}$の方痢に選ぱした澹嬢と漉露 $l\prime fl_{arrow x}$拳の交点とする,
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