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1. はじめに

連続写像の (自由) ホモトピー集合 $[X, Y]$ を決定することは一般には難しい問題
だが, $n$ 次元閉多様体 $\Lambda I$ から $n$ 次元球面 $S^{n}$ への連続写像の場合には Hopfの定理
あるいは Hopfの分類定理と呼ばれる次の結果がよく知られている.

定理 1.1. $\Lambda I$ を向き付け可能な $n$ 次元連結閉多様体, $S^{n}$ を $n$次元球面とする. こ

のとき, $[f]\mapsto\deg f$ で定義される写像

$deg:[\Lambda I, S^{n}]arrow \mathbb{Z}$

は全単射である.

注意. 」$lI$ が向き付け不可能な場合も, inod 2写像度を考えれば, $\mathbb{Z}_{2}$ への全単射が
成り立っ.

同変トポロジーの観点から, Hopfの定理の同変化である同変 Hopf型定理が多くの
研究者により研究されてきた. 本稿では, 同変写像の中でも特に等変写像 (isovariant
map) に注目し, 等変写像の分類定理すなわち等変 Hopf型定理について, 現時点で
わかっていることをいくっか報告したい. なお, 本研究は牛瀧文宏氏 (京都産業大

学 $)$ との共同研究である.

2. 同変 HOPF型定理

従来, 同変 Hopf型定理が多くの研究者により研究されてきた. つまり, $\Lambda I$ を $G$

多様体としたとき, 適切な条件の下で, 同変ホモトピー集合 $[\Lambda I, S1^{t}/]_{G}$ を決定すると

いう問題である. ここで $Sl^{r}$ は $G$ の表現空間 $\tau’$

. の単位球面を表す. 1970年, G. Segal
[21] は有限群の表現球面 $St^{\gamma}$ の同変安定ホモトピー群 $\{SV_{\backslash }SV\}_{G}$ はバーンサイド環
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と同型であることを発表し, 同変ホモトピー論への道をひらいた. 後に tom Dieck
[2] はコンパクト・ $|)\cdot-$群のバーンサイド環を定義したが, Segal の結果はコンパク
ト・リー群においても成り立つことが知られている. 一方, Rubinsztein [20] は同変
ホモトピー集合 $[SV.S(|^{\Gamma}\oplus U)]_{G}$ を考察し, ある種の同変 Hopf型定理を得た. その
後, $t$.om Dieck-Petrie [4. 5], Tornehave [22], Laitinen $[12]\dot,$ Kushkuley-Balanov [11].
Ferrario [10] らが同変 Hopf型定理に関連する研究を行った. その結果として, 良

い条件の下では同変写像の同変ホモトピー類は写像度 (写像度関数) により区別で

きることがわかる. これは上記の Hopfの定理の単射性の一般化といえる.
一方, 全射性は一般にはいえない. つまり, 写像度の値には制限がっく. もっと

も簡単な場合でその例を述べよう. 位数 2の巡回群 $C_{2}$ が $\mathbb{R}^{n}$ に対心的に作用して

いる表現を $U$ とし, 表現球面 $SU$ を考える. このとき, 次が成り立っ.

命題 2.1. $\deg$ : $[SU_{\}SU]_{C_{2}}arrow \mathbb{Z}$ は単射で Im deg $=1+2\mathbb{Z}(\subset \mathbb{Z})$ である.

実際, $C_{2}$ 写像 $f$ すなわち $f(-x)=-f(x)$ をみたす連続写像 (奇写像) の写像度

が奇数であることは Borsuk[1] をはじめとしてよく知られた事実である. また, す

べての奇数が写像度で実現できることは, この場合には, $C_{2}/$ 写像を直接構成する

ことでわかる.

注意. 一般に写像度の取り得る値は, 群作用だけでなく多様体の構造にも制限され

ので, その決定は結構難しい問題である. たとえば [7, 8, 9] などを見られたい.

このように写像度を単純に対応させたのでは全射にならないが, すぐわかるよう

に次のような対応を考えることで全射性がいえる.

系 2.2. $D([f])=(\deg f-1)/2$ と定義すると, $D$ : $[SU_{\}SU]_{C_{2}}arrow \mathbb{Z}$ は全単射で

ある.

これは同変写像の分類定理 (同変 Hopf型定理) の一っと見なされるが, 我々は

これを等変写像で考えたい.

3. 等変写像と BORSUK-ULAM 型定理

$G$ はコンパクト・リー群とし, X. $Y$ を $G$-空間とする. 同変写像 $f$ : $Xarrow Y$ が,

アイソトロピー群を保つとき, すなわち $G_{x}=G_{f(x)}(\forall x\in X)$ をみたすとき, $f$ を

等変写像 (isovariant map) という. すなわち等変写像は $G$ 空間の軌道型を保存する

同変写像であり, $G$ 空間の分類などの研究に重要なものである ([23]). 同変ホモト

ピーが等変写像でもあるとき, 等変ホモトピーという. 等変写像の等変ホモトピー
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類の集合を $[X, 1^{r}]_{\zeta_{I}^{v}}^{i_{b^{\backslash }0\lambda’}}$ で表し, 等変ホモトピー集合という. 等変ホモトピーは (同
変 $)$ ホモトピー論の観点から Dulaa-Schultz [6] らの研究があるが, 我々は Hopf型定
理の観点から同変ホモトピー集合を考察する. 等変 Hopf型定理とは, $X$ を $G$ 多様
体あるいは G-CW複体, $Y^{r}$ を表現球面 $ST\cdot- V$ としたときの $[X, STT^{r}]_{c_{\tau}^{\grave{b}}}^{i_{i}o\backslash }$’に関する種々
の結果の総称である.

等変写像は存在するとは限らないのではじめに等変写像の存在問題について考
えたい. つまり $[X,$ SIT $]_{G}^{isov}$ は空か空でないかの問題である. この問題は, Borsuk-
Ulam型定理と密接な関係がある. 古典的な Borsuk-Ulam の定理を等変写像の観点
から述べると次のように述べられる.

定理 3.1. $C_{2}$ が対心的に作用する球面 $S^{m}$ . $S^{n}$ を考える. 等変写像 $f$ : $S^{m}arrow S^{n}$ が

存在するならば $nl\leq n$ が成り立つ. したがって, $n>m$ ならば等変写像は存在し
ない.

注意. 上記の結果は通常同変写像に関して述べることが多いが, 今は作用が自由な
ので, 同変写像と等変写像は同じ概念になる.

このように, Borsuk-Ulam 型定理は同変写像や等変写像の非存在性を主張する
定理とも解釈できる. 等変写像に関する Borsuk-Ulam型定理の研究は Wasserman
$[$ 24] に始まるが, その後, [13, 14. 15, 17] などで研究されている.

$[$24] からの一つの帰結として以下の結果が知られている.

命題 32. $G$ は可解コンパクトリー群, $V,$ $T,1^{r}$, は $G$表現とする. このとき等変写

像 $f$ : $Varrow W$ が存在するならば

$\dim V-\dim V^{G}\leq\dim\dagger’1^{r}$,–diin $TV^{G}$

が成り立っ.

定義. 上記の結果が成り立っ群を Borsuk-Ulam 群 (BUG) と呼ぶ.

従って可解コンパクトリー群は Borsuk-Ula,$m$群である。非可解群の Borsuk-Ulam
群も存在する ([24]) が, 非 Borsuk-LTlam 群の例は知られていない.

[17] では次のような等変 Borsuk-Ulann型定理が示されている.

定理 3.3 ([17, Corollary $B]$ ) . $G$ は有限群, il $I$ は $7?1$ 次元 niod $|G|$ ホモロジー球面

とし, $G$ は $l)[$ 上に自由に作用しているとする. $T^{m}T^{S^{-}}$’は $G$ のユニタリー表現とし $STT^{-}$

をその表現球面とする. このとき, $G$ 等変写像 $f:_{1’}tlarrow STT^{1^{\vee}}$ が存在するならば

dim $l\mathfrak{h}I+1\leq\dim STT^{\sim}-\dim STT^{r>1}$
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が成り立つ. ここで $STT^{->1}$ は $SlT^{r}$ の特異集合 $( i.e. STT’>1=\bigcup_{1\neq H\leq G}Sf\dagger^{H})$ であ

り, $STT>1=\emptyset$ ならば dini $S\ddagger T^{->1}=-1$ とおく.

注意. この結果は, $Tf$ が直交表現としても成り立っ.

同様に $S^{1}$ 作用に関しては $[$ 14. Propositioii 1.2 $]$ を用いて次が示される.

命題 34. $lt[$ は有理ホモロジー球面で $S^{1}$ が自由に作用しているとする. $T\cdot T$ は $S^{1}$

直交表現とする. このとき $S^{1}$ 等変写像 $f:i\backslash Iarrow S$ IT’ が存在するならば

$\dim\lrcorner\eta I+1\leq\dim Sl/T^{-}-\dim STT^{1}r>1$

が成り立っ.

ここではさらに $G=$ Pin $($ 2 $)$ $(=N_{S^{3}}(S^{1}))$ の自由作用についても同様の結果が成
り立っことを示したい. $\mathbb{H}$ を四元数体とし, $S^{1}=\{z=a+bi\in \mathbb{H}|a^{2}+b^{2}=1\}$ と

おくと

Pin (2) $=\langle Z,$ $j|z\in S^{1}\rangle\subset \mathbb{H}$

である. Pin(2) $/S^{1}$ は位数 2の巡回群で生成元は $j$ によって代表される元である $(b$

とおく). 射影を $p$ :Pin (2) $arrow$ Pin(2) $/S^{1}$ とすると $p(j)=b$ である.

定理 3.5. $\Lambda I$ は有理ホモロジー球面で Pin(2) が自由に作用しているとする. $TT^{\tau}$ は

Pin(2) 直交表現とする. このとき Pin(2) 等変写像 $f$ : $\Lambda Iarrow Sl-|/$ が存在するならば

diin $\lrcorner \mathfrak{h}I+1\leq\dim STT’’-\dim$ STU $>1$

が成り立っ.

はじめに次のことに注意する.

補題 3.6. 上記の状況の下, $\dim$ STT‘ $>1_{=\dim S\dagger I^{\zeta_{p}}’}$ となる素数位数の巡回群 $C_{p}\leq$

$S^{1}$ が存在する.

証明. 非自明な閉部分群 $H$ について $H\cap S^{1}\neq 1$ である. 実際, $H\cap S^{1}=1$ とする

と $p(H)\cong H\neq 1$ となり, したがって $H\cong C_{2}$ となるが, Pin(2) の位数 2の部分群
は $\{\pm 1\}\leq S^{1}$ しかないので $p(H)\neq 1$ に矛盾する. したがって $C_{p}\leq H\cap S^{1}$ となる

素数位数の巡回群 $C_{p}$ が存在し, 特に $STI^{H}\subset SI\cdot I^{-c_{p}^{B}}$ となる. このことから

$SI$
$T^{->1}=\bigcup_{1\neq H\leq G}SII^{H}=\bigcup_{1\neq C_{p}\leq S^{1}}STT^{C_{p}^{1}}$

がいえる. 右辺は可算個の和集合であるので. $\dim SlI\cdot’>1=ii_{i}ax_{p}\{$dini $ST!I^{-c_{p}}\}$ と

なり, ある素数 $p$ が存在して dini SII’ $>1_{=\dim SIT^{\zeta_{p}}’}$
. となる. $\square$
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注意. $G$ が有限群または $S^{1}$ のときでも上の補題は成り立つが, 一般のコンパクト.

リー群では成り立っとは限らない.

定理 3.5の証明. $G=$ Piii(2) とする. 補題 3.6のような $C_{p}\leq S^{1}<G$ をとる. $C_{p}$

は $G$ の正規部分群になるので $TT^{-c_{p}}$ は $G$ 表現とみなされ, $G$ ホモトピー同値写像
$h:STI^{r}/\backslash STT^{v}c_{p}arrow S(TI^{-C_{p}’}’)^{\perp}$ が存在する. ここで $(TT^{r}c_{p})^{\perp}$ は $|_{1’}I^{C_{p}}$

’

の $T\prime l^{r}/$ における $G$

直交補空間を表す $f(M)\subset SW\backslash SW^{c_{P}}$ より, $G$写像 $g=hof:i\backslash Iarrow S(IT^{rC_{p}})^{\perp}$ が

存在する. $S^{1}$ に作用を制限することで, $g$ を $S^{1}$ 写像と考えると $S^{1}$ 作用の Borsuk-
Ulani型定理より,

$\dim lII\leq\dim S(T0^{l}\cdot c_{P})^{\perp}=\dim$ SIf’ $-\dim ST\prime V^{c_{P}}’-1$

が成り立つ. $\dim ST\cdot V^{C_{P}}=\dim ST\cdot T^{P^{\vee>1}}$ より

$\dim i\backslash I+1\leq\dim ST,I/^{J^{-}}-\dim STV^{>1}$

が成り立っ. 口

ここで $S^{1}$ 作用の Borsuk-Ulam型定理とは以下のような結果である.

命題 3.7. $S^{1}$ が有理ホモロジー球面 $\Lambda I,$ $N$ に滑らかに作用し, $\Lambda I^{S^{1}}=N^{S^{1}}=\emptyset$ と

する. このとき, $S^{1}$ 写像 $f$ : $\Lambda Iarrow N$ が存在するならば dim lII $\leq\dim N$ が成り
立っ.

以上のことから

系 3.8. $d=\dim ST\prime I^{l^{-}}-\dim ST\cdot V>1$ とおく. 命題 3.3, 3.4または定理 3.5の状況にお

いて, dini $\Lambda I>d-1$ ならば $[\Lambda I, Sl^{\Gamma}]_{G}^{iso\iota^{\gamma}}=\emptyset$ である.

次に不動点をもつ半自由作用の場合を考える. この場合 $ltI$ は連結で滑らかな $G$

多様体とする.

命題 39. $G\neq S^{3}$ とする. $G$ が $\Lambda I$ 上に半自由かつ滑らかに作用し, $G$ 不動点をも

つとする. このとき, 等変写像 $f$ : $1\backslash Iarrow S\uparrow V$が存在するならば

$\dim$ ISI- min-dim $\Lambda I^{G}\leq$ diin $ST^{J}T^{\Gamma}-\dim STT^{\check{;}>1}$

が成り立っ. ここで min-dim は連結成分の次元の最小値を表す.

証明. スライス定理より, 不動点集合の法表現には $G$ は (原点以外に) 自由に作用

している. したがって, $G$ はある球面に自由かつ線形な作用をもつ群でなければ
ならない. このような有限群は [25] で分類されている. [24] の結果を利用するとそ
のような有限群は Borsuk-Ulam群になることがわかる. 一方, 有限群でなければ、
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$G=S^{1}$ . Pin(2). $S^{3}$
’

しかない. $S^{1}$ . Pin(2) は可解なので Borsn$1_{\iota’}$-Ulain 群である. $(S^{3}$

についてはいまだに不明である. $)$

$\wedge^{\prime\lambda I^{c_{\dot{\gamma}}}}$ の連結成分のうち最小の次元をもつものを $-\# I_{C1}^{C_{7}’}$ とし, $J^{\cdot}\in\Lambda I_{o}^{G’}$ をとる. スラ

イス定理より, ある $G$表現ひ $\iota’$’と $G$ 同相な $x$ および $f(x)$ における $G$不変近傍 $O_{\}$

$O’$ が存在する. $G$ 同相写像を $i$ : $Oarrow U_{\vee}.j$ : $O’arrow V$ とする. $O$ を十分小さくとれ
ば $f(O)\subset O’$ としてよいので $g=j\circ f\circ i^{-1}$ : $Uarrow V$ とおくとこれは $G$ 等変写像
である. 補題 3.6およびその下の注意により $\dim$ STIr $>1_{=\dim}$ S$\mathfrak{n}$でとなる巡回群
$C$ がとれる. この $C$ に作用を制限し, 定理 32を用いると

$\dim U-\dim U^{c}\leq\dim V-\dim V^{C}$

が成り立つ. $G$ 作用が半自由であることに注意すると

$\dim U$ –dini $U^{c}= \dim U-\dim U^{G}=\dim\Lambda I-\min- dini\Lambda I^{G}$

であり

$\dim V-\dim i/^{l^{-c}}=\dim ST1’/-\dim SI\cdot f^{rC}$

であるので

$\dim i\lambda I-\min-\dim\Lambda I^{G}\leq\dim SI’\dagger^{\nu}$ –diin $Sl’|_{1}^{r}c$

が成り立つ. 故に

$\dim\Lambda\cdot I-Inin- dimAI^{G}\leq\dim SI’\dagger^{r}-\dim SI’|/^{7>1}$

が成り立つ. 口

4. 等変ホモトピー集合

本節では, はじめに等変ホモトピー集合を次の条件下で考察する. $G$ は有限群と

する. 11 $l$ は連結な有向閉 $C^{\infty}$ 多様体とし, $G$ は $\Lambda I$ 上に滑らかで自由に作用してと
する. $[\iota^{r}$ は $G$ のユニタリー表現とする. さらに, Borsuk-Ulam型不等式

$\dim A\eta[+1\leq\dim StT^{-}-\dim ST\prime T,’>1$

を仮定する.
$G$ は $1’tI$ 上自由に作用しているので, $STT$ free $=$ SIf’ $\backslash SIT>1$ とおくとき

$[Al$ . $SII^{-}]_{C_{\tau}}^{isov}=[\lambda$ $I$ . $S7T_{f_{1}\cdot ee}]_{G}$

であることに注意する. 同変障害理論によって $[$M. $S$垣
$\acute$

fl.ee$]$ G を調べる.

$\mathcal{A}=\{H\in$ Iso $(I\dagger)|\dim SI\cdot l^{H}=\dim SI\cdot T\cdot\cdot>\iota\}$ ,

$\mathcal{A}/G=\{(H)|H\in \mathcal{A}\}$
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とおく. まず, [17, 18] より, 次のことがわかる.

命題 4.1. $d=\dim STT$.”–dini SI $T^{\vee>1}$ とおく.

(1) $STT_{f\iota\cdot ee}^{Y}$ は $(d-2)$ 連結である. さらに, $d=2$ のときは 1単純である.
(2) $T/d-1(S|$ノ$T_{f_{1}\cdot ee}’)\cong {}_{G}H_{d-1}$ $($ SII $\prime free_{i}z)\cong c\oplus_{(H)\in A/G}\mathbb{Z}[G/NH]$ .

diin ilI $<d-1$ のときは, $SI\cdot I_{f_{1}\cdot ee}’/$ の $(d-2)$ 連結性より, 次のことがわかる.

命題 4.2 ([18]). diin $l|I<d-1$ のとき

$[M, SYt!]_{C_{r}}^{iso\iota^{r}}=[\Lambda l_{\eta}S\uparrow\eta_{/}free]_{G}=\{*\}$ .

証明. 実際 $f$ . $g:ll\cdot Iarrow ST^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}1_{free}^{r}$ を $G$写像とすると $f\square g:\Lambda I\cross\{0,1\}arrow S$垣 7free は

$\dim M+1<d$ より $G$拡張 $F$ : $M\cross Iarrow S$垣
$\acute$

free をもつ. 口

したがって以後は

$\dim\Lambda\prime I=d-1$

を仮定する. この場合には同変障害理論より次のことが成り立つ.

命題 4.3. $G$写像 $f_{0}:\Lambda Iarrow SI,\prime f_{free}^{r}$ をとり固定する. 任意の $G$写像 $f:lIIarrow s\iota_{1}T_{free}\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$

に対し, $G$ ホモトピーに関する障害類 $\gamma_{G}(f, f_{0})$ を対応させる写像

$\gamma_{f_{0}}:[\Lambda I_{1}ST\cdot l_{f_{1}\cdot ee}^{r}/]_{G}arrow \mathfrak{H}_{C_{I}}^{d-1}(\Lambda I;\pi_{d-1}(s\nu T_{free}’’))$

は全単射である. ここでめ dG-1 $(M; \pi_{d-1}(ST\cdot T_{free}’))$ は [3] で定義されている同変コホモ
ロジーである.

次の定理は $G$ 作用が向きを保つ場合の等変 Hopf型定理である. 証明の詳細は

[19] で述べられる予定であるが, [16] には証明の概略が述べられている.

定理 4.4. $G$ 作用が向きを保っとき, 多重写像度から誘導される $[’$
$[\Lambda I_{t}ST-\dagger_{free}^{v}]_{G}$ から $\oplus_{(H)\in \mathcal{A}/G}\mathbb{Z}$ への全単射が存在する.

続いて $G$ 作用が向きを保たないときについても少し考察したい. 命題 43によ

り, 同変コホモロジーの計算が重要になる. 準同型 $w$ : $Garrow\{\pm 1\}$ を

$\{$

1 $g\in G$ の作用は $l|I$ の向きを保つ
$t1^{1}(g)=$

$-1$ $g\in G$ の作用は $\Lambda I$ の向きを逆にする
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で定める. $t\{$ ’により, $\mathbb{Z}$ は $\mathbb{Z}G$ 加群の構造をもつが, それを $\mathbb{Z}_{1\downarrow\}}$ で表す. また, $I\backslash _{1^{-}11},$ $=$

$I’\backslash$ とおく. 命題 4.1より

$\mathfrak{H}_{C_{\tau}}^{d-1}(\Lambda I:\pi_{d-1}(SI\cdot\dagger_{free}^{\vee}))\cong\bigoplus_{(H)\in A/G}\mathfrak{H}_{G}^{d-1}(\Lambda l;\mathbb{Z}[G/NH])$

$\cong\bigoplus_{(H)\in A/G}H^{d-1}(\Lambda I/G;\{\mathbb{Z}[G/NH]\})$

に注意する. ここで $\{\mathbb{Z}[G/NH]\}$ は $\mathbb{Z}G$ 加群 $\mathbb{Z}[G/NH]$ から定まる $1\mathfrak{h}I/G$ 上の局所

系である.

局所系を係数にもっコホモロジーのボアンカレ双対性により

$H^{d-1}(\Lambda I/G;\{\mathbb{Z}[G/NH]\})\cong H_{0}(\Lambda I/G;\{\mathbb{Z}_{u},[G/NH]\})$

$\cong\frac{\mathbb{Z}[G/\wedge\wedge rH]}{\langle x-\alpha|(g)x|x\in \mathbb{Z}[G/NH],g\in G\rangle}$

$\cong\{\begin{array}{ll}\mathbb{Z} NH\leq K_{u\prime}\mathbb{Z}_{2} NH\not\leq K_{u},\end{array}$

である. $C=\{(H)\in \mathcal{A}/G|NH\leq A_{\iota\iota}’,\},$ $\mathcal{D}=\{(H)\in \mathcal{A}/G|NH\not\leq K_{w}\}$ とおくと

以下が成り立っ.

定理 4.5. 有限群 $G$ が連結有向閉多様体 $\Lambda I$ に自由に作用しているとする. $I\prime l^{r}-$ は $G$

のユニタリー表現とする. このとき,

$[ \Lambda I;SIV]_{G}^{isov}\cong\bigoplus_{(H)\in C}\mathbb{Z}\oplus\bigoplus_{(H)\in \mathcal{D}}\mathbb{Z}_{2}$

$($全単射 $)$

である.
$G$ 作用が向きを保つときは, $K_{u},$ $=G$ であるから $C=\mathcal{A}/G,$ $\mathcal{D}=\emptyset$ であり,

$[i\backslash I; SIl’]_{G}^{iso\iota}$

.
$\cong\bigoplus_{(H)\in A/G}\mathbb{Z}$

となる.

例 46. $llI=S^{2}\cross S^{1}$ 上に $C_{-2}$が $S^{2}$ に自由に作用し, $S^{1}$ に自明に作用するとする. $T\prime T^{r}$

は $d=4$ となるユニタリー $C_{2}$ 表現とする. このとき, $K_{u},$ $=1$ より, $[ilI. S\dagger T’\vee]_{C_{2}}^{is.ov}\cong$

$\mathbb{Z}_{2}$ となる.

5. おわりに

今後の問題をいくつか述べて本稿を終えたい.
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(1) 定理 4.5の対応は同変障害理論から定まるものであるが, 自由部分 $\oplus_{(H)\in C}\mathbb{Z}$

は [18] と同様にして多重写像度 (の差の商) から定まると予想される.
(2) 一方ねじれ部分 $\oplus_{(H)\in \mathcal{D}}\mathbb{Z}_{2}$ は多重写像度からは決まらない. たとえば例 4.6
では多重写像度は (niod 2で考えたとしても) つねに $0$ となる. $\oplus_{(H)\in \mathcal{D}}\mathbb{Z}_{2}$

の元を特定する不変量は何か ?
(3) $j\backslash [$ が向き付け不可能な場合はどうか.
(4) A $I$ 上の作用が半自由の場合はどうか.
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