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概要
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1 序論

本稿では [T8, T6, T4] について解説する。 与えられたページ数に余裕があ
るので、 証明はできるだけ与えるようにした。

$[$T8, T6, T4] の主な動機は、小平次元が $0$ 以上または、標準束が擬有効な
射影代数多様体上に、標準体積形式を構成することであった。標準体積形式
を構成する目的は射影代数多様体の変形を研究するためである。
この標準体積形式の原型は双曲型リーマン面のボアンカレ体積形式である。

実際、ボアンカレ体積形式によりリーマン面のモジュライ空間上のヴェイユー

ペーターソン計量が定義され、モジュライ空間のケーラー幾何学が展開される。

我々の目的は [T8, T6, T4] で構成された標準体積形式を用いて、上の一次
元の場合のヴェイユーペーターソン幾何を高次元化し、 相対標準束の直像の半
正値性を研究することにある。 これにより、 高次元射影代数多様体の双有理
モジュライ空間上の幾何を展開することができる。勿論、 こういった研究の
動機となったのは、ベルグマン核の対数多重劣調和性に関するベルントソン
の研究 $([B1|)$ が契機となっている。

[T4] で、筆者は一般型代数多様体上のケーラー-アインシュタインカレント
をベルグマン核の力学系を用いて構成した。 このベルグマン核の力学系は

[T3] で構成したものである。 またここでケーラー-アインシュタインカレン

トは $[$TO, Su$]$ で構成したものと同じである。 このようにケーラー-アインシュ

タインカレントをベルグマン計量 (カレント) で一種の代数近似することに
より、 ベルグマン核の対数多重劣調和性が自然に使えるようになる。 この

発見により、一気にベルグマン核の理論と、 ケーラーアインシュタイン計量

の幾何学が結びつくこととなった。
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ところが、 これだけでは、 -$arrow$般型射影代数多様体にしか理論が適用できず、
不満が残った。 そこで、 一般型の場合に構成したベルグマン核の力学系を見
ると、 これは小平次元が $0$ 以上の射影代数多様体上にも同様に定義され、 さ

らには標準束が擬有効の射影代数多様体にも定義されることが分かる。 従っ
て、 このベルグマン核の力学系の正規化された極限が一般型代数多様体のケー
ラー $-$アインシュタインカレントの半正小平次元の場合の代替物と期待するの
は自然である。 . それが、 どのようなものであるか、 しばらく不明であった
が、 藤野-森の標準束公式 ([F-M]) を見ているうちに、一瞬の中に、全ては明
らかになった。 つまり、 標準束公式の境界部分に相当する部分を補正すれ
ば、 その極限が、飯高ファイブレーションの底空間上で、 ケーラー-アイン

シュタイン方程式と似た偏微分方程式を満たすことが了解されたのであった。
この極限を 標準測度 (canonical measure), そのリッチ曲率 $-Ric$ を標

準半正カレント (canonical semipositive current) と呼ぶ。
ケーラー $-$アインシュタイン計量と標準半正カレントの違いは次のようであ

る: 第一に標準半正カレントは全空間の生成点ではケーラーカレントではな

く、 飯高ファイブレーションの底空間の生成点で真に正である。第二に標準
半正カレントはケーラー-アインシュタイン計量と似た方程式を満たすが、 こ

の方程式はホッジ構造の変形から来る補正項を持つ。
この一般化の目的は小平次元が半正の代数多様体の変形を研究することで

ある。実際、 標準半正カレントは代数的ファイバー空間の全空間で半正で、
各一般ファイバー上でそのファイバー上の標準半正カレントに制限するよう
な半正閉カレントを定義する。

また標準測度は Song と Tian ([S-T]) によりリッチ流の観点から独立に発見
されたことに注意する。彼らは、標準束が半アンプルの場合にケーラーリッ

チ流の極限として構成し、同じ方程式を満たすカレントを一般の、小平次元
が半正の代数多様体上で構成した。 この意味で、彼らの構成は標準束が半
アンプルの場合をモデルにしていると言える。

従って [T8] は標準測度をベルグマン核の力学系の極限として構成すること
に意義がある。 この力学系による構成の利点は、 カレントの特異性から来る
困難を回避できることである。例えば、代数的ファイバー空間における標準
測度の多重劣調和変動性 (定理 4.1) は、 計量の特異性から直接計算で出すの
は難しいように思われるが、定理 4.1はベルグマン核の多重劣調和変動性と
力学系による標準測度の構成から直ちに従う。
またケーラー $-$ リッチ流を非極小代数多様体上で考えると困難が生ずる。 こ

の場合ケーラー $-$ リッチ流は有限時間でケーラー錐を越える。 従って、 この場

合必然的に特異性を持つケーラーリッチ流を考えねばならず困難を伴う。 し

かし、力学系による構成 (定理 19) では、 標準半正カレント (または標準測
度 $)$ を小平次元が半正ならば自動的に構成できる。定理 19はケーラー $-$ リッ

チ流の離散化と看倣すことが出来、特異性から来る困難を克服することがで
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きる。

もう一つの方向として多様体上の十分アンプルな直線束から出発する力学
系を考えることができる。 このとき緩やかな条件下で力学系の正規化極限が
存在し超標準測度と呼ばれる測度が構成される。 超標準測度は多重標準系に
依らず明らかに標準測度標準より自然な概念である。
ここで中心的な課題は標準測度と超標準測度が一致するかということであ

る。 この問いが肯定的ならアバンダンス予想が解決できる。
また標準即の標準的な AZD の構成として Narashinmhan-Simha 計量を使う

方法があり ([T6]) これも本質的には標準測度と同じものと予想される。 こ

れも後で解説する。

1.1 ケーラー-アインシュタイン計量

コンパクトリーマン面上の双曲計量の高次元アナログが負のリッチ曲率を
持つケーラー $-$アインシュタイン計量である。

$X$ をコンパクトケーラー多様体、 その上のケーラー形式を

$\omega;=\frac{\sqrt{-1}}{2}\sum_{i,j}$ %
$dz^{i}\wedge d\overline{z}^{j}$ .

とする。 $(X,$ $\omega)$ がケーラー $-$アインシュタインであるとは, 定数 $C$ が存在して

$Ric_{\omega}=c\omega$

が成り立つことである。 ここで $Ric_{\omega}$ はリッチ形式:

$Ric_{\omega}$ $:=-\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}\log\det(g_{ij})$

を表す。 このとき $\omega$ を $X$ のケーラー-アインシュタイン形式と呼ぶ。 コンパ
クト複素多様体 $X$ がケーラー $-$アインシュタイン形式を持てば, $c_{1}(X)$ は負、

$0$ または正である。
逆にカラビ予想の解により次が知られる。

定理 1.1 $([A,$ $Y1J),$ $X$ をコンパクトケーラー多様体とする。
$c_{1}(X)$ が負であれば) 一意的にケーラー $-$アインシュタイン形式 $\omega_{E}$ で

$-Ric_{\omega_{l_{\dot{d}}^{\urcorner}}}=\omega_{E}$

となるものが存在する $([A, Y1J)$。また $c_{1}(X)$ が $H^{2}(X, \mathbb{R})$ で $0$ であれば, 任
意のケーラークラスに一意的にケーラー $-$アインシュタイン形式 $\omega_{E}$ で

$Ric_{\omega_{L}}=0$

となるものが存在する $([Y1J)$。 $\square$
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1.2 ケーラー $-$アインシュタインカレント

ケーラー $-$アインシュタイン計量には様々な応用がある。しかし滑らかな複

素射影代数多様体は一般にケーラー $-$アインシュタイン計量を持たない。

なぜならその第一チャーン類は必ずしも定値ではないからである。 この困難

は特異性を許すケーラー-アインシュタイン計量を考えることで克服される。
$[$TO$]$ において私は滑らかな極小-$arrow$般型代数多様体上にケーラー�アインシュ

タイン カレント $\omega_{E}$ を構成した。 より正確には、 一意的に半正カレント $\omega_{E}$

と $X$ の空でないザリスキ解集合 $U$ が存在し

1. $\omega E$ は $U$ 上の $C^{\infty}$ ケーラー形式。

2. $-Ric_{\omega}L=\omega_{E}$ が $U$ 上で成り立つ。

3. $\omega_{E}$ は $X$ 上で絶対連続。

となる。後に杉山は一般型の標準モデル上にケーラー $-$アインシュタインカレ

ントが存在することを示した $([Su])$。また私は任意の滑らかな –般型射影代

数多様体 (標準環の有限生成を仮定せずに) ケーラー $-$アインシュタインカレ

ントが存在することを示した ([T4])。従って、滑らかな射影一般型代数多様

体にはケーラー $-$アインシュタイン計量の代替物が存在する。上の一般型射

影代数多様体 $X$ 上のケーラー-アインシュタインカレント $\omega_{E}$ は次の性質を

もつ : $/\iota_{E}:=(\omega_{E}^{\gamma\iota})^{-1}(71=\dim X)$ は $K_{X}$ の特異エルミート計量でその曲率

カレント〉⊂了 $\Theta_{l\iota_{L^{\urcorner}}}$ は閉半正カレントかつ

$H^{0}(X, \mathcal{O}_{X}(\uparrow nK_{X})\otimes \mathcal{I}(h_{E}^{rn}))\simeq H^{0}(X, \mathcal{O}_{X}(\uparrow nK_{X}))$

が任意の $r\tau\iota\geqq 1$ について成り立つ。 即ち $h_{E}$ は $K_{X}$ の AZD である (cf. 定

義 14). 別の言葉で言えば、 特異エルミート計量 $h_{E}$ は $K_{X}$ の全ての正値性

を抽出している。

しかし滑らかな非一般型射影的多様体については何も分からない。これを次

の説で論じよう。

1.3 飯高ファイブレーション

標準束の正値性を抽出する一番単純な方法は多重標準系を使う方法である。
$X$ を滑らかな射影代数多様体とする。 $X$ の小平次元 Kod(X) は

Kod(X) $:=1 i_{1}n\sup_{rnarrow\infty}\frac{\log din1H^{0}(X,\mathcal{O}_{\lambda’}(\uparrow nIf_{X}))}{\log m}$

で定義される。Kod(X) は一 $\infty$ または $0$ と $\dim X$ の間の整数になることが

知られる。
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$X$ を滑らかな射影代数多様体で Kod $($X $)$ $\geqq 0$ となるものとする。 このと

き十分大きな $\uparrow 7l>0$ に対して完備線形系 $|\uparrow n!IC_{\lambda’}|$ は連結なファイバーを持
つ有理ファイブレーション:

$f:X-\cdotsarrow Y$

を定義する。 $f$ : $X-\cdotsarrow Y$ を $X$ の飯高ファイブレーションという。飯
高ファイブレーションは双有理同値類の意味で十分大きな 771に依らない。 こ

の意味で飯高ファイブレーションは一意的である。適当に改変操作をして $f$

は射で $Y$ は滑らかとしてよい。
飯高ファイブレーション $f$ : $Xarrow Y$ は次の性質を持つ :

1. 一般ファイバー $F$ は Kod$(F)=0$ を満たす。

2. $\dim Y=$ Kod $(Y)_{\text{。}}$

1.4 解析的ザリスキ分解 (AZD)

$L$ をコンパクト複素多様体 $X$ 上の擬有効直線束とする。環:

$R(X, L)=\oplus_{m=0}^{\infty}H^{0}(X, \mathcal{O}_{X}(mL))$ ,

を研究するのに解析的ザリスキ分解の概念を導入すると便利である。
まず擬有効の概念を特異エルミート束に拡張しておく。

定義 12 $(L, h_{L})$ を複素多様体 $X$ 上の特異エルミート直線束とする。 $(L, h_{L})$

が擬有効 (pseudoeffective) とは曲率カレントが半正であることである。 口

定義 13 $M$ をコンパクト複素多様体、 $L$ を $M$ 上の正則直線束とする。 $L$ の

特異エルミート計量 $h$ が解析的ザリスキ分解 (AZD) であるとは以下が成り
立つことである。

1. $\Theta_{h}$ は半正値閉カレント。 つまり $(L, h)$ は擬有効である。

2. 各 $?n\geq 0$ に対し、 自然な単射:

$H^{0}(\Lambda\prime l, \mathcal{O}_{\Lambda’I}(\uparrow nL)\otimes \mathcal{I}(h^{7n}))arrow H^{0}(M, \mathcal{O}_{M}(mL))$

は同型である。 $\square$

注 14 $\mathcal{A}ZD$ が滑らかな射影代数多様体 $M$ 上の直線束 $L$ に存在すれば $L$ は

擬有効 (pseudoeffective) である。 $\square$
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コンパクト複素多様体上の擬有効直線束には常に AZD が存在する (cf. $[$Tl,

T2, $D- P- S])$ 。 AZD の利点はコンパクト複素多様体 $X$ 上の擬有効直線束 $L$

を半正曲率カレントを持つ特異エルミート直線束のように看倣すことが出来
る点にある (少なくとも環 $R(X, L)$ を研究する限り、即ち切断を研究する限

りはそうである) 。
$L$ を滑らかな射影代数多様体 $X$ 上の直線束とし $h_{0}$ を $L$ の $C^{\infty}$ エルミート

計量とする。

$h_{min}:=inf$ { $h|L$ 上の特異エルミート計量, $h\geqq h_{0},$ $\sqrt{-1}\Theta_{h}\geqq 0$ }.

とおく。 このとき $h_{rntn}$ は $L$ の AZD で、 次の意味で極小特異性を持つ。

定義 15 $L$ を滑らかな射影代数多様体 $X$ 上の擬有効直線束とする。 $L$ 上の

$AZDl_{l}$ が極小特異性を持つ AZD であるとは、 任意の $L$ 上の $\mathcal{A}ZDh’$ に対

して正定数 $C$ が存在して
$h\leqq C\cdot h^{/}$

が成り立つことである。 $\square$

1.5 標準束公式とケーラー-アインシュタイン方程式の補正項

小平次元が半正の滑らかな射影代数多様体 $X$ の標準束 $h_{K}$ で標準的なもの

を作るのに偏微分方程式を使うことを考える。

$f:Xarrow Y$

を飯高ファイブレーションで $Y$ は滑らかかつ $f$ は射であるとする。方程式は
ケーラー $-$アインシュタイン方程式 : $-Ric_{\omega_{l^{\backslash }}}.=\omega_{E}$ と似ているが以下の点で

異なる:

1. 方程式は $Y$ 上で定義され $X$ 上の方程式ではない。

2. 方程式はホッジ構造の変形から来る補正項を持つ。

$f_{*}\mathcal{O}_{X}$ ( $\uparrow$n!I$\zeta\lambda$’/}’) $**$よ適当な正整数 $\prime n$ に対して $Y$ 上の直線束としておく、 こ

こで $**$ は二重双対である。

次数つき環 $R:=\oplus_{i=0}^{\infty}R_{i}$ と正整数 $??l$ に対して

$R^{(m)}:=\oplus_{i=0}^{\infty}R_{mi}$ .

とおく。KLT (川又対数末端) 対 $(M, D)$ に対して

$R(\Lambda/[, K_{!\nu l}+D):=\oplus^{\infty}\mathfrak{m}=0^{\Gamma(\Lambda’l,\mathcal{O}_{M}(\lfloor m(K_{\Lambda I}+D)\rfloor))}$

とおき

Kod$(M, D)$ $:=1 i\iota n\sup\frac{\log dinu\Gamma(\Lambda/I,\mathcal{O}_{AI}(\lfloor rn(IC_{\Lambda^{l}I}+D)\rfloor))}{\log m}marrow\infty$

とおく。
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定理 16 $([F- M, p.183_{J}$ 定理 $5.2arrow])(X, \Delta)$ を固有 $KLT$ で

Kod$(X, K_{X}+\Delta)=n$ .

とする。 このとき n-次元 $KLT$対 $(Y^{/},$ $\Delta’)$ で Kod$(Y^{/}, \Delta’)=n$ と 2 っの正整
数 $e,$

$e^{t}$ で

$R(X, K_{X}+\Delta)^{(e)}\simeq R(Y’, IC_{Y}/+\Delta’)^{(e’)}$

となるものがある。口

このとき標準環 $R(X, K_{X})^{(e)}$ は対数的一般型 KLT 対 $(Y’, \Delta)$ の対数標準
環の部分環と同一視される。因子 $\Delta$ は $\mathbb{Q}$-直線束

$L:= \frac{1}{m!}f_{*}\mathcal{O}_{X}(\uparrow?\tau!K_{X/Y})^{**}$

は標準束公式を通じて結ばれる ([F-M] を見よ。 [F-M, Section 2] では上の $L$

は $L_{X/Y}$ と書かれている)。
$L$ は十分大きな $7?l$ に依らない (cf. [F-M, Section 2]). $L$ は自然な特異エル
ミート計量 $h_{L}$ :

$h_{L}^{m!}(\sigma, \sigma)=(/x_{y}^{r}|\sigma|^{\urcorner^{2}}rr\iota)^{m!}$

を持つ o ここで $y\in Y,$ $X_{y}:=f^{-1}(y)$
、

$\sigma\in L_{y}$ である。 $h_{L}$ はカレントの

意味で半正曲率を持つ ([Ka2])。 $\Omega$ を $Y$ 上の $C^{\infty}$ 体積形式とし方程式 :

$-Ric_{\omega y}+\sqrt{-1}\Theta_{h_{I_{d}}}=\omega_{Y}$ , (1)

を考える。 ここで

$\omega_{Y}=-Rlc\Omega+\sqrt{-1}\Theta_{h_{L}}+\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}u$ ,

$u$ は未知関数である。 ここで〉⊂ T $\Theta_{l\iota_{l_{d}}}$ が標準束公式 ([F-M, p.183,Theorem
5.2] $)$ KLT の KLT 対 $(Y, \Delta)$ 境界因子に対応する補正項である。方程式 (1) の
正当性は $X$ 上のベルグマン核の力学系が [T4] と同様に $Y$ 上の方程式 (1) を
満たすカレントを構成する (cf. 定理 19) ことから確認することが出来る。
実際には私はまずベルグマン核の力学系を用いてカレントを構成し、 その

後で、それが方程式 (1) を満たすことを導いた。実際、標準束公式 $([F- M|)$ か

らこの展開は容易に予想できるであろう。
方程式 (1) を解くのには幾つかの難しさがある。 まず一般に C$\infty$ -解が存在
しないことである。. さらに $h_{L}$ が代数的特異性を持たないことである (cf.
定義 2.1)。また $h_{L}$ が $C^{\infty}$ でも $u$ は $C^{\infty}$ とは限らない。第 2に $u$ は一意性を
持たない。 しかし $\Omega^{-1}\cdot h_{L}\cdot e^{u}$ が $K_{Y}+L$ の AZD であるという条件を付け
ると解 $u$ は一意的であり、 カレント $\omega_{Y}$ はベルグマン核の力学系から構成さ
れるものに一致する (節 17と節 3を見よ)。
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1.6 標準ケーラーカレント

滑らかな射影代数多様体で半正小平次元を持つものに対する標準半正カレ
ントの存在定理を述べよう。

定理 1.7 (cf. [S- $T$, Theorem B.2]) $K_{Y}+L$ の特異エルミート計量 $/\iota_{IC}$ と $Y$

の空でないザリスキ開集合 $U$ で

1. $h_{K}$ は $K_{Y}+L$ の $AZD$。

2. $f^{*}h_{K}$ は $K\chi$ の $AZD$。

3. $h_{K}$ は $U$ 上実解析的。

4. $\omega\}’$ $=$ 〉⊂了 $\Theta_{h_{Ii}}$ は $U$ 上のケーラー形式。

5. $-Ric_{\omega\}}$, $+$ 〉⊂了 $\Theta_{L}=\omega_{Y}$ が $U$ 上で成り立つ。

ものが存在する。口

定理 17の証明は $[S- T|$ でも与えられているが、ここで別証明を与えておこう。

定義 18 カレント $\omega\}’$ を飯高ファイブレーション $f$ : $Xarrow Y$ に付随する

標準ケーラーカレント (canonical K\"ahler current) と呼ぶ。 また $\omega x:=$

$f^{*}\omega\}’$ を $X$ 上の標準半正カレント (canonical semipositive current) と呼

ぶ。 $X$ 上の測度 $d\mu_{C\emptyset 7l}$ を

$d \mu_{can}:=\frac{1}{\uparrow x!}f^{*}\omega_{Y}^{n}\cdot h_{L}^{-1}$

で定義し標準測度 (canonical measure) と呼ぶ O ここで $n$ は $\dim Y$ を表す o

口

標準ケーラーカレントの存在はモンジューアンペール方程式を解くことによっ
て分かる。 ここで与える証明はの証明 [T4, Section 5.1, Theorem 5.1] の証明

と平行なものである ([S-T] の証明は [$T4$ , 定理 5.1] の証明と非常に似ている
が何故か [T4] は引用していない)。証明は 2節で与える ([S-T, Section 4] も

見よ)。

1.7 力学系による標準ケーラーカレントの構成

定理 17の標準ケーラーカレントは ([T4]) と同様にベルグマン核の力学系

の極限として構成される。
$X$ を滑らかな射影的 7 $\sim$-多様体で Kod$(X)\geqq 0$ とする。

$f;X-\cdotsarrow Y$
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を飯高ファイブレーションで完備線形系 $|7\mathfrak{l}l_{0}$ ! K刈に付随するものとする。
ここで $\uparrow?t_{0}$ は十分大きな正整数である。 適当に改変操作を行って次を仮定し
ておく:

1. $Y$ は滑らかで $f$ は射。

2. $f_{*}\mathcal{O}_{X}(\uparrow n0!K_{Y’/Y})^{**}$ は $Y$ 上の直線束。

$L;= \frac{1}{r\prime x0!}f_{*}\mathcal{O}_{X}(m_{0}!IC_{\lambda’/Y})^{**}$

とおく。 $a$ を正整数で $f_{*}\mathcal{O}_{X}(aIC_{\lambda^{r}/Y})\neq 0$ となるものとする。 このとき

$H^{0}(X, \mathcal{O}_{X}(rnaK_{X}))\simeq H^{0}(Y, \mathcal{O}_{Y}(\prime na(K_{Y}+L)))$ (2)

が全ての $7??\geqq 0$ について成り立ち Kod(X) $=\dim Y$ が成り立つ。特に (2)
は $K_{Y}+L$ はビッグである。 $m_{0}$ を十分大きな正整数とすると次の条件が満
たされるとしてよい :

1. エフェクティブなカルティエ因子 $\Lambda’I$ で $A:=m_{0}!(K_{Y}+L)-M$ が非

常にアンプルとなるものが存在する。

2. 全ての $Y$ 上の擬有効 (pseudoeffective) 特異エルミート直線束 $(F, h_{F})$

に対して $\mathcal{O}\}’(A+F)\otimes \mathcal{I}(h_{F})$ は大域切断で生成される。

このような $n\iota_{0}$ の存在はネーデルの消滅定理 $([N, p.561])$ と小平の補題から
従う。 $h_{A}$ を $A$ の $C^{\infty}$ エルミート計量で曲率が真に正のものとする。包含準
同型: $\mathcal{O}_{Y}(A)\hookrightarrow \mathcal{O}_{Y}(7|l_{0}!(K_{Y}+L))$ により $h_{A}$ は $m0$ ! $(IC\}’+L)$ 上の特異エ
ルミート計量 $h_{A}/|\tau_{M}|^{2}$ と同一視されその曲率は真に正である。 ここで $\tau_{M}$

は $\mathcal{O}_{Y}(M)$ の大域切断で $M$ を因子とするものである。特異エルミート計量
の無限列 $\{h_{7n}\}_{\tau n\geqq n_{11}!}7$ とベルグマン核 $\{K_{\tau n}\}$ の無限列を以下のように帰納的
に定義する。
まず $h_{m_{\text{。}}!}:=h_{A}$ とおき

$I\zeta_{\tau n_{(\prime}!+1};=\{\begin{array}{ll}K(Y, K_{Y}+m0!(K_{Y}+L), h_{m_{1)}!}), a>1 \text{の場合}K(Y, K_{Y}+L+m0!(IC_{Y}+L), h_{L}\cdot h_{m_{t)}!}), a=1 \text{の場合}\end{array}$

とおく。 ここで特異エルミート直線束 $(F, h_{F})$ に対して $K(Y, K_{Y}+F, h_{F})$

は $H^{0}(Y, \mathcal{O}_{Y}(IC_{Y}+F)\otimes \mathcal{I}(h_{F}))$ の $L^{2}$ -内積:

$( \sigma, \sigma^{/});=(\sqrt{-1})^{n^{2}}\int_{Y}h_{F}\cdot\sigma\wedge\overline{\sigma}’$ ,

$(r\tau=\dim Y)$ に関するベルグマン核の対角成分を表す。そして次に

$h_{r\iota_{1)}!+1}:=(If_{rn_{t)}}|+1)^{-1}$
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とおく。以下これを繰り返す $\circ$ 既に $I\zeta_{m}$ と $\lfloor\frac{rn}{a}\rfloor a(K_{Y}+L)+(??t-\lfloor\frac{\tau n}{a}\rfloor a)K\}’$

上の特異エルミート計量 $h_{m}$ が定義されたとする。ここで実数 $\lambda$ に対して $\lfloor\lambda\rfloor$

は $\lambda$ を超えない最大の整数を表す。 次に

$K_{rn+1};=\{\begin{array}{ll}K(Y, (m+1)I\zeta_{Y}+\lfloor\frac{m+1}{a}\rfloor aL, h_{m}) rn+1k^{0} iitod a \text{の場合}K(Y, (\uparrow n+1)(IC_{Y}+L), h_{L}^{a}\otimes h_{rn}) m+1\equiv Omod a \text{の場合}\end{array}$

及び
$h_{\tau n+1};=(K_{m+1})^{-1}$

とおく。 このように帰納的に $\{h_{m}\}_{m\geqq n_{()}!}7$ 及び $\{K_{n}\}_{m>mo!}$ が定義された。
このような帰納的構成は [T3] に遡る。次の定理によりこの力学系の正規化極
限が、標準ケーラーカレントを定義することが分かる。

定理 19 $X$ を滑らかな射影代数多様体で半正小平次元を持つものとし $f$ :
$Xarrow Y$ を上のような飯高ファイブレーションとする。 $7n_{0}$ を十分大きな

正整数として $\{h_{m}\}_{7n\geq 7n_{1I}}$ を上で定義した特異エルミート計量の列とし、 $7l$ で

$\dim Y$ を表す。 $\omega\}’$ を定理 1. 7で構成した $Y$ 上の標準ケーラーカレントとす
る。 このとき

$h_{\infty}$ $:=1i\ln iluf\sqrt[\prime\iota]{(m!)^{n}h_{m}}marrow\infty’$

は $K_{Y}+L$ の特異エルミート計量で

$\omega_{Y}=\sqrt{-1}\Theta_{h_{\infty}}$

が成り立つ。 特に $\sqrt{-1}\Theta/\iota_{\infty}$ (in fact $h_{\infty}$) は $A$ 及び $h_{A}$ に依存しない。口

注 1.10上の力学系の構成ではアンプル因子 $A$ として $m_{0}$ ! $(K_{Y}+L)-M$ で

$M$ がエフェクティブという形のものを使った。 しかし任意のアンプル因子 $A$

$K_{Y}+L$ がビッグなので十分大きな $m$ に対して

$H^{0}(Y, \mathcal{O}_{Y}(m!(K_{Y}+L)-A))\neq 0$

となるから、 全てこの形で書けることが分かる。口

18 $X$ 上の力学系

$\{h_{m}\}_{m\geqq mo!}$ を前節で構成した力学系とする。$\mathcal{O}_{X}(f^{*}(a(K_{Y}+L)))$ は $\mathcal{O}_{X}(aIC_{X})$

の部分層なので、 $a|m$ ならば声 $h_{m}$ は $mK_{X}$ の特異エルミート計量と同一視
できる。 さらに $a=1$ ならばホッジ計量 $h_{L}$ の定義により

$(f^{*}h_{m})^{-1}=K(X, mK_{X}, f^{*}h_{7n-1})$
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が成り立つ。 故にこの場合力学系 $\{(f^{*}h_{7r\iota})^{-1}\}X$ 上のベルグマン核の力学

系と看倣せる。

もし $a>1$ であれば

$(f^{*}h_{m+1})^{-}$
.

$=\{\begin{array}{ll}K(X, (\prime n+1)K_{X}-(\{\frac{?n+1}{a}\}a)L, f^{*}h_{L}^{-1}\cdot f^{*}h_{rn}) 7n+1,\pm 0mod a \text{の場合}K(X, (m+1)I\zeta_{\lambda’}, f^{*}(h_{m}\cdot h_{L}^{a})) \uparrow?1+1\equiv 0\iota noda \text{の場合}\end{array}$

とおく。 ここで実数 $\lambda$ に対して $\{\lambda\}$ はその小数部分 $\lambda-\lfloor\lambda\rfloor$ を表す。 こ

こで

$(m+1)K_{X}- \{\frac{rn+1}{a}\}aL=(\lfloor\frac{\uparrow n+1}{a}\rfloor a)K_{X}+(\{\frac{m+1}{a}\}a)f^{*}K_{Y}$

は $X$ 上の直線束であることに注意する。
このように $Y$ 上のベルグマン核の力学系を $X$ 上のベルグマン核の力学系

に変換することが出来る。

2 モンジュ-アンペール方程式の解法による標準測度
の構成

この節では定理 17を証明する。定理 17の証明は [S-T] に独立に与えら
れているが、 ここでは自前の証明を与えておく。ここでの証明は [S-T] のも

のと以下の点で異なる。

1. 代数的特異点を持つとは限らないホッジ計量 $h_{L}$ のスムージングを考

える。故に修正された方程式の族を考える。

2. $C^{0}$-評価はホッジ計量のデイスクリミナン $|$トローカスの周囲での振る舞

いと極小 AZD の考察により得られる。

ここでのテクニックは 20年前から知られているものである $($ cf. [Su, $T0])$。

従って、 この証明自体は何ら新しいものではない。

2.1 設定

$X$ を滑らかな射影代数 n-多様体で with Kod(X) $\geqq 0$ を満たすものとする。

$f;X-\cdotsarrow Y$

を完備線形系系 $|7\uparrow t_{0}!IC_{\lambda’}|$ に付随する飯高ファイブレーションとする。適当
な双有理改変を行って以下を仮定してよい。
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1. $f$ は射である。

2. $Y$ は滑らかな射影代数多様体。

3. $f_{*}\mathcal{O}_{X}(7?\tau_{0}!K_{X/\}’})^{**}$ は $Y$ 上の直線束。

4. $f$ ディスクリミナントローカス $D$ は $Y$ 上の正規交叉因子。

$Y$ 上の $\mathbb{Q}$-直線束 $L$ を

$L:= \frac{1}{7n0!}f_{*}\mathcal{O}_{X}(\uparrow n_{0}!K_{X/Y})^{**}$

で定義し、 $L$ 上の特異エルミート計量 $h_{L}$ を

$h_{L}^{rr\iota 0!}(\sigma, \sigma):=(/\lambda_{y}’|\sigma|^{\frac{2}{n\iota_{()}1}})^{7nu!}$.

で定義する。 $h_{L}$ は

$Y^{o}:=$ { $y\in Y|f$ は $y$ 上で極大階数} $=Y-D$

上滑らかで、 $D$ に沿ってホッジ構造の変形により記述される特異性を持つ。

$H^{0}(Y\rangle \mathcal{O}_{Y}(7??!(K_{Y}+L))\otimes \mathcal{I}(h_{L}^{\otimes m!}))\simeq H^{0}(Y, O_{Y}(7n!(K_{Y}+L)))$

が十分大きな $7?l$ について成り立つ。 即ち $h_{L}$ の特異性に伴う $L^{2}$-条件は
$7lx!(K_{Y}+L)$ の切断に影響を与えない。

$\Omega$ を $Y$ 上の C$\infty$-体積形式とし方程式 :

$-Ric_{\omega_{Y}}+\sqrt{-1}\Theta_{h_{l}}$. $=\omega_{Y}$ (3)

を $Y$ 上で考える。 ここで

$\omega Y=-Ric\Omega+\sqrt{-1}\Theta_{l\iota L}+\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}u$

で、 関数 $ut$よ $Y$ 上で上半連続で上に有界である。この方程式は

$\log\frac{(\omega+\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}u)^{n}}{\Omega}=u$ ,

と同値である。 ここで $n:=\dim Y$ かつ

$\omega:=-Ri_{C}$ $\Omega+\sqrt{}=$了 $\Theta_{h_{l_{J}}}$

である。 $Kod(X)=\dim Y$ が成り立つので $IC_{Y}+(L, h_{L})$ はビッグ、即ち

$\lim\sup(7n!)^{-n}\dim H^{0}(Y, \mathcal{O}_{Y}(rn!(IC_{Y}+L))\otimes \mathcal{I}(h_{L^{1}}^{m}))>0$

$marrow\infty$

が成り立つ。 ここで $7l=$ diiii $Y$ である。 ここで方程式 (3) を解くのに主な困
難は $h_{L}$ が次の意味で代数的特異性を持たないからである。
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定義 2.1 $h$ を直線束 $L$ 上の特異エルミート計量とする。 $/l$ が代数的特異性
をもつとは, ある正整数 $\uparrow?l_{0}$ に対して $m_{0}L$ の大域正則切断 $\sigma_{0},$ $\cdots,$ $\sigma_{N}$ と $C^{\infty}$

関数 $\phi$ で
ガ

$h=e^{\phi} \cdot(\sum_{i=0}|\sigma_{i}|^{2})^{-\frac{1}{r’|(|}}$

を満たすものが存在することである。 口

2.2 ホッジ計量 $h_{L}$ の平滑化

特異エルミート計量 $h_{L}$ は生成点で $C^{\infty}$ であるが代数的特異性を持つとは限
らない $[\iota_{L}$ の特異性はホッジ構造の変形で記述される。 $a$ を $f_{*}\mathcal{O}_{X}(aK_{X/Y})^{**}$

が $0$ でないような最小の正整数とする。 $f$。$\mathcal{O}_{d}\backslash ’(aK_{X/Y})$ の正則切断の a 乗根
は $a$ 巡回被覆上の標準形式の族と看倣せる。このようにホッジ計量はホッ
ジ構造の変形により記述できる (cf. [Sch])。 $f$ ; $Xarrow Y$ ディスクリミナン

トローカス $D$ を正規交叉因子と仮定する。 [Kal] と同様にホッジ束の局所自
由拡張はモノドロミーの準罧単性により記述される。この場合局所モノドロ
ミーはアーベルである。

定義 22 $(M, B)$ を複素多様体 $\Lambda/I$ と正規交叉因子 $B$ の組とする。 $\omega_{P}$ をケー

ラー $M-B$ 上のケーラー形式 $\omega P$ がボアンカレ増大であるとは $M$ 上の任意

の多重円板 $\Delta^{n}$ $:=\{(z\iota, \cdots, z_{n});|z_{i}|<1,1\leqq i\leqq n\}$ in $j|/[$ で

$\Delta^{n}\cap B=\{(z_{1}, \cdots, z_{n})\in\Delta^{n}|z_{1k} z=0\}$ ,

を満たすものに対して正値有界連続関数 $a\leqq b$ on $\Delta^{n}$ で

$a( \sum_{i=1}^{k}\frac{\sqrt{-1}d_{\tilde{k}}i\wedge d\overline{z}_{i}}{|_{\tilde{4}}i|^{2}(\log|z_{i}|)^{2}}+\sum_{j=k+1}^{n}\sqrt{-1}dz_{j}\wedge d\overline{z}_{j})$

$\leqq|$

$\omega P$

$\leqq$ $b( \sum_{i=1}^{k}\frac{\sqrt{-1}dz_{i}\wedge d\overline{\tilde{z}}i}{|_{i}\tilde{\prime}|^{2}(1og|z_{i}|)^{2}}+\sum_{j=k+1}^{n}\sqrt{-1}d_{j}\tilde{i,}\wedge d\overline{z}_{j})$

を $\Delta^{n}\cap(M-B)$ 上満たすものが存在することである。
$\Omega_{P}$ を体積形式 $M-B$ 上の体積形式とする。 $\zeta\}_{P}$ がボアンカレ $e$ 増大で

あるとは $M$ 上の任意の多重円板 $\Delta^{n}$ in 」$|/I$ で

$\Delta^{n}\cap B=\{(z_{1}, \cdots, z_{n})\in\Delta^{\tau\iota}|z_{1k} z=0\}$ ,

となるものに対して、 $\Delta^{n}$ 上の連続関数 $c(z)$ で

$\Omega_{P}=c(z)\cdot(-(\wedge jn=k+1\sqrt{-1}d_{j}\tilde{A,}\wedge d_{\angle,j}^{\overline{\sim}})$

が $\Delta^{n}\cap(M-B)$ で成り立つことをいう。 口
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注 23 $(M, B)$ を上のようなペアとし $M$ をコンパクトとする。 $\Omega_{P}$ をボアン

カレ増大体積形式とする。 $\Delta^{n}$ を上の定義のような多重円板とし関数 $c(z)$ が

$\Delta^{n}$ 上 $C^{2}$ であるとする。 このとき $-Ri_{C}\Omega_{P}$ も次の意味でボアンカレ増大で
ある。即ち正定数 $C$ が存在して

$-C\cdot\omega P\leqq-Ric\Omega_{P}\leqq C\cdot\omega_{P}$

が成り立つ。ここで $\omega_{P}$ は $M-B$ 上のボアンカレ増大のケーラー形式である。

次の補題が成り立つ。

補題 24正整数 $\uparrow n_{0}$ が存在して $h_{L}^{mu^{1}}$ は直線束 $f_{*}\mathcal{O}_{Y}(7n_{0}!IC_{X/Y})^{**}$ 上の特

異エルミート計量で局所正則枠に関して

$h_{L}=O((-\log|\sigma_{D}|)^{q})$

が成り立つ。 ここで $\sigma_{D}$ は $D$ の局所定義関数で $q$ は正整数である。 さら

に曲率 $\sqrt{-1}\Theta_{h_{L}}$ は $Y-D$ 上のボアンカレ増大ケーラー形式 $\omega_{P}$ の正の定数

倍で上から抑えられる。 $\square$

補題 24における $h_{L}$ は [Kal] のホッジ構造の変形 ([Schl) から従う。V⊂丁 $\Theta_{h_{L}}$

の評価は周期領域の正則切断曲率が水平方向には上から負の定数で押さえら
れる ([G]) こととヤウーロイデンのシュワルツ補題 $([Y2, R|)$ から従う。

この意味で $l\iota_{L}$ は滑らかな計量に非常に近い。 $h_{L}$ を平滑化するために $Y$

の有限開被覆 $\mathcal{U}:=\{U_{\alpha}\}$ で $U_{\alpha}$ が局所座標 $z_{\alpha}=(z_{\alpha}^{1}, \cdots, z_{\alpha}^{n})$ により $\mathbb{C}^{n}$ の原

点中心の単位開球に双正則同値なものをとる。$\mathcal{U}$ を適当にとると $z_{\alpha}$ より大き

な開部分集合 $\hat{U}_{\alpha}$ で $z_{\alpha}$ により $\mathbb{C}^{n}$ の原点を中心とする半径 2の開球に写され
るものがあるとしてよい。 $h_{0}$ を $\mathbb{Q}$ 直線束 $L$ の $C^{\infty}$ エルミート計量とする。

$\varphi:=\log\frac{h_{L}}{h_{0}}$ .

とおく。 $\rho$ を $\mathbb{C}^{n}$ 上の $C^{\infty}$ 関数で $0\leqq\rho\leqq 1$ かつ supl) $\rho$ が $\mathbb{C}^{n}$ の $O$ を中心と

する半径 1の開球に含まれ

$\int_{\mathbb{C}},$ $\rho(z)d\mu(z)=1$ ,

を満たすものとする。 ここで $d\mu$ は $\mathbb{C}^{n}$ の通常のルベーグ測度である。各

$0<\delta<1$ に対して
$\rho\delta(z)=\delta^{-2n}\rho(z/\delta)$ .

とおく。 $\varphi|U_{\alpha}$ の軟化 $\varphi_{\alpha,\delta}$ を $\rho\delta$ を用いて $z_{\alpha}$ に関して

$\varphi_{\alpha,\delta}:=(\varphi|U_{\alpha})*\rho\delta$

とおく。 $z_{\alpha}$ は $\hat{U}_{\alpha}$ 上で正則座標系であるから $\varphi_{\alpha,\delta}$ は $U_{\alpha}$ 上で任意の $0<\delta<1$

に対して $C^{\infty}$ 関数である。 $\varphi_{\alpha,\delta}$
は $\delta\downarrow 0$ とするとき $\varphi$ in Ll-位相で $U_{\alpha}$ 上コ
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ンパクト $u$ 一様に収束し、かつ C$\infty$ -位相で $U_{\alpha}\backslash D$ 上コンパクトー様に収束
する。

$\{\phi_{\alpha}\}$ を $\mathcal{U}$ に従属する 1の分解とする。

$h_{L,\delta}:= \exp(\sum_{\alpha}\phi_{\alpha}\cdot\varphi_{\alpha,\delta})\cdot h_{0}$
.

とおく。 $h_{L,\delta}$ は $L$ 上の C$\infty$-エルミート計量で $\delta>0$ に依らない正定数 $C$ で

$\sqrt{-1}\Theta_{h_{l_{J},\delta}}\leqq C\cdot\omega P$

となるものが存在する一般に $h_{L,\delta}$ は半正曲率を持たない。 しかし $Y$ 上の連

続関数 $c(\delta)$ で

$\sqrt{-1}\Theta_{h_{L,\dot{\delta}}}\geqq-c(\delta)\cdot\omega_{P}$

かつ $Y$ 上一様に

$\lim c(\delta)=0$
$\delta\downarrow 0$

となるものが存在する。

2.3 定理 1.7の証明

この節では定理 17を証明する。 ここでの証明は [Yl] と [TO] のアイデア
による。 ただホッジ計量 $h_{L}$ は代数的特異性を持たないのでホッジ計量の平

滑化を考える必要が生じる。
$rn_{0}$ を十分大きな正整数で任意の $m\geqq m_{0}$ に対して $?n!(K_{Y}+L)$ はカル

ティエ因子かつ $|m!(K_{Y}+L)|$ が $Y$ の双有理埋め込みを与えるものとする。

$m>r|x0$ に対して $\pi_{m}:Y_{\tau n}arrow Y$ を Bs $|m!(Ky+L)|$ の底点解消で

$\pi_{m};Y_{rn}arrow Y$

$\pi_{7n-1}$ : $Y_{m-i}arrow Y$ を経由するように帰納的にとる。

$\mu_{m}:Y_{m}arrow Y_{m-1}$

を自然な射とする。

$\pi_{m}^{*}|?n!(K_{Y}+L)|=|P_{m}|+F_{m}$

を $\pi_{m}^{*}|r?t!(K_{Y}+L)|$ の自由部分吟司と固定部分 $F_{m}$ への分解とする。 $V$ を

$Y$ の解析的部分集合で:

$\{y\dagger\epsilon:\yen^{\text{。}}|y\in n_{m>0}$Bs$|m!(K_{Y}+L)|$ or
$\iota n\geqq m0$ に対して $\Phi_{|m!(K_{Y}+L)|}$ は $y$ の近傍で埋め込みでない}

$\cup$ { $f$ のディスクリミナントローカス}.

とおく。 $Y$ の適当な双有理改変を行って $V$ は正規交叉因子と仮定してよい。
$Y_{m}$ 上のエフェクティブ $\mathbb{Q}-$因子 $E_{m}$ で $n\iota\geqq\uparrow\uparrow\tau 0$ に対して
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1. $P_{rn}-E_{rn}$ は $\}\sim$ 上アンプル。

2. $E_{m}$ の全ての係数は 1未満。

3. $SuppE_{\tau n}=\pi_{7n^{1}}(V)$ .

4. $((?n+1)!)^{-1}(P_{m+1}-E_{m+1})-\mu_{m+1}^{*}(m!)^{-1}(P_{\pi\iota}-E_{m}))$ はエフェク

テイブ。

$\{E_{m}\}$ を取った後で $\{E_{m}\}$ を $\{2^{-m}E_{m}\}$ で置き換える。 こう取り直しても同

じ性質を持つ。 $\{2^{-m}E_{7}$訂を $\{E_{m}\}$ と書く。こうすると 3の代わりに

$3’$ . $((m+1)!)^{-1}(P_{m+t}-E_{m+1})-\mu_{m+1}^{*}(7)t!)^{-1}(P_{7n}-E_{m}))$ はエフェクティ

ブで適当な正数 $\epsilon_{m}$ に対して $\epsilon_{m}(\pi_{\overline{m}^{1}+1}V)_{red}$ を含む。

$h_{(m)}$ を $C^{\infty}$ を $pi_{7n}^{*}((\prime n!)^{-1}(P_{m}-E_{m}))$ 上のエルミート計量で真に正の曲率
を持つものとする。 すると

$\Omega_{m,\delta};=h_{(\cdot n)}^{-1}\cdot(\pi_{m}^{*}h_{L,\delta})$

は $Y_{7n}$ 上の退化体積形式と考えることができる。 $\{h_{L,\delta}\}$ を節 22のホッジ計

量 $1t_{L}$ の平滑化とする。 $\Omega_{m,\delta}\cdot(\pi_{7n}^{*}h_{L,\delta})^{-1}$ は代数的特異性を持つ。
$[Su, p.430,$ 定理 $56]$ によりモンジュ $arrow$アンペール方程式 :

$(-Ric\Omega_{7n,\delta}+\sqrt{-1}\pi_{m}^{*}\Theta_{h_{l_{d},\dot{\delta}}}+\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}\tau\iota_{m,\delta})^{n}=\Omega_{\tau n,\delta}\cdot e^{u_{t,\delta}}$” , (4)

は解 $u_{m,\delta}\in C^{\infty}(Y_{rn}\backslash \pi_{\overline{m}^{1}}V)$ を持ち $Y_{7n}$ 上の正閉カレント

$\omega_{m,\delta}:=-Ri_{C}\Omega_{7n,\delta}+\sqrt{-1}\pi_{m}^{*}\Theta_{h_{l_{x_{I}}\delta}}+\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}u_{7n,\delta}$

は

1. $-Ric_{\omega_{\iota.\delta}},,+\sqrt{-1}\pi_{m}^{*}\Theta_{h_{J,,\dot{\delta}}}=\omega_{m,\delta}$が $Y_{\tau n}-SuppE_{m}$ で成り立つ。

2. $\omega_{m,\delta}$ の絶対連続部分は $2\pi(??t!)^{-1}(P_{m}-E_{m})$ を代表する。

3. $(\pi_{m})_{*}\omega_{m,\delta}$ は $2\pi c_{1}(K_{Y}+L)$ を代表する。

4. 任意の $\epsilon>0$ に対して、正定数 $C(\uparrow?t, \delta)$ 及び $C_{\epsilon}(m, \delta)$ が存在して

$\epsilon\cdot\log\Vert\sigma\Vert-C_{\epsilon}(m, \delta)\leqq u_{m,\delta}\leqq C(\uparrow?t, \delta)$

が成り立つ。ここで $\sigma\in\Gamma(Y, \mathcal{O}_{Y}(V))$ は因子 $V$ を持つ大域切断で $\Vert\sigma\Vert$

は $\mathcal{O}_{Y}(V)$ のある滑らかなエルミート計量に関するエルミートノルムで

ある。
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4番目の性質を $u_{7’ 1},\delta$ の 準有界性という

$-Ri_{C}\Omega_{m,\delta}+\sqrt{-1}\pi_{m}^{*}\Theta_{h,_{\lrcorner}}-\dot{\delta}$ $=\sqrt{}$[乙
$\Theta_{h_{(Tl1)}}$

が成り立ち、 これは $\delta$ に依らないことに注意する。

$\omega_{(rr\iota)}:=\sqrt{-1}\Theta_{h_{(rr\iota)}}$ ,

とおくと方程式は次のように書き換えられる :

$1_{0} g\frac{\omega_{m,\delta}^{n}}{\Omega_{m,\delta}}=1_{0}g\frac{(\omega_{(rn)}+\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}u_{\tau n,\delta})^{n}}{\Omega_{m,\delta}}=u_{m,\delta}$ . (5)

$\{\omega_{m,\delta}^{n}\}$ を $Y-V$ 上の体積形式の列と考える。 $(\pi_{m})_{*}\omega_{rn,\delta}$ と $\omega_{m,\delta}$ を $Y-V$
上で同一視することにする。 以後 $Y-V$ を $Y_{rn}$ のザリスキ開部分集合と同
一視し、全てを $Y-V$ 上で考える。最大値原理を使って、次の単調性補題を
得る。

補題 25

$\omega_{rn,\delta}^{n}\leqq\omega_{m+1,\delta}^{n}$

が $Y-V$ 上で成り立つ。 $\square$

補題 25の証明. 構成から次が分かる。

1. $\omega$, と $\omega_{m+1,\delta}$ の絶対連続部分はそれぞれ $prese\iota it2\pi(rn!)^{-1}(P_{77l}-E_{\tau n})$

及び $2\pi((m+1)!)^{-1}(P_{m+1}-E_{rn+1})$ を代表する $0$

2. $\mu_{m+1}^{*}((7n!)^{-1}(F_{\tau n}+E_{\tau n}))-((7n+1)!)^{-1}(F_{m+1}+E_{\tau n+1})i$ はエフェク

ティブで適当な正数 $\epsilon_{7n}$ に対して $\epsilon_{m}(\pi_{\overline{m}^{1}+1}V)$ を含む。

従って $\phi_{m,\delta}$ を

$\phi_{m,\delta};=1_{0}g\frac{\omega_{m,\delta}^{n}}{\omega_{m+1,\delta}^{n}}$

で定義すると、 $V$ の近傍で $u_{\tau n,\delta}$ の準有界性から $-\infty$ に近付く。 故に $Prn\in$

$Y-V$ で $\phi_{m,\delta}$ が最大となる点がある。 このとき

$\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}\phi_{rn\delta}\rangle(p_{rn})\leqq 0$

が成り立つ。 方程式

$-Ric_{\omega_{k,\dot{\delta}}}+\sqrt{-1}\pi_{k}^{*}\cdot\Theta_{h_{f_{J},\delta}}$. $=\omega_{k,\delta}(k=m, m+1)$ ,

を使って
$\omega_{rn,\delta}(p_{m})\leqq\omega_{m+1,\delta}(p_{m})$

が成り立つ。 これを用いて $\emptyset m,\delta\leqq 0$ が $Y-V$ 上で成り立つ。故に $\omega_{m,\delta}^{n}\leqq$

$\omega_{m+\perp,\delta}^{n}$ が $Y-V$ 上で成り立つ。 これで補題 25の証明を終わる。 $\square$
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次に $Y-V$ 上でコンパクトー様な C2-評価を行う。 $S$ を正整数とし

$\omega_{(s)}=\sqrt{-1}\Theta_{h_{(s)}}$ .

とおく。 $m>S$ に対して $Y-D$ 上の $C^{\infty}-$関数 $v_{m,\delta}$ を

$v_{m,\delta}:=u_{m,\delta}+ \log\frac{lt_{(s)}}{h_{(m)}}$ .

で定義する。 このとき

$\omega_{m,\delta}=\omega_{(s)}+\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}v_{m,\delta}$

及び

$\log\frac{(\omega_{(s)}+\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}v_{m,\delta})^{n}}{\Omega_{s,\delta}}=v_{m,\delta}$

が成り立つ。条件 3’ $((rn+1)!)^{-1}(P_{rn+1}-E_{\tau n+1})-\mu_{m+1}^{*}(n\tau!)^{-1}(P_{7n}-E_{m}))$

はエフェクティブで適当な正数 $\epsilon_{m}$ に対して $\epsilon_{n},(\pi_{\overline{m}^{1}+1}V)_{red}$ を含むので正数
$\epsilon(s)0<\epsilon<\epsilon(s)$ と $m>s$ に対して

$1_{0} g\frac{/t_{(s)}}{h_{(7n)}}-\epsilon\cdot\log\Vert\sigma\Vert$

が $V$ の近傍で $-\infty$ に近付く。 $u_{m,\delta}$ の準有界性 (cf, (6)) より全ての $\epsilon>0$ に

対して

$\epsilon\cdot\log\Vert\sigma\Vert+\log\frac{h_{(s)}}{l\iota_{(m)}}-C_{\epsilon}(m, \delta)\leqq v_{m,\delta}\leqq C(\uparrow n, \delta)+1_{0}g\frac{h_{(s)}}{h_{(m)}}$ (6)

が成り立つ。 ここで $C(m, \delta),$ $C_{\epsilon}(m, \delta)$ は上の正定数である。故に $v_{n\iota,\delta}$ は $V$

の近傍で $+\infty$ に近付く。

故に $p_{0}\in Y-V$ で $v_{m,\delta}$ は最小値をとる。 よって

�’$=$乙 $\partial\partial$ log $\frac{(\omega_{(s)}+\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}v_{rn,\delta})^{n}}{\Omega_{s,\delta}}(p_{0})\geqq 0$

が成り立つ。故に方程式 : $-Ric_{\omega_{r\iota,\delta}},+\sqrt{-1}\Theta_{h_{l_{J}.\dot{\delta}}}=\omega_{m,\delta}$ により

$\omega_{m,\delta}(po)-\omega_{(S)}(po)\geqq 0$

が成り立つ。 これから

$v_{?n,\delta}(p o)\geqq\log\frac{\omega_{(s)}^{n}}{\Omega_{s,\delta}}(po)$

が成り立つ。 故に

$v_{rn,\delta}(y) \geqq 1_{0}g\frac{\omega_{(s)}^{n}}{\Omega_{s,\delta}}(p_{0})$
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全ての $y\in Y-V$ で成り立つ。故に

$u_{7n,\delta} \geqq\log\frac{l_{l_{(\tau n)}}}{/t_{(s)}}+_{y^{1}}n_{\in Y}in1_{0}g\frac{\omega_{(s)}^{n}}{\Omega_{s,\delta}}(y)$ (7)

$Y$ 上で成り立つ。

一方 $u_{m,\delta}$ の上からの評価を次のようにして得る。 $V$ は正規交叉因子であっ
た。 $\Omega_{P}$ を $Y-V$ 上のボアンカレ増大の体積形式とする。

$\tilde{u}_{rn,\delta}:=u_{m,\delta}+\log\frac{\Omega_{m,\delta}}{\Omega_{P}}$. (8)

とおく。 条件 3’ と $u_{m,\delta}$ の準有界性から $p_{0}^{/}\in Y--V$ で $\tilde{u}_{m,\delta}$ は最大値を
とる。

$1_{0} g\frac{\omega_{rn,\delta}^{n}}{\Omega_{P}}=u_{m,\delta}+\log\frac{\Omega_{\tau n,\delta}}{\Omega_{P}}=\tilde{u}_{m,\delta}$

から $p_{0}^{/}t\sim-$おいて

$\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}1_{0}g\frac{\omega_{m,\delta}^{n}}{\Omega_{P}}(p_{0}^{/})\leqq 0$

成り立つ. 故に

$-Ric_{\omega_{n\delta}},\leqq(-Ric\Omega_{P})(p_{0}^{/})$ .
と方程式

$-Ric_{\omega_{tr\iota,\delta}}$. $+\sqrt{-1}\Theta_{h_{l_{J},\delta}}=\omega_{7n,\delta}$ ,

から

$\omega_{m,\delta}(p_{0}^{/})\leqq-Ri_{C}\Omega_{P}+\sqrt{-1}\Theta_{h_{L,\delta}}$

が成り立つ。 特に

$\omega_{m,\delta}^{n}(p_{0}^{/})\leqq(-Ri_{C}\Omega_{P}+\sqrt{-1}\Theta_{h_{l_{l},\dot{\delta}}})^{n}(p_{0}’)$

成り立つ。 これから

$\tilde{u}_{m,\delta}=u_{m,\delta}+1_{0}g\frac{\Omega_{m,\delta}}{\Omega_{P}}\leqq\log\frac{(-Ric\Omega_{P}+\sqrt{-1}\Theta\prime_{1_{L,\delta}})^{n}}{\Omega_{P}}(p_{0}’)$

が成り立つ。 $1\tau_{L,\delta}$ の構成から題 24と注意 23 $\delta$ に依らない正定数 $c_{+}$ で

$\frac{(-Ric\Omega_{P}+\sqrt{-1}\Theta_{h_{j}},,\delta)^{n}}{\Omega_{P}}\leqq 0_{+}$

$Y-V$ 上成り立つ。 $7n$ と delta に依らない正定数 $\tilde{C}+$ が存在して

$e^{u_{\iota,\delta}}$” $\Omega_{m,\delta}\leqq C_{+}\cdot\Omega_{P}$ (9)

$Y$ 上で成り立つ。故に

$u_{rn,\delta} \leqq C_{+}-\log\frac{\Omega_{rn,\delta}}{\Omega_{P}}$ (10)
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$Y$ 上で成り立つ。 (7) と (10) によって $\delta$ に依らない正定数 $C_{0}’(7\mathfrak{l}l)$ が存在して

$/\}’|u_{m,\delta}|\omega_{(s)}^{n}<C_{0}’(\uparrow n)$ (11)

成り立つ. このとき
$\omega_{(rn)}+\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}u_{rn,\delta}$

は $Y$ 上の正閉カレントで $\omega_{(m)}$ は $Y_{\tau n}$ の $C^{\infty}$ ケーラー形式、 $u_{\tau n,\delta}$ は $Y_{m}$ 上

の概多重列調和関数である。多重劣調和関数の劣平均値不等式より (11) 正定

数 $C_{0}(rn)$ が存在して
$u_{m,\delta}\leqq C_{0}(rn)$ (12)

$Y_{7n}$ 上で成り立つ。

(7) と (12) により次の補題を得る。

補題 26 $\delta$ に依らない正定数 $C_{1}(nt)$ が存在して任意の $\delta>0$ に対して

$-C_{1}( \uparrow tt)\leqq v_{m,\delta}\leqq C_{1}(\uparrow n)-\log\frac{h_{(rn)}}{/\iota_{(s)}}$

が $Y-V$ 上成り立つ。口

さて評価 $\{v_{m,\delta}\}_{\delta>0}$ の $Y-V$ でのコンパクトー様な $C^{2}$ 評価をしよう。次の
補題を用意する。

補題 27 ($/T0$, p. 127, 補題 2. $2J$) $)$

$f:=1_{0} g\frac{\omega_{(s)}^{n}}{\Omega}$ .

とおく。 $C$ を正定数で $Y$ 上で

$C+infR_{\alpha\overline{\alpha}}\beta\beta>1$

$\alpha\neq\beta$

成り立つものとする。 ここで $R_{\alpha d\beta\overline{\beta}}$ は $\omega_{(s)}$ の正則双断面曲率を表す。
このとき

$e^{Cv,\iota,\delta}’\Delta_{m},\ell(e^{-Cv_{\iota,\delta}}"(\cdot 11+\Delta_{S}v_{m,\delta}))\geqq(n+\Delta_{s}v_{m\rangle\delta})$

$+ \Delta_{S}(f+\log\frac{h_{(m)}}{/\iota_{(s)}})+(n+n^{2}infR_{\alpha d\beta\overline{\beta}})\alpha\neq\beta$

$+C \cdot n(n+\Delta_{S}v_{n,\delta})+(n+\Delta_{S}v_{m,\delta})^{\frac{\prime}{rt-1}}\exp(-\frac{1}{n-1}v_{m,\delta}+f)$

が成り立つ。 ここで $\Delta_{S}$ は $\omega_{(s)}$ に関するラプラシアン $(i.e., \Delta_{S}=trace_{\omega_{(r)}}\sqrt{-1}\partial\overline{\partial})$
、

$\Delta_{m,\delta}$ は $\omega_{m,\delta}$ に関するラプラシアンである。口
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$y_{0}$ を $e^{-Cv_{\dagger\iota,\delta}}’(\uparrow t+\Delta v_{?n,\delta})$ が最大となる点とする。 このような $y0\in Y-V$ が
存在することは $v_{7n,\delta}$ の $C^{0}$ 評価と $u_{7r\iota,\delta}$ が満たすモンジュァンペール方程式が
$Y_{rr\iota}$ 上で代数特異性を持つことから $Y_{rn}$ 上の $\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}v_{rn,\delta}$ の有界性 ([Yl]) を
満たすことから従う。補題 27により $z/z,$

$\delta$ に依らない正定数 $C_{2}$ が存在して

$0\leqq n+\Delta_{S}v_{m,\delta}(x\grave{0})\leqq C_{2}-$

成り立つ。 これから

$0\leqq n+\Delta_{8}v_{rn,\delta}\leqq\exp(C(v_{m,\delta}-v_{m,\delta}(x_{0})))\cdot C_{2}$

成り立つ. 補題 26により $\uparrow n$ と $\delta$ に依らない正定数 $C_{3}$ が存在して

$n+ \Delta_{S}v_{m,\delta}\leqq C_{3}(\frac{h_{(m)}}{h_{(s)}})^{-C}$

$Y-V$ 上で成り立つ。非線形方程式の一般論 ([Th]) から $\{v_{n,\delta},\}_{\delta>0}$ の $Y-V$
上でのコンパクトー様な評価を得る。故に適当な正数列 $\{\delta_{j}\}$ で $\delta_{j}\downarrow 0$ となる
もので $j$ を $+\infty$ に近づけるとき

$\omega_{m}:=\lim_{jarrow\infty}\omega_{rn,\delta_{j}}$

が $Y-V$ 上で C$\infty$-位相に関してコンパクトー様収束するものが存在する。.
対角線論法から $\{\delta_{j}\}$ は $m$ に依らないとしてよい。 このとき

$\omega_{m}:=\omega_{(s)}+\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}v_{m}$

は方程式 :
$1_{0} g\frac{\omega_{rn}^{n}}{\Omega_{s}}=v_{m}$ , (13)

を満たす。 ここで

$\Omega_{s}:=h_{(s)}^{-1}\cdot h_{L}$

で、 これから

$-Ric_{\omega_{\tau r}}+$ 珂$’=T\Theta_{h_{L}}=\omega_{m}$ (14)

が成り立つ.

hmin を $K_{Y}+L$ の極小特異性を持つ AZD とする (cf. 節 14) (cf. 定義
1.5)。

$\Omega_{mi}n;=h_{\overline{m}}^{1}\cdot h_{L}in\cdot$

とおく。 このとき $\{v_{m}\}$ の一様な CO-評価が成り立つ。

補題 28正定数 $C$ が存在して $\uparrow n>s$ に対して

$v_{m} \leqq C+\log\frac{\Omega_{m}irt}{\Omega_{S}}$

$Y$ 上で成り立つ。 口
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補題 2. 8の証明.

$-Ric_{\omega_{l}},,+\sqrt{-1}\Theta_{h_{l_{d}}}=\omega_{m}$

成り立ので

$\omega_{m}^{n}=O(\Omega_{m}in)$

定義 15が成り立つ。故に上からの一様評価 (9) と単調性補題 25より正定
数 $C$ が存在して

$v_{m} \leqq C+\log\frac{\Omega_{min}}{\Omega_{s}}$

が全ての $m>s$ に対して成り立つ。 口

上からの一様評価 (9) と補題 25, から各点での極限:

$dV_{Y};= \underline{1}\lim\omega_{m}^{n}$

$n!marrow\infty$

が $Y$ 上で成り立つ。

$v:=]_{0} g\frac{n!\cdot dV_{Y}}{\Omega_{s}}$

とおく。補題 27と補題 28から

$\omega_{Y}=\omega_{(s)}+\sqrt{-1}\partial\overline{\partial}v$

は

$\omega_{Y}^{n}=e^{v}\cdot\Omega_{\theta}$

を満たす。補題 27, 補題 25と補題 28により適当な部分列 $\{\uparrow n_{k}\}$ をとれば

$v= \lim v_{\tau n}k$
$karrow\infty$

が C$\infty$-位相で $Y-V$ 上コンパクトー様に成り立つ。上の構成から (cf. (14))

$-Ric_{\omega Y}+\sqrt{-1}\Theta_{h_{l_{d}}}=\omega Y$ (15)

$Y-V$ 上で成り立つ。
$K_{Y}+L$ の特異エルミート計量を

$h_{K}:=(dV_{Y})^{-1}\cdot h_{L}=n!\cdot(e^{v}\cdot\Omega_{S})^{-1}\cdot h_{L}$

で定義する。$h_{K}$ が $K_{Y}+L$ の AZDであることをチェックしよう。まず $\sqrt{-1}\Theta_{h_{K}}$

が半正閉カレントであることは (15) から明らかであり CO-評価; 補題 28. $E_{m}$

の全ての係数が 1未満であった。従って $u_{m}$ の満たすモンジューアンペール方程

式とその準有界性から $m!\cdot\pi_{m}^{r}(K\gamma+L)$ の大域切断は $Ym$ 上で $(\omega_{m}^{n})^{-(7n!-1)}\cdot h_{L}^{7n!}$

に関して $L^{2}$ 可積である。 $\{\omega_{m,\delta}^{n}\}$ の単調性 (補題 2.5) から $h_{K}=(dV_{Y})^{-1}\cdot h_{L}$

は $K_{Y}+L$ の AZD である。 これで定理 17の証明を終わる。 口
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3 定理 1.9の証明
$f$ : $Xarrow Y$ を飯高ファイブレーション, $(L, h_{L})$ を定理 17の特異エル
ミート $\mathbb{Q}$-直線束 (ホッジ直線束) とする。 $\omega_{Y}$ を $Y$ 上の標準ケーラーカレ
ントとする。空でない $Y$ のザリスキ開部分集合 $U$ が存在して $\omega_{Y}$ は $U$ 上で

$C^{\infty}$ で

$-Ric_{\omega Y}+$ ’1了 $\Theta_{h_{L}}=\omega_{Y}$

を満たす (定理 1.7) 。
$m0$ を十分大きな正整数、 $M$ をエフェクテイブカルティエ因子で節 17の

意味で $A:=\prime n0!(K_{Y}+L)-M$ は十分アンプルとする。 $h_{A}$ を $A$ の C$\infty$-エル

ミート計量とする。今後 $h_{A}$ を $rn_{0}$ ! $(K_{Y}+L)$ の特異エルミート計量

$h_{A}/|\tau_{A\prime I}|^{2}$ ,

を考えることで同一視する。 ここで $\tau_{M}$ は因子 $M$ をもつ $\mathcal{O}_{Y}(M)$ の大域正則
切断である。 $\{K_{m}\}_{\tau n\geqq m_{1I}!}$ を節 17のベルグマン核の力学系とし、 $\{h_{m}\}_{m\geqq m}()|$

を対応する特異エルミート計量の力学系とする。

$h_{m}:=K_{\overline{\tau n}}^{1}$

であった。

さて定理 19を証明しよう。
$dV_{Y}=(n!)^{-1}\omega_{Y}^{n}$ を $(Y,\omega_{Y})$ に付随する体積形式とする。

補題 3. 1
linl $suph_{L}\cdot 7\sqrt[\prime\iota]{(m!)^{-n}I\zeta_{7n}}\geqq(2\pi)^{-n}dV_{Y}$

$marrow\infty$

$X$ 上で成り立つ。
$\square$

補題 3.1の証明. まず $L$ が真の直線束の場合を示す。 一般の場合は、 a 回
毎に $(aL, h_{L}^{a})$ をはさむだけなので、本質的に証明は変わらないから一般の場
合は省略する。

特異エルミート直線束 $(If_{Y}+L, dV_{Y}^{-1}\cdot h_{L})$ を考える。 $U$ を $\omega_{Y}|U$ が $C^{\infty}$ ケー

ラー形式となるような空でない $Y$ のザリスキ開集合とする。 $p\in U$ を任意に
とる。 方程式 (1) から $p$ を中心とする $(Y,\omega_{Y})$ の正則正規座標 $(U, z_{1}, \cdots, z_{n})$

と $L$ の $U$ 上の正則枠 $e_{L}$ が存在して

$dV_{Y}^{-1} \cdot h_{L}=\{\prod_{i=1}(1-|z_{i}|^{2})+O(\Vert z\Vert^{3})\}\cdot|dz_{1}\wedge\cdots\wedge dz_{n}|^{-2}\cdot|e_{L}|^{-2}n$ (16)

が成り立つ。今 $Y$ 上で不等式

$C_{m-1}\cdot h_{A}^{-1}\cdot dV_{Y}^{rn-mo!-1}\cdot h_{L}^{-(m-rnu!-1)}\leqq K_{m-1}$
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が適当な正定数 $C_{\tau n-1}$ について成り立っていると仮定しよう。ベルグマン核

の極値的性質から

$K_{m}(y)=S^{\backslash }$up $\{|\sigma|^{2}(y);\sigma\in H^{0}(Y, \mathcal{O}_{Y}(\uparrow n(K_{Y}+L))), (\sqrt{-1})^{n^{2}}\int_{\lambda}. h_{n-1}\cdot\sigma\wedge\overline{\sigma}=1\}$

(17)
が任意の $yinY$ について成り立つ (例えば $[Kr,$ $p.46$ , Proposition 1.3.16] を見
よ $)$ . 単位円板で $\Delta=\{t\in \mathbb{C}||t|<1\}$ ,

$\sqrt{-1}/\Delta(1-|t|^{2})^{m}dt\wedge d\overline{t}=\frac{2\pi}{\uparrow n+1}$ (18)

が成り立つことに注意しよう。 このときヘルマンダーの L2-評価から適当な
正定数 $\lambda_{m}$ に対して

$(\lambda_{m}\cdot(2\pi)^{-n}\cdot 7n^{n})\cdot C_{m-1}\cdot dV_{Y}^{n-7no!}\leqq h_{L}^{m-mo!}\cdot h_{A}\cdot IC_{m}$ (19)

で
$\lambda_{m}\geqq 1-\underline{C}$

$\sqrt{m}$
’

となるものが存在する。 ここで $C$ は $7n$ に依らない正定数である。

実際これは次のように確かめられる。$y\in Y-SuppM-V$ とし $(U, z\iota, \cdots, z_{n})$

を上のような正規座標とする。 $U$ は適当な正数 $r$ に対して $\mathbb{C}^{n}$ の原点中心

半径 $r$ の多重円板 $\Delta^{n}(r)$ と $(z_{1}, \cdots, z_{n})$ により双正則同値としてよい

$r$ を十分小さく取って $Y$ 上の C$\infty$-関数 $\rho$ で

1. $\rho$ は $\Delta^{n}(r/3)$ 上恒等的に $1$
、

2. $0\leqq\rho\leqq 1$
、

3. $Supp\rho\subset\subset U$ .

4. $|d\rho|<3/$ ? ここで $|$ $|$ は $\omega_{Y}$ に関する各点ノルム。

方程式 (16) により $\rho\cdot(dz_{1}\wedge\cdots\wedge dz_{n})^{m}\otimes e_{L}^{m}$ のマスは $7n$ を大きくすると原

点に集中する。従って (18) により $\rho\cdot(dz_{1}\wedge\cdots\wedge dz_{n})^{m}\otimes e_{L}^{m}$ の $(dV_{Y})^{-m}\cdot h_{L}^{\tau n}$

と $\omega_{Y}$ に関する $L^{2_{-}}$ノルム

$\Vert\rho\cdot(dz_{1}\wedge\cdots\wedge dz_{n})^{n}\otimes e_{L}^{\tau n}\Vert$

は漸近的に
$\Vert\rho\cdot(dz_{1}\wedge\cdots\wedge dz_{n})^{m}\otimes e_{L}^{m}\Vert^{2}\sim(\frac{2\pi}{m})^{n}$ (20)

となる。 ここで $\sim$ 両辺の比が $n\tauarrow\infty$ とするとき 1に収束することを表す。

$\phi:=n\rho\log$

れ

$|_{\tilde{k}}i|^{2}$ .
$i=1$
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とおくと $rtt$ を十分大きく取って

$(r\}\iota-m_{0}!-1)$ . $\omega Y+\sqrt{}=$了 $\Theta_{1\iota_{\Lambda}}+\sqrt{}^{\sim}$乙 $\Theta_{h_{l_{G}}}+$ $\sqrt{}\tau$丁 $\partial\partial$

-

$\phi$ $>0$

成り立つとすると、 (20) から $\overline{\partial}(\rho\cdot(dz_{1}\wedge\cdots\wedge dz_{n})^{m}\otimes e_{L}^{m})$ の

$e^{-\phi}\cdot h_{A}\cdot(dV_{Y})^{-(m-\tau no!-1)}\otimes h_{L}^{(m-m0!)}$ と $\omega_{Y}$ に関する $L^{2_{-}}$ノルム

$\Vert\overline{\partial}(\rho\cdot(dz_{1}\wedge\cdots\wedge dz_{n})^{m}\otimes e_{L}^{m})\Vert_{\phi}$

は不等式

$\Vert\overline{\partial}(\rho\cdot(dz_{1}\wedge\cdots\wedge dz_{n})^{m}\otimes e_{L}^{m})\Vert_{\phi}^{2}\leqq C_{0}\cdot(\frac{3}{r})^{2n+2}(\frac{2\pi}{m})^{n}$ (21)

を満たす。 ここで $C_{0}$ は $m$ に依らない正定数である。
ヘルマンダーの $L$2-評価をエルミート直線束:

$((m-1)(I\zeta_{Y}+L)+L, e^{-\phi}\cdot h_{A}\cdot dV_{Y}^{-(m-7n\iota!-1)}\cdot h_{L}^{m-m_{U}!})$ ,

の随伴東に適用して十分大きな $7n$ に対して方程式;

$\overline{\partial}u=\overline{\partial}(\rho\cdot(dz_{1}\wedge\cdots\wedge dz_{n})^{m}\otimes e_{L}^{m})$

の解 $u$ で

$u(y)=0$

かつ

$\Vert u\Vert_{\phi}^{2}\leqq\frac{2}{\eta}\Vert\overline{\partial}(\rho\cdot(dz_{1}\wedge\cdots\wedge dz_{n})^{m}\otimes e_{L}^{m})\Vert_{\phi}^{2}$

が成り立つものが存在する。 ここで $\Vert\Vert_{\phi}$ は $e^{-\phi}\cdot h_{A}\cdot dV_{Y}^{-(m-mu!-1)}\otimes$

$h_{L}^{m-mo!}$ と $\omega_{Y}$ に関する $L^{2}$ ノルムを表す。すると $\rho\cdot(dz_{1}\wedge\cdots\wedge dz_{n})^{m}\otimes e_{L}^{m}-u$

は $m(IC_{Y}+L)$ の正則切断で

$(\rho\cdot(dz_{1}\wedge\cdots\wedge dz_{n})^{m}\otimes e_{L}^{m}-u)(y)=(dz_{1}\wedge\cdots\wedge d_{\tilde{k}}n)^{m}\otimes e_{L}^{m}$

かつ

$\Vert\rho\cdot(dz_{1}\wedge\cdots\wedge dz_{n})^{m}\otimes e_{L}^{m}-u\Vert^{2}\leqq(1+C_{0}\cdot(\frac{3}{r})^{2n+2}\sqrt{\frac{2}{m}})(\frac{2\pi}{m})^{n}$ .

となる。故に $m$ に関する帰納法を用いて (17) と (19) から正定数 $C$ と $C’$ が

存在して $m>m_{0}$ ! に対して

$K_{m} \geqq C^{/}(\prod_{k=rn_{U}}^{m}(1-\frac{C}{\sqrt{k}}))\cdot(m!)^{n}\cdot(2\pi)^{-mn}\cdot li_{A}^{-1}\cdot h_{L}^{-(rn-\tau\tau\iota u!)}\cdot dV_{Y}^{rn-m_{1)}!}$ (22)

$Y$ 上で成り立つことが分かる。 これから

lin] $suph_{L}\cdot\gamma\sqrt[r\iota]{(7n!)^{-n}K_{m}}\geqq(2\pi)^{-n}dV\}’$

$marrow\infty$

が $Y$ 上で成り立つ。口

次に上からの評価を行おう。
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補題 32

$\int\cdot’\sqrt[\prime\iota]{K_{m}}\leqq(\prod_{k=m_{\cup}}^{m}(N_{k}+1))^{\perp}\cdot(/\prime\prime\iota)^{\lrcorner}$

成り立つ。ここで $N_{k}:=\dim|k(K_{Y}+L)|=\dim H^{0}(Y, \mathcal{O}_{Y}(k(K\gamma+L)))-1$

である。 $\square$

証明. ヘルダーの不等式から

$/_{Y}h_{L}\cdot’\sqrt[\prime\iota]{K_{m}}$ $=$ $1_{Y}^{h_{L}\cdot\frac{K^{\frac{1}{m^{n\iota}}}}{h_{L}\cdot K^{\frac{1}{m-1\pi\iota-1}}}\cdot h_{L}\cdot K^{\frac{1}{m-1r\iota-1}}}$
’

$\leqq$ $( \int_{Y}h_{L}^{m}\cdot\frac{K_{m}}{h_{L}^{m}\cdot K^{\frac{\iota}{m-17\prime\iota-1}}}\cdot(h_{L}\cdot K^{\frac{1}{m-17r\cdot- 1}}))^{\frac{1}{m}}\cdot(\int\}’ h_{L}\cdot K^{\frac{1}{m-1r\cdot- 1}})^{\frac{rr\iota-1}{n\iota}}$

$=$
$(/Yh_{L} \cdot\frac{IC_{m}}{Km-1})^{\perp_{r\iota}}\cdot(\int_{Y}h_{L}\cdot K^{\frac{1}{m-1r- 1}})’\prime\prime,\underline{-1}$

$=$
$(N_{m}+1)^{\frac{1}{\nu\iota}}\cdot(/Yh_{L}\cdot K^{\frac{1}{m-1r-1}})^{\frac{rr\iota-1}{r\iota}}$

となる。 これを帰納的に続けて

$/Yh_{L}\cdot K^{\frac{1}{m-1n- 1}}\leqq(Nm-1+1)^{\lrcorner}r\overline{- 1}$ . $(/Yh_{L}\cdot K^{\frac{1}{m-2n- 2}})^{\frac{rt- 2}{r\cdot-1}}$ ,

を使うと

$\int_{Y}h_{L}\cdot(K_{m})^{\perp}n\iota\leqq\{(N_{m}+1)\cdot(N_{m-1}+1)\}^{\perp_{\iota}}’\cdot(\int_{Y}h_{L}\cdot(K_{m-2})^{\frac{1}{\iota-2})^{\frac{\iota- 2}{n}}}$

”

が成り立つ。 これを続けると補題が得られる。 口

$\{N_{?n}\}_{m\geq mu!}$ の増大度を評価するために次の概念を用いる。

定義 33 $L$ を $n$ 次元コンパクト複素多様体 $\Lambda f$ 上の直線束とする $M$ の $L$ に

関する体積 $\mu(M, L)$ を

$\mu(.AI, L)$ $:=n!\cdot$ liln $supm^{-n}\dim H^{0}(M, \mathcal{O}_{\Lambda 1}(7nL))$ .
$marrow\infty$

で定義する。口

定義 33は $\mathbb{Q}$-直線束に関しても明らかに定義できる。補題 32を用いて次の
補題を得る。

補題 34

$linlsup\frac{1}{(m!)\lrcorner}marrow\infty’/Yh_{L}\cdot(K_{m})^{\frac{1}{rr\iota}}\leqq\frac{\mu(Y,K_{Y}+L)}{n!}$

が成り立つ。 口
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証明. $\mu(Y, K_{Y}+L)$ の定義から

$N_{m}+1= \frac{\mu(Y,K_{Y}+L)}{rx!}77?^{n}+o(rn^{n})$

成り立つ。補題 32により

$\lim sumarrow\infty 1)\frac{1}{(m!)^{\frac{}{rr}}}/Yh_{L}\cdot(K_{m})^{\frac{1}{t1}}\leqq\frac{\mu(Y,IC_{Y}+L)}{n!}$

が成り立つ.
$\square$

(22) から
$hm=O(h_{A}\cdot h_{K}^{m-m_{(}!})$

成り立つ。 故に

$H^{0}(Y, \mathcal{O}_{Y}(7n(IC_{Y}+L))\otimes \mathcal{I}(h_{m}))\supseteq H^{0}(Y, \mathcal{O}_{Y}(m(IC_{Y}+L))\otimes \mathcal{I}(h_{A}\cdot h_{K}^{m-mu^{1}}))$

が全ての $m\geqq m_{0}!$ について成り立つ。 $h_{K}$ は $K_{Y}+L$ の AZD であるから

$n!$ .lim $supm^{-n}$ .diin $H^{0}(Y, \mathcal{O}_{Y}(m(If_{Y}+L))\otimes \mathcal{I}(h,))\geqq\mu(Y,K_{Y}+L)$

$marrow\infty$

が成り立つ。

補題 35

$\int_{Y}dV_{Y}=\frac{1}{?x!}/Y^{\omega_{Y}^{n}=\mu(Y,If_{Y}+L)}$

が成り立つ. 口

補題 3. 5の証明. $|P_{rn}|$ を $|\pi_{m}^{*}m!(K_{Y}+L)|$ の自由部分とする。, ここで $\pi_{m}$

は Bs$|m!(K_{Y}+L)|$ の解消である。藤田の定理 $([F,$ $p.1$ ,Theorem$|)$ から

$\lim_{marrow\infty}(7n!)^{-n}P_{m}^{n}=\mu(Y, I\zeta_{1^{f}}+L)$

が成り立つ。補題 25から

$\mu(Y, K_{Y}+L)=1in1^{\frac{1}{\uparrow t!}}marrow\infty/Y^{\omega_{m}^{n}=\frac{1}{n!}}/\}’\omega_{Y}^{n}$

となる。口

$\int_{Y}dV_{Y}=\frac{1}{n!}/Y^{\omega_{Y}^{7l}=\mu(Y,K_{Y}+L)}$

が方程式 (1) と単調性 : 補題 25から成り立つので補題 31と補題 32より:

$1 in.1\sup\frac{1}{(7n!)^{\frac{1}{rr\iota}}}h_{L}marrow\infty.\cdot\gamma\sqrt[r\iota]{K_{m}}=(2\pi)^{-n}dV_{Y}$ ,
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となる。

これで定理 19の証明を終わる。 $\square$

標準測度の一意性については次が成り立つ。

系 36 $d\mu_{can}$ は双有理不変である。 口

系 3. 6の証明. $f$ : $Xarrow Y$ を上のような飯高ファイブレーションとして可

換図式:
$\tilde{X}arrow^{\pi}X$

$\tilde{f}\downarrow$ $\downarrow f$

$\tilde{Y}arrow\varpi Y$

を考える。 ここで $\pi$ : $Xarrow X,$ $\varpi$ : $\tilde{Y}arrow Y$ は双有理改変である。 $\tilde{Y}$ と $Y$

上のアンプル直線束 $A$ と $A$ をとる。

このとき $\varpi^{*}A$ は $\tilde{Y}$ ネフかつビッグである。故に小平の補題から正整数
$a_{1},$ $a_{2}$ で

$a_{1}\tilde{\mathcal{A}}-\varpi^{*}A,$ $a_{2}\varpi^{*}A-\tilde{A}$

が $\mathbb{Q}$エフェクティブとなるものが存在する。 $d\mu_{\tilde{\lambda},can},$ $d\mu x$ , can を $\tilde{X},X$ それ

ぞれの標準測度とする。 $a_{1}\tilde{A}-\varpi^{*}\mathcal{A}$ は $\mathbb{Q}$-エフェクティブなので定理 19と

その証明から
$d\mu_{\tilde{X}}$ , $can\geqq\pi^{*}d\mu X$ , can

が成り立つ。実際これは以下のように確かめられる。 $A$ と $\tilde{A}$ の $C^{\infty}$ エルミー

ト計量 $h_{A}$ と $h_{\tilde{A}}$ を固定する。 $b$ を十分大きな正整数とし

$\tau\in H^{0}(\tilde{Y}, \mathcal{O}_{\overline{Y}}(b(a_{1}\tilde{A}-\varpi^{*}\mathcal{A})))$

を恒等的には $0$ でない切断で

$(h_{\tilde{A}}^{a_{1}}\cdot\varpi^{*}h_{A}^{-1})^{b}(\tau, \tau)\leqq 1$ .

となるものとする $\{\tilde{I}C_{\tau n}\}_{m\geqq 0},$ $\{K_{m}\}_{rn\geqq 0}$ をそれぞれ $\tilde{Y}$ と $Y$ 上の定理 19の

ベルグマン核の力学系で $(ba_{1}\tilde{A}, h_{\overline{A}}^{ba_{1}})$ と $(bA, h_{A}^{b})$ から出発するものとする。

このときベルグマン核の極値性から

$\tilde{I}C_{m}\geqq|\tau|^{2}\cdot\varpi^{*}K_{m}$

が成り立つ。故に定理 1.9から

$d\mu_{\overline{X}}$ , $can\geqq\pi^{*}d\mu X$ , can

が成り立つ.
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同様に $a_{2}\varpi^{*}A-\tilde{A}$ is $\mathbb{Q}$ -エフェクティブであるから逆の不等式 :

$d\mu_{\overline{X},can}\leqq\pi^{*}d\mu X$ , can

を得る。故に

$d\mu_{\overline{X}}$ , $can=\pi^{*}d\mu X$ , can

が成り立つ. これで系 36の証明を得る。 口

4 定理 1.7と定理 1.9の相対版

この節では標準測度の射影的族上の変動を考察する。

定理 4. 1 $f$ : $Xarrow S$ を射影的族で $X,$ $S$ は滑らかで $f$ は連結なファイバー
をものとする。 $f_{*}\mathcal{O}_{S}(\uparrow nK_{X/S})\neq 0$ がある $n\iota>0$ について成り立つとする。
このとき相対標準束 $K_{X/\}’}$ の特異エルミート計量 $h_{K}$ で次を満たすものが存
在する。

1. $\omega_{\lambda’/S}:=\sqrt{-1}\Theta_{l\iota\kappa}$ は $X$ の上で半正。

2. 一般ファイバー $X_{s}:=f^{-1}(S)$ 上で $h_{K}|X_{S}$ は $IC_{\lambda_{A}’}$ の $AZD$ で $\omega_{X/S}|X_{S}$

は定理 1.7と定理 1.9で構成された $X_{S}$ 上の標準半正カレントである。

口

定理 4. 1の証明. 主張は局所的なので $S$ は $\mathbb{C}^{n}$ の単位多重円板としてよい。
$rn_{0}$ を十分大きな正整数とし

$F_{m\text{。}}:=f_{*}\mathcal{O}_{X}(m_{0X/S}!I\{)$

とおく (必要なら $S$ を少し縮めて) $\sigma$Oh. .. , $\sigma_{N(rn)}$ を大域 $F_{mo}$ の $S$ の生成系と
する。 $Y$ を有理写像

$\Phi..0:X-\cdotsarrow \mathbb{P}_{S}^{N(mu)}$ .

の像とする $7n_{0}$ を十分大きくとり $X$ の双有理改変 $\hat{X}Y$ の双有理改変 $\hat{Y}$ をとっ

て相対飯高ファイブレーション

$\hat{f}:\hat{X}arrow\hat{Y}$

で $\hat{X}$ と $\hat{Y}$ は滑らかかつ $\hat{f}_{*}\mathcal{O}_{\hat{X}}(rn!I\zeta_{\hat{X}/\hat{Y}})^{**}$ は $\hat{Y}$ 上の直線束としてよい。 $\hat{Y}$

上の $\mathbb{Q}$-直線束 $L$ を

$L= \frac{1}{m0!}\hat{f}_{*}\mathcal{O}_{\mathfrak{X}}(7n_{0}!K_{\hat{\lambda}’/\hat{Y}})^{**}$

で定義する。 $a$ を $\hat{f}_{*}\mathcal{O}_{\hat{\lambda}^{r}}(aK_{\hat{\lambda}/\hat{Y}})\neq 0$ となる最小の正整数とする。以下
$f$ : $Xarrow S$ を $\hat{f}:\hat{X}arrow S$ で置き換え $X$ と $Y$ を $\hat{X}$ と $\hat{Y}$ で置き換えよう。

標準測度は双有理不変なので、証明には影響は与えない。
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$S^{\text{。}}$ を $S$ に於ける $\hat{f}$ のディスクリミナントローカスの補集合とする。 $A$ を

$Y$ 上の十分アンプルな直線束とし煽をその $C^{\infty}$ 計量で曲率が真に正のもの

とする。節 3と同じように $s\in S^{O}$ に対して力学系 of ベルグマン核の力学系
$\{K_{\tau n,s}\}_{n\iota\geq m\text{。}!}$ をとる。即ち

$K_{1,s};=\{\begin{array}{ll}K(Y_{S}, I\zeta\}_{\theta}’+A|Y_{s}, h_{A}|Y_{s}), \text{の場合} a>1K(Y, IC_{Y_{\theta}}+L+(K_{Y_{\aleph}}+L|Y_{S}), h_{L}\cdot h_{A}|Y_{s}), \text{の場合} a=1\end{array}$

$h_{1,s}=K$暴とおきベルグマン核の力学系 $\{IC_{rn,s}\}$ を帰納的にファイバー毎に

節 3と同様に定義する。
より正確には $If_{m,s}$ and $h_{m,s}$ が既に定義されたとして $K_{m+i,s}$ and $h_{m+1,s}$

を

$K_{m+1,s};=\{\begin{array}{ll}K(Y_{S}, (m+1)K_{Y}. +\lfloor\frac{m+1}{a}\rfloor aL|Y_{S}, h_{m,s}) m+1k^{0} niod a \text{の場合}K(Y_{s}, (\uparrow n+1)(K_{Y_{r}}+L|Y_{S}), (h_{L}|Y_{S})^{a}\otimes h_{\tau n,s}) m+1\equiv 0mod a \text{の場合}\end{array}$

および
$h_{m+1,s};=(K,n+1,s)^{-1}$

で定義する。 $K_{\tau n}$ を

$K_{m}|Y=K(\forall s\in S^{\text{。}})$

で定義し
$K_{m}^{*}=K_{m}$ の上半連続包

とおく。 $L$ のホッジ計量 $h_{L}$ を節 3のように定義すると $Y$ 上で半正曲率カレ

ントを持つ ([Ka2]) 。半正曲率をもつ特異エルミート直線束の相対随伴直線
束のベルグマン核の対数多重劣調和性 ( $[B3],[T4$ , Theorem $3.4],[B- P]$ ) から $m$

に関する帰納法により
$h_{m}=(K_{m}^{*})^{-1}$

は
$n\tau$

$mK_{Y/S}+(\lfloor_{\overline{a}}L\rfloor\cdot a)L$

上の半正曲率をもつ特異エルミート計量に拡張する。つまり $\log K_{m}^{*}Y$ 上多

重劣調和である。
定理 1.9より

$K_{\infty}$ $:=$ lim sup $\sqrt{}$(?n!)$=$ K$\sim$の上半連続包

は $0$ でない $L$ 値相対体積形式で

$h_{\infty}:=K_{\infty}^{-1}$
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は $I\zeta_{\}’/S}+L$ 上の特異エルミート計量で半正曲率カレントを持つ。

$h_{d}x^{r}/s:=f^{*}h_{\infty}$ .

とおくと $h_{X/S}$ は $K_{X/S}$ 上の特異エルミート計量で半正曲率カレント.

$\omega_{\lambda’/s:=\sqrt{-1}\Theta_{h}}$

を持つ。定理 19と標準半正カレントの双有理不変性 (系 36) より定理 4.1
を得る。 $\square$

5 超標準測度

標準測度 $d\mu$
。an (cf. 定義 18) はベルグマン核の力学系と飯高ファイブレー

ション (cf. 定理 1.9). しかし $d\mu$
。$an$ は以下の点で不十分である。 :

1. 力学系は本質的には $X$ 上で定義されている訳でなく、飯高ファイブ
レーションの底空間で定義される。

2. $(d\mu_{can})^{-1}$ はアバンダンス予想を仮定しないと、一般には極小特異性を
持つかどうか分からない (cf. 定義 $1.5$ )。

3. $d\mu_{can}$ は多重標準形を使って定義されているためアバンダンス予想を解
くのに使えない。 アバンダンス予想はこういった計量を構成する主な
動機付けである。

この節ではベルグマン核の力学系を用いてもう少し自然な標準測度を構成
する。

5.1 数値的小平次元と漸近的小平次元

ここでは滑らかな射影代数多様体上の擬有効特異エルミート束に対して数
値的小平次元と漸近的小平次元を定義する。

定義 5.1 $(L, h_{L})$ を射影代数多様体上 $X$ の擬有効特異エルミート束とする。
このとき

$\nu_{num}(L, h_{L})$ $:=sup\{\dim V|V$ は $X$ の部分多様体で制限 $h_{L}|_{V}$ が定義され

$(L, h_{L})^{di_{1\mathfrak{U}}V}\cdot V>0\}$ .

ここで

$(L, h_{L})^{di[iiV}V$ $:=( \dim V)!\cdot\lim sup_{7}n$ -diin $V\dim H^{0}(\tilde{V}, \mathcal{O}_{\overline{V}}(m\pi^{*}L)\otimes \mathcal{I}(\pi^{*}h_{L}^{m}))$ ,
$marrow\infty$

32

175



ここで $\pi:\tilde{V}arrow V$ は特異点解消である。 $(L\rangle l_{l_{L}})^{dintV}\cdot V$ が特異点解消に依
らないことは直ぐ分かる。

$\nu_{num}(L, h_{L})$ を $(L, h_{L})$ の数値的小平次元と呼ぶ。口

次の不変量はより解析的である。

定義 52擬有効特異エルミート直線束 $(L, h_{L})$ の漸近的小平次元 $\nu(L, h_{L})$ を

$\nu_{asym}(L, h_{L})=sup\lim sup\frac{\log h^{0}(X,\mathcal{O}_{\lambda’}(A+\uparrow nL)\otimes \mathcal{I}(h_{L}^{m}))}{\log m}Amarrow\infty$
’

で定義する。ここで $A$ は $X$ の全てのアンプル直線束を動く。 口

5.2 $\nu_{nurn}$ と $\nu_{asy\tau n}$ の関係

$\nu_{num}$ と $\nu_{asym}$ は一般に異なるが、緩やかな条件下で $\nu_{nu\tau n}=\nu_{asym}$ が成
り立つ。

定義 53 $(L, h_{L})$ を滑らかな射影代数多様体 $X$ 上の擬有効特異エルミート直

線束とする。 $(L, h_{L})$ が正規とは

$E:=\{X\in X|n(\Theta_{h_{L}},x)>0\}$

$X$ の真解析的部分集合に含まれることである。 ここで $n(\Theta_{h_{L}},x)$ は正閉カレ

ント $\Theta_{h_{d}}$, の $X$ での $)$レロン数である。

定理 5.4 $([T7,$ Theorem 3. $13J$) $X$ を滑らかな射影代数多様体 $(L, h_{L})$ をその

上の擬有効特異エルミート束とする。このとき

$\nu_{nurn}(L, h_{L})\leqq\nu_{asym}(L, h_{L})$

成り立つ. さらに $h_{L}$ が正規なら (cf. 定義 5. 3), 任意のアンプル直線束 $A$ に

対して

$\dim H^{0}(X, \mathcal{O}_{X}(\mathcal{A}+\uparrow nL)\otimes \mathcal{I}(h_{L}^{m}))=O(\uparrow?t^{\nu_{v\tau\iota’\prime\iota}(L,h_{lr}))})$.

が成り立つ。特に
$\nu_{num}(L, h_{L})=\nu_{asy_{7}r\iota}(L, h_{L})$

成り立つ. 口
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5.3 超標準測度

$X$ を滑らかな射影代数多様体で擬有効標準束を持つものとする。$A$ を $X$ 上

の十分アンプルな直線束でその上の $C^{\infty}$ エルミート計量 $h_{A}$ を固定する。 $/\iota_{m}in$

を $If_{\lambda’}$ の極小特異性を持つ AZD とする (cf. 定義 1.5,[D-P-S])。 $|??tK_{X}|\neq\emptyset$

がある正整数 $rt$ について成り立てば $h_{rrtin}$ は正規である $($ cf. 定義 $5.3)_{0}$

$(A, h_{A})$ をスタートしてベルグマン核の力学系を考える。

$K_{1};=K(X,K_{X}+\mathcal{A}, h_{A})$

とおき

$h_{1}=K_{1}^{-1}$ .

と定義する。 $K_{m}$ と $h_{7n}$ が定義されたとして

$If_{m+1}:=K(X, (m+1)I\zeta_{X}+A, h_{m};h_{m}^{m_{in}}\cdot h_{A})$

及び

$h_{m+1}:=K_{7n+1}^{1}$ ,

と定義する。ここで $K(X, (m+1)K_{X}+\mathcal{A}, h_{m};h_{rn}^{rn_{in}}\cdot h_{A})$ は

$H^{0}(X, \mathcal{O}_{X}((m+1)If_{\lambda’}+A)\otimes \mathcal{I}(h_{m}^{m_{in}}))$

の内積 :
$(\sigma, \sigma’);=/x^{\sigma\cdot\overline{\sigma}^{/}\cdot h_{m}}$ .

に関するベルグマン核 (の対角成分) である。 $K_{X}$ に正規 AZD が存在すると
しよう。故に $h_{m}in$ も正規である。定理 5.4から

$\nu:=\nu_{num}(K_{X}, h_{mtn})=1i_{I}nsu\}\supset\frac{\log ft^{0}(X,\mathcal{O}_{X}(nxK_{\lambda^{r}}+A)\otimes \mathcal{I}(h_{mn}^{m_{i}}))}{\log m}marrow\infty$

および

$d\hat{\mu}$

。an, $A:=lin\iota sup(m!)^{-}marrow\infty$
荒 $\sqrt[\iota]{IC_{m}}$ の上半連続包

と定義する。この時点では $d\mu_{can,A}$ が $h_{A}$ に依らないのかははっきりしない。
まず $d\hat{\mu}$

。$an_{I}A$ が $h_{A}$ に依らないことを見ておこう。 $h_{A}’$ をもう一つの $C^{\infty}$ エ)レ

ミート計量とし $c>1$ を正定数で

$c^{-1}\cdot h_{A}\leqq h_{A}^{/}\leqq c\cdot h_{A}$

が $X$ 上で成り立つようにとる。 A $\{K_{m}’\}$ を計量 $h_{A}’$ から出発するベルグマ

ン核の力学系とする。このとき $t$

$c^{-1}\cdot K_{m}’\leqq If_{7n}\leqq c\cdot K_{m}’$

成り立つことが $m$ に関する帰納法から分かる。
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$d\hat{\mu}$can, $A$ は $C^{\infty}$ エルミート計量煽には依らない。

$\mu,$ ( $(IC_{\lambda’},$ hmin); $A$ ) $:=\nu!\cdot linlSupm^{-\nu}\dim H^{0}(X, \mathcal{O}_{X}(mKx+A)\otimes \mathcal{I}(h_{m^{-1}}^{\tau n_{in}}))$ .
$marrow\infty$

とおくと $\mu_{\nu}$ (( $K_{X}$ , hmin); $A$ ) は $h_{m}in$ の正規性と定理 54から定義されてい
る。 $\mathcal{A}$ に依らない測度を :

$d\hat{\mu}$can $:=supA\{\mu_{\nu}((Kh_{m});A)^{-1}\cdot d\hat{\mu}_{can,A}\}$ の上半連続包

で定義する。 ここで $A$ は $X$ 上の全てのアンプル直線束を動く。 このとき次
が成り立つ。

定理 5.5 (cf. $[T7,$ Theorem 6.2]) $X$ を滑らかな射影代数多様体で擬有効標
準直線束を持つものとする。 $K_{X}$ が正規 $AZD$ をもつとする (cf. 定義 5.3)。
このとき $d\hat{\mu}$

。$an$ は $0$ でない $X$ 上の測度で、 $d\hat{\mu}_{\text{。}an}^{-1}$ は $I\zeta_{X}$ の $AZD$ である。
特に $K_{0}d(X)\geqq 0$ , then $d\hat{\mu}$can は $0$ でない $X$ 上の測度で $d\hat{\mu}_{\overline{c}a^{1}n}$ は $If_{X}$ の $AZD$

である。 $\square$

証明はここでは省略する。 [T8] を見よ。

6 標準測度の KLT対への拡張
標準測度や超標準測度を KLT 対 (川又末端対) $(X, \Delta)$ で非負小平次元を
もつもの、即ち $|m!(IC_{\lambda’}+\Delta)|\neq\emptyset$ が十分大きな $7n$ について成り立つものに
対して拡張するのは容易である。

$f$ : $X-\cdotsarrow Y$ を対数標準因子 $K_{X}+\Delta$ に付随する飯高ファイブレーショ
ンとする。 $X$ と $Y$ に双有理改変操作を行って:

1. $X,Y$ は滑らかで $f$ は連結なファイバーを持つ射。

2. $Supp\Delta$ は正規交叉因子。

3. $Y$ のフェクティブ因子 $\Sigma$ で $f$ は $Y-\Sigma$ 上で極大階数かつ $Supp\Delta^{h}$ は

相対正規交叉、 $f(\Delta^{v})\subset\Sigma$ がなりたつものがある。 ここで $\Delta^{h},$ $\Delta^{v}$

は、それぞれ $\Delta$ の $f$ に関する水平成分と垂直成分を表す。

4. 正整数 $m_{0}$ で $f_{*}\mathcal{O}_{X}(\uparrow n!(K_{X}+\Delta))^{**}$ はは $Y$ 上の直線束である。

エフェクティブ例外 $\mathbb{Q}-$因子を足しても対数標準環は変わらないことに注意す

る。 $Y$ 上の $\mathbb{Q}$-直線束 $L$ を

$L= \frac{1}{rn0!}f_{*}\mathcal{O}_{X}(\uparrow\uparrow t_{0}!(K_{X}+\Delta))^{**}$ .
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で定義すると $L$ は $m_{0}$ のとり方に依らない。前と同様に $L$ 上の特異エルミー
ト計量を

$h_{L}^{m!}(\sigma, \sigma)(y);=(/X_{y}|\sigma|^{\frac{2}{\tau r\iota!}})^{m!}$ ,

で定義する。ここで $y\in Y-\Sigma$、 $X_{y}:=f^{-1}(y)$ である。 $(X, \Delta)$ は KLT なの
で, $h_{L}$ は定義される定理 17の証明と同様にして次を得る。

定理 6.1 (cf. 定理 1. 7) $K_{Y}+L$ の一意的特異エルミート計量 $h_{K}$ とザリス

キ開部分集合 $U$ が存在して次を満たす。

1. $h_{K}$ は $K_{Y}+L$ の $AZD$。

2. $f^{*}h_{K}$ は $K_{X}+\Delta$ の $AZD\circ$

3. $h_{K}$ は $U$ 上実解析的。

4. $\omega_{Y}=\sqrt{-1}\Theta_{h_{K}}$ は $U$ 上のケーラー形式。

5. $-Ric_{\omega Y}+\sqrt{-1}\Theta_{L}=\omega_{Y}$ が $U$ 上で成り立つ。 口

定理 6.1の $\omega_{Y}$ はベルグマン核の力学系で構成することができ、 これから定
理 4.1と同様の半正値性定理を得る。

$(X, \Delta)$ 上の標準測度 $d\mu_{can}$ を

$d \mu_{can};=\frac{1}{n!}f^{*}\omega_{Y}^{n}\cdot h_{L}^{-1}$ ,

ここで $n=\dim Y$ .
同様に擬有効対数標準因子 $K_{X}+\Delta$ を持つ KLT 対 $(X, \Delta)$ に対して、超標

準測度 $d\hat{\mu}$

。$an$ がベルグマン核の力学系を使って構成される。

7 標準測度の応用

予想 7.1 $f$ : $Xarrow Y$ を代数的ファイバー空間, $i.e.,$ $X,$ $Y$ は滑らかな射影

代数多様体で $f$ は射影的射で連結なファイバーを持つものとする。.
このとき十分大きな $m$ に対して $f_{*}\mathcal{O}_{X}(7nK_{\lambda^{r}/Y})$ は $f$ の平滑部分 (ディス

クリミナント部分集合の補集合) で大域的切断で生成される。 $\square$

これについて次の部分解が得られる。

定理 7.2 $f$ ; $Xarrow Y$ を代数的ファイバー空間とすると $Y$ の空でないザリ

スキ開部分集合 $U$ が存在して、 $U$ 上で $f_{*}\mathcal{O}_{X}(7nIC_{\lambda’/Y})$ は大域切断で生成さ

れる。口

この定理と飯高予想の関係は明らかであろう。 証明は現在準備中の論文に

書く予定である。
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8 標準 AZD, 超標準 AZD
$X$ を滑らかな射影代数多様体で $K_{X}$ が擬有効とする。 このとき $K_{X}$ の標

準的な AZD を構成したい。上の $d^{\hat{\mu}}$読もそのような AZD の例である。ここ
では Narashinmhaii-Seshadri 計量から構成する方法を与えよう $([T6])$ 。

8.1 $\dagger\frac{z}{\pi}\backslash /\backslash \xi$ AZD $h_{can}$

$X$ の小平次元が半正のとき $K_{X}$ の標準 AZD が [T5] で構成されている。

定理 8.1 $([T5J)X$ を滑らかな射影代数多様体で半正小平次元を持つとする。
$x\in X$

$K_{m}(x)$ $:=sup\{|\sigma|^{\angle}\prime\prime(x);\sigma\in\Gamma(X, \mathcal{O}_{X}(ntK_{X})),$ $| \int_{X}(\sigma\wedge\overline{\sigma})^{\frac{1}{\prime}}|=1\}$

および

$IC_{\infty}(x)$ $:=$ lim $supIf_{m}(x)$
$marrow\infty$

とおく。このとき
$h_{can}:=K_{\infty}^{-1}$ の下半連続包

とおくと $K_{X}$ の $AZD$ である。 口

注 82 $R(X, K_{X})$ の環構造から {Km!} は単調増加である。従って

liin $supK_{m}(x)=supK_{m}(x)$
$marrow\infty$ $m\geqq 1$

が成り立つ. 口

明らかに $h_{can}$ は $X$ の複素構造のみに依る。$h$
。$ar\iota$

を $K_{X}$ の標準 AZD と呼ぶ。

8.2 超標準 AZD $\hat{h}$

can

標準 AZD は単に標準束が擬有効という条件下では構成できない。従って、
アバンダンス予想を解くには役に立たない。そこで $h_{\text{。}}$ an を少し改良して、標

準束の擬有効性のみ仮定して新しい AZD を $\hat{h}$

can を構成してみよ
$\grave{\prime}$

) 。

$X$ を滑らかな射影的 n-多様体で標準束 $K_{X}$ は擬有効とする。 $\mathcal{A}$ を十分

アンプルな直線束で任意の擬有効特異エルミート直線束 $(L, h_{L})$ に対して

$\mathcal{O}_{X}(A+L).\otimes \mathcal{I}(h_{L})$ と $\mathcal{O}_{X}(K_{X}+A+L)\otimes \mathcal{I}(h_{L})$ は大域切断で生成される

ものとする。このようなアンプル直線束 $A$ は L2-評価から簡単に作ることが
できる。 $h_{A}$ を $A$ の $C^{\infty}$ エルミート計量で真に正曲率となるものとする。 $X$

上に $C^{\infty}$ 体積形式 $dV$ を固定しておく。
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L2$arrow$拡張定理 ([O]) から $A$ は十分アンプルで任意の $x\in X$ と任意の擬有効
特異エルミート直線束 $(L, h_{L})$ に対して有界な補間作用素

$I_{x}$ : $A^{2}(X, (A+L)_{x}, h_{A}\cdot h_{L}, \delta_{x})arrow A^{2}(X, A+L, h_{A}\cdot h_{L}, dV)$

でちの作用素ノルムが $X$ と $(L, h_{L})$ に依らない正定数で上から押さえられる
ものが存在すると仮定する。 ここで $A^{2}(X, A+L, h_{A}\cdot h_{L}, dV)$ は

$A^{2}(X, A+L, h_{A}\cdot h_{L}, dV):=\{\sigma\in\Gamma(X, \mathcal{O}_{X}(A+L)\otimes \mathcal{I}(h_{L})), /\lambda’|\sigma|^{2}\cdot h_{A}\cdot h_{L}\cdot dV<+\infty\}$

で $L^{2}$ 内積
$(\sigma, \sigma’):=/x^{\sigma\cdot\overline{\sigma}’\cdot h_{A}\cdot h_{L}\cdot dV}$

をもつヒルベルト空間である。 $A^{2}(x, (A+L)_{x}, h_{A}\cdot h_{L}, \delta_{\lambda})$ も同様に定義され
る。 ここで $\delta_{x}$ は $X$ におけるディラック測度である。 $h_{L}(x)=+\infty$ であれば
$A^{2}(X, (A+L)_{x}, h_{A}\cdot h_{L}, \delta_{x})=0$ である。任意の $X\in X$ に対して

$\hat{K}_{7n}^{A}(x);=sup\{|\sigma|^{\frac{2}{r’\iota}}(x)|\sigma\in\Gamma(X\}\mathcal{O}_{X}(A+7nK_{X}))|/\lambda’h^{\frac{\overline{1}}{Ar}}\cdot(\sigma\wedge\overline{\sigma})^{\frac{1}{l’ l}}|=1\}$

とおく。 ここで $|\sigma|^{\frac{2}{lY1}}$ は $X$ 上の関数ではないが実直線束 $|\mathcal{A}|^{\frac{2}{\pi\iota}}\otimes|K_{X}|^{2}$ の

切断としての上限である。 このとき $h^{\frac{1}{A^{r\iota}7}}\cdot I\hat{\zeta}_{m}^{A}$ は $X$ 上の連続半正 $(n, n)$ 形式
で次の結果をえる。

定理 8. $3^{\cdot}$

$I\hat{f}_{\infty}^{A}$ $:= \lim suph^{\frac{1}{Arr\iota}}\cdot\hat{K}_{m}^{A}$

$marrow\infty$

及び
$\hat{l}\iota_{can,A^{;=}}$ the 下半連続包 of $\hat{K}_{\infty}^{-1}$ .

とおく。 このとき $\hat{l}x$

。$an,A$ は $IC_{\lambda’}$ の $AZD$ である。 また

$\hat{h}_{can}$
$:= \inf_{A}\hat{l}\iota_{can,A}$ の下半連続包

とおく。 ここで inf は点毎の下限で $A$ は $X$ 上の全てのアンプル直線束を動
く 。 このとき $\hat{h}_{can}$ は $X$ の複素構造にのみよる $K_{X}$ の $\mathcal{A}ZD$ である。 $\square$

定義 8.4 (超標準 AZD) 定理 8. 3の $\hat{l}t$

。$an$ を $K_{X}$ の超標準 $AZD$ と呼ぶ。 $\square$

注 85上の定理で $\hat{l}_{l}$

。$an,A$ は実は $h_{A}$ に依存しない (cf. 補題 $??$ )。

8.3 超標準 AZD $\hat{h}$

。$an$ の変動

$f$ ; $Xarrow S$ を代数的ファイバー空間とする。一般ファイバー $X_{s}:=f^{-1}(S)$

に対して $K_{X_{\aleph}}$ が擬有効とする。 この場合 $K_{X/S}$ の特異エルミート計量 $\hat{h}$

can
を同様に定義でき $\hat{h}$

。$an$ は $f$ : $Xarrow S$ で半正値性を満たす。
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定理 86 $f:Xarrow S$ be an 代数的ファイバー空間で一般ファイバー $X_{8}$ に対

して $K_{X_{-*}}$ は擬有効とする。$S^{\text{。}}$ を $f$ が極大階数のローカスとして $X^{o}=f^{-1}(S^{o})$

とおく。 このとき $K_{X/S}$ の特異エルミート計量 $\hat{h}$

。$an$ で次の性質を満たすも

のが一意的に存在する。

1. $\hat{h}_{can}$ は半正曲率を持つ。

2. $s\in S^{O}$ に対して $\hat{h}_{can}|X_{s}$ は $K_{X_{S}}$ の $\mathcal{A}ZD$ である。

3. $S$ の真解析的部分集合の高々可算和 $F$ で任意の $s\in S\backslash F$ に対して

$\hat{h}_{can}|X_{s}\leqq\hat{l}t_{can,s}$

成り立つ, ここで $\hat{l}t$

。an, $s$
は $K_{X_{\aleph}}$ の超標準 $AZD$。

口

定理 8.6と $L^{2}$-拡張定理 ([O-T, p.200, Theorem]) から次が得られる。

系 87 $([S1_{f}S2, T3J)f$ : $Xarrow S$ を複素多様体 $S$ 上の滑らかな射影族とす

る。 このとき多重種数 $P_{rn}(X_{S}):=\dim H^{0}(X_{S}, \mathcal{O}_{X_{s}}(mK_{X_{f}}))$ は $S$ 上局所定

数関数である。 口

定理 86と超標準 AZD が極小特異性 (cf. 定義 15) を持つことから次が

従う。

系 88 $f$ : $Xarrow Y$ を代数的ファイバー空間. で $K_{X}$ 及び $K_{Y}$ が擬有効で

あるとする。 $/\iota_{can}\wedge$ を $K_{X/Y}$ の標準特異エルミート計量で定理 8. 6で構成さ

れるものとする。 $\hat{h}$

can,
$x,\hat{h}$can, $Y$ を $K_{X}$ と $K_{Y}$ の超標準 $AZD$ とする。 この

とき正定数 $C$ が存在して

$\hat{h}$

can,
$x\leqq C\cdot\hat{h}_{can}\cdot f^{*}\hat{/}l$can, $Y$

が $X$ 上で成り立つ。 口

系 88は飯高予想
$Kod(X)\geqq Kod(Y)+$ Kod$(F)$

に非常に近い。

9 超標準 AZD の KLT対への拡張

定理 83は KLT 対の場合に直に拡張される。

定理 9.1 $(X, D)$ を滑らかな射影代数多様体 $X$ と $\mathbb{Q}$ 因子 $D$ の組 $(X, D)$ で

sub $KLT$かつ $K_{X}+D$ が擬有効であるものとする。

このとき計量 $K_{X}+D$ の特異エルミート計量 $\hat{/}t_{can}$ で
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1. $\hat{/}tcan$ は $(X, D)$ により一意的に決まる。

2. $\Theta_{\hat{h}_{c\cdot(\iota r\iota}}$ は半正カレント。

3. $H^{0}(X, \mathcal{O}_{X}(?n(K_{X}+D))\otimes \mathcal{I}(\hat{l}\iota_{\text{。}an}^{\tau n}))\simeq H^{0}(X, \mathcal{O}_{X}(m(K_{X}+D)))$ が全
ての $\uparrow?t\geqq 1$ で $7n(K_{X}+D)$ がカルティエになるものに対して成り立つ。

口

KLT(subKLT ではない $!$ ) 対の射影族に対しても、やはり超標準 AZD の

対数多重劣調和性が成り立つ ([T6]) がここでは省略する。
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