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1 目的
本論では 2次非線形方程式系の解法に基づく固有値分解アルゴリズの提案を行う. 固

有ベクトルが平面上にあるとすると固有値問題は 2次非線形連立方程式系となる. これ

をニュートン法により解くことで 1組の固有対が求まる. すべての組を求めるためには
ニュートン法の初期値をうまく選ぶ方法が考えられるが, ニュートン法の大域的収束性
は極めて難しい問題である. 本論では発想を逆転させて既に得られた固有ベクトルには
収束しない方法を考える. 平面条件は任意に設定可能であることに着目する. 平面の法
線ベクトルを既得の固有ベクトルで張られる部分空間の直交補空間から選ぶ. これによ

り平面上には既得のベクトルは存在しないため, ニュートン法で同じベクトルに収束す
ることはない. この事実より逐次的にすべての固有対を求めることが可能となる. 本論
ではまた, 提案アルゴリズムの数値実験結果を示す.

2 Elgindi の 2次固有値分解法
本節では Blgindi らによる 2次固有値分解法 [21を紹介する. 固有値問題 $Ax=\lambda x$ を

考える. 一般性を失うことなく固有ベクトル $x$ の $k$ 番目の要素を $x_{k}=1$ とおく. このと

き, 固有値は $\lambda=A(k, :)x$ と与えられる. 固有値問題に代入すると 2次非線形方程式系

$F=Ax-xA(k, :)x=0$ (1)

が得られる. (1) は未知変数が $n-1$ 個, 方程式が $n-1$ 本の連立方程式である. この系
を何らかの数値アルゴルリズムで解けば, 1組の固有対が求まる. いま, 非線形方程式
系の数値解法として最も有名なニュートン法

$x^{(l+1)}=x^{(l)}-J(x^{(l)})^{-1}F(x^{(l)})$ , $l=0,1,2,$ $\cdots,$ $l_{\max}$ (2)

を用いる. ただし, $J$ は $F$ のヤコビ行列である. ニュートン法は一般に単根であれば局
所 2次収束であることが知られている. (2) により 1組の固有対 $\lambda,$ $x$ が得られる. すべ
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ての固有ベクトル $X=$ $(x_{1}$ $x_{2}$ . . . $x_{n})$ を求めるために連続変化法を考える. いま, 行
列 $A$ を

働 $=(a_{11}00$ $00$ . $a_{nn}00+t[a_{n1}a_{21}0$

$a_{12}0$

.
$a_{n,,\iota-1}$

$a_{2n}a_{1n}0$

’ $t=hk$ (3)

と $t$ について変化させる. $A(O)$ の固有ベクトルは明らかに $X(O)=I_{l}$ である. 次に, $A(h)$

に対して初期値を $X(O)$ としてニュートン法 (2) により固有ベクトル $X(h)$ を求める. 同
様にして, $A(kh)$ に対して初期値を $X((k-1)h)$ としてニュートン法により固有ベクトル
$X(kh)$ を求める. これを繰り返すと最後に $A(1)=A$ の固有ベクトル $X(1)=X$ が得られ
る. $A$ の固有ベクトル $X$ が正しく求まるためには, 行列の刻み幅 $h$ の決定が重要となる.
Elgindi らは刻み幅を $A$ のゲルシュゴリン半径より

$h=2_{2}^{-s}$ $s=fl$oor $( \frac{\ln(r/d)}{\ln 2}+2)$ , $r= \max_{i}(\sum_{j=1,i\neq j}^{n}|a_{ij}|)$ , $d=n_{i\neq j}\dot{u}n|a_{ii}-a_{jj}|$ (4)

と定めた. さらには初期値を補外

$X^{(0)}(t)=3X(t-h)-3X(t-2h)+3X(t-3h)$ (5)

にとることで収束する確率を高めた. この手法は各固有ベクトルを並列に計算可能であ
ることに注意する. 問題点としては, まず, $h=0$ の場合は連続変化ができないことがあ
げられる. 次に, $x_{k}\simeq O$ となるときは精度悪化する問題がある. さらには, $A(t)(t<1)$
に関する固有値分解は最終的には破棄されるので, 計算時間の上で問題がある.

3 ニュートン法とレイリー商反復

3.1 2次非線形方程式系による固有対の解法
本節では Elgindi らの議論を一般化した 2次非線形方程式系による固有対の解法を考

える. 行列 $A\in \mathbb{C}^{nxn}$ を考える. いま $A$ には条件を一切課さない. 固有ベクトル $x$ は平
面 $(z,x)=z^{H}x=C$ 上にあるとする. ただし, $C$ は定数とする. $z=e_{k},$ $C=1$ のときが
Elgindi らの場合である. このとき固有値は

$\lambda=\mathbb{R}_{A}(z,x)=\frac{(z,Ax)}{C}=\frac{(A^{H}z,x)}{C}=\frac{(w,x)}{C}$ , $w=A^{H}x$ (6)

で与えられる. $R_{A}(z,x)$ はある一般化されたレイリー商 [1, P.281

$\mathcal{R}_{4}(z,x)=\frac{(z,Ax)}{(z,x)}$ (7)
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である. (6) を固有値問題に代入すると 2次非線形方程式系

$F=Ax-x(w, x)/C=0$ (8)

を得る. 条件 $(z,x)=C$ の下で (8) にニュートン法を適用すると

$x^{(l+1)}= \frac{Cy^{(l)}}{(z,y^{(0})}$ , $y^{(l)}=x^{(l)}-J(x^{(l)})^{-1}F(x^{(l)})$, $l=0,1,$ $\cdots,l_{\max}$ , (9)

$J=J(x)=A-\lambda(x)I-xw^{H}/C$ , $\lambda(x)=(w,x)/C$ (10)

が求まる.

3.2 レイリー商反復

さらに (9)$-(10)$ を Sherman-Morrison の公式

$(M+u \nu^{H})^{-1}=(I-\frac{M^{-1}u\nu^{H}}{1+(v,M^{-1}u)})M^{-1}$ (11)

を用いて変形すると,

$x^{(l+1)}= \frac{Cy^{(l)}}{(z,y^{(l)})}$ , $y^{(l)}= \frac{\lambda^{(l)}}{(w,\hat{x}^{(l)})/C-1}\hat{x}^{(l)}$, $\hat{x}^{(l)}=(A-\lambda^{(l)}I)^{-\iota_{X^{(l)}}}$ , $\lambda^{(l)}=(w,x^{(l)})/C$ (12)

が求まる. 残差 $F$ の計算における精度悪化を防ぐためにニュートン反復の各ステップで
$x^{(l)}$ の規格化を行う. このとき, $x^{(l)}$ が平面上にあるためには平面の方程式 $(z,x)=C$ の

定数項を

$C=C^{()}=(z,x^{(l)})$ (13)

と各ステップで変更し, 平面を平行移動させる. すると $x^{(l’}$ は平面 $(z,x^{(l)})=C^{(l)}$ と球面
$||x^{(l)}||=1$ 上にあり, ニュートン法 (12) は

$x^{(l+1)}= \frac{\hat{x}^{(l\gamma}}{||\hat{x}^{(’)}||}$, $\hat{x}^{()}=(A-\lambda^{(l)}I)^{-1}x^{(l)}$ , $\lambda^{(\gamma}=(w,x^{(l)})/C^{(l)}$ , $C^{(i)}=(z,x^{(l)})$ (14)

と表される. (14) は文献 [1, p. 1941では右レイリー商反復と呼び, 局所 2次収束するこ
とが示されている. 本論では (14) を平面型レイリー商反復と呼ぶことにする. また, $X^{(l)}$

が球面 $||x^{()}||=1$ 上にあり, かつ各ステップで $z=x^{(\iota\gamma}$ と変更されるとすると, (14) は

$x^{(l+1)}= \frac{\hat{x}^{(\gamma}}{||l^{(l)}||}$ , $\hat{x}^{(i)}=(A-\lambda^{(l)}I)^{-1}x^{(l)}$ , $\lambda^{(l)}=(x^{(l)},Ax^{(l)})$ (15)

と表される. (15) を通常はレイリー商反復と呼ぶ. 本論では (15) を球面型レイリー商反
復と呼ぶことにする. また, (15) は 3次非線形方程式 $F=Ax-x(x,Ax)=0$ にニュート
ン法を適用したものと等価であることに注意する. さらには古くは Ostrowski により局
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所 2次収束することが示されている. 本論では平面型レイリー商反復を中心に議論する.
計算手順を Algorithml に示す.

Algorithm 1. Rayleigh quotient iteration of plane type.
$[\lambda,x, E]=$ function PRQI$(A, z)$

$l_{\max}=50;\epsilon_{itr}=10^{-14}$

$w:=A^{H}z;x:=z;C:=(z,x);\lambda:=(w,x)/C;F:=Ax-\lambda x;E:=||F||_{\infty}$

$l:=0$

do while $l\leq l_{\max}$ and $E\geq\epsilon_{itr}$

if rank$(A-\lambda I)<n$ then break
$y:=(A-,u)^{-1}x;x:=y/|1\nu||$

$C:=(z,x);\lambda:=(w,x)/C;F:=Ax-\lambda x;E:=||F||_{\infty}$

$l:=l+1$
end

4 2次非線形方程式系に基づく固有値分解
4.1 ニュートン法の収束領域

ニュートン法は局所的には 2次収束することが理論的に明解であるが, 大域的な収束
性については難しい課題である. 一般に, 初期値と収束値との関係を図示するとフラク
タル状になることが知られている [3,41. レイリー商反復もニュートン法と等価であるか
ら同様の議論が成り立つ. これを具体例で確認する. 固有値が $\lambda=1,2,3$ の対称行列

$A=(0.303418747$ $0.48360.303412684$ $-017720.\cdot 483628570$ (16)

を考える. 初期値を平面 $(z,x)=C$ 上で $x^{(0)}=z+xp_{1}+yp_{2},$ $-10\leq x\leq 10,$ $-10\leq y\leq 10$

と様々に変化させる. ただし, $\{z,p_{1},p_{2}\}$ は適当な正規直交基底とする. 初期値それぞれ
に対してレイリー商反復の平面型 (14), 球面型 (15) を用いて固有対 $\lambda,$ $x$ を求め, $\lambda=1$ に
収束するとき白色, $\lambda=2$ に収束するとき明灰色, $\lambda=3$ に収束するとき暗灰色をプロッ
トする. $z=e_{3}$ としたときの結果を図 l(a), (b) に示す. また, 同様に固有値が $\lambda=1,2,3$

の非対称行列

$A=(0.9953$ $-5.8379-1.6492-1.41934.61720.41851^{\cdot}2532$ (17)

も考える. 初期値を $x^{(0)}=z+xp_{1}+yp_{2},$ $-5\leq x\leq 5,$ $-5\leq y\leq 5$ として, 同様にプロット
した結果を図 l(c), (d) に示す. (b) を除いて (a), (c), $(d\rangle$では領域の境界では複数の色が混
ざり合いフラクタル状になることが分かる. この境界付近に初期値をとるとき, 少し初
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期値をずらしただけで異なる解に収束する. 初期値を適切に推定しすべての固有対を求
めることは事実上不可能である. そこで別の議論を考える. 例えば固有値 $\lambda_{3}$ の固有ベク
トル $X_{3}$ を既知とする. このとき平面の法線ベクトル $z$ を $z\perp x_{3}$ をみたすように選ぶ. こ

のとき収束領域は図 1(e) となる. 暗灰色の領域は存在せず $\lambda_{3}$ に収束は一切していない.
平面 $(z, x)=C$ と直線 $x_{3}$ とは交点をもたないので, 平面上に $x_{3}$ は存在しない. そのた
め, ニュートン法が $x_{3}$ に収束することはない. 同様に, $\lambda_{2}$ の固有ベクトル $x_{2}$ を既知と

する. 法線ベクトルを $z\perp x_{2}$ と選んで図示すると図 1(f) となる. 明灰色の領域は存在せ
ず, $\lambda_{2}$ には一切収束していない. さらには, $\lambda_{2},$ $\lambda_{3}$ を既知とする. このとき $z\perp\langle x_{2},x_{3}\rangle_{R}$

と選ぶ. 結果は図 1(g) となる. 明灰色, 暗灰色の領域は存在せず, $\lambda_{2},$ $\lambda_{3}$ には収束せず,

すべての初期値で $\lambda_{1}$ に収束する.

4.2 逐次解法

この事実をもとにすべての固有対を求めるアルゴリズムを構成すると, 次の Algorithm
2となる.

Algorithm 2. Successive Rayleigh quotient iteration of plane type.
$[X, D]=$ function SPRQI$(A)$

Randomly choose $z$ .
for $k=1,2,$ $\cdots$ , $n$

$[x_{k}, \lambda_{k}, E_{k}]=$ PRQI$(A, z)$

Randomly choose $z\in W_{k}^{\perp},$ $W_{k}=\langle x_{1},$ $\cdots$ , $x_{k}\rangle_{C}$ .
end
$X=(x_{1}\cdots x_{n});D=$ diag$(\lambda_{1}, \cdots, \lambda_{n})$

Algorithm2では直交補空間 $W_{k}^{\perp}$ から $z$ を選ぶ必要がある. これは具体的には $\{X\iota, \cdots,x_{k}\}$

から正規直交基底 $\{q_{1}, \cdots, q_{k}\}$ を生成し, ランダムに選んだ $z$ から $q_{1},$ $\cdots,$ $q_{k}$ の成分を除
けばよい. 直交化には修正グラムシュミット法を用いる. この際に, $x_{k}$ は精度が良い順
に並んでいる方が精度悪化が少なくてすむ. 残差ノルムを指標として $x_{k}$ のソーティング
を行う. また, 固有ベクトルどうしが平行に近いとき実際には数値誤差が含まれるため
同じベクトルに収束するときがまれにある. これを除外するために固有ベクトルどうし
の角度のチェックを行う. 同じベクトルに収束したときは失敗とみなし, 再度別の法線
ベクトルで再計算する. 計算回数を試行 $t$ と呼ぶことにする.

Algorithm 3. Successive Rayleigh quotient iteration of plane type.
$[X, D]=$ function SPRQI$(A)$

$\theta_{same}=0.1^{o};\epsilon=10^{-12};t_{\max}=100n$

Randomly choose $z;k$ $:=0$ ;

for $t=0,1,2,$ $\cdots,$ $t_{\max}$

$[x, \lambda, E]=$ PRQI$(A, z)$
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$[ \theta, j]=\min_{1\leq j\leq k}\frac{180}{\pi}\cos^{-1}\frac{|(x_{j},x)|}{||x_{j}||||x||}$

if $\theta\geq\theta_{same}$

$k:=k+1;x_{k}:=x;\lambda_{k}:=\lambda;E_{k}:=E$

else if $\theta<\theta_{same}$ and $E_{j}>E$

$x_{j}:=x;\lambda_{j}:=\lambda;E_{j}:=E$

end
$k’=\#\{i|E_{i}<\epsilon\}$

if $k’\geq n$ break
Sort $\{x_{1}, \cdots , x_{k}\}$ to ( $q_{1},$ $\cdots$ , $q_{k}\}$ by $(E_{1},$ $\cdots$ , $E_{k}\}$ in ascending order.
Orthonormalize $\{q_{1}, \cdots , q_{k},\}$ by Gram-Schmidt.
Randomly choose $z\in W_{k}^{\perp},$ $W_{k}=\langle q_{1},$ $\cdots$ , $q_{k},\rangle_{\mathbb{C}}$ .

end
$X=(x_{1}\cdots x_{n});D=$ diag$(\lambda_{1}, \cdots , \lambda_{n})$

5 数値実験
本節では Algorithm3の数値実験結果を示す. 実験環境としては Linux2.4.31, GNU C

Compiler3.3.5, CLAPACK3.0 (dgesv, zgesv, BLAS) を用いる. 精度の指標として残差ノ
ルムの最大値

$E_{\max}= \max_{k}||Ax_{k}-\lambda_{k}x_{k}||_{\infty}$ (18)

を用いる. まず, テスト行列として $m$ 個の糊付け 21 $x21$ 型 Wilki-nson 行列 [5]

$W=[^{10}1911$

$1$

. $0$

.
$1^{\cdot}$

$101$

’
$W_{m}=[\delta W$

$W\delta\delta$

$\delta$

.
$W\delta$

.
$W\delta$

’
$\delta=10^{-4}$ (19)

を用いる. (19) は固有値が近接する対称行列である. 結果を図 $2(a)-(d)$ に示す. 図 2(a) よ
り Em。は $O(10^{-14})$ 程度であり十分の精度が得られている. 図 2(b) より試行回数は $t=n$

であり固有対の計算は一度も失敗していない. 図 2(c) よりニュートン反復の平均回数は
サイズが上がるにつれて増大している.
次に Hilbert 行列

$H=[1/31/n1$

$1/41/31/2$ $1/51/41/3$

$..\cdot.\cdot$

$1/(\dot{2}n)1/n$ (20)
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を用いる. (20) は条件数が大きい対称行列である. 結果を図 $2(e)-(h)$ に示す. 図 2(e) よ
り Em。は $O(10^{-14})$ 程度であり十分の精度が得られている. 図 2(t) より試行回数は $t=n$

であり固有対の計算は一度も失敗していない. 図 2(g) よりニュートン反復の平均回数は
サイズが上がるにつれて減少している.
最後に Toeplitz 行列

$T=[\gamma 02\gamma 021$

$1$

.
$\gamma 0$

$02121$

’
$\gamma=1.1$ ,1.5,2.0 (21)

を用いる. これはサイズが大きくなるにつれて固有ベクトルどうしが平行に近づく非対
称行列である. 結果を図 $3(a)-(f\gamma$ に示す. 図 3(a), (e) より固有ベクトルどうしの角度の
最小値が $2^{o}$ までは $E_{\max}$ は $O(10^{-14})$ 程度であり十分の精度が得られている. $2^{o}$ 未満にな
ると精度悪化がみられる. 図 3(t) より角度が $2^{o}$ までは試行回数は $t=n$ であるが, $2^{o}$ 未
満になると固有対の計算の失敗が増大する.
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(a) 対称行列 (16), 平面型 (14)

(C) 非対称行列 (17), 平面型 (14) (d) 非対称行列 (17), 球面型 (15)

$\mapsto-*K^{k}$

$\overline{\circ\backslash y}$ .
$\Lambda\hat{\ovalbox{\tt\small REJECT}}_{\}}\mathscr{E}-\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\infty}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathscr{Z}^{\#_{\overline{r}^{\mu}}}$ .

$–$$l-$
(e) 非対称行列 (17), (f) 非対称行列 (17), (g) 非対称行列 (17),
平面型 (14), $z\perp x_{3}$ 平面型 (14), $z\perp x_{2}$ 平面型 (14), $z\perp\langle x_{2},x_{3}\rangle_{R}$

図 1: ニュートン法の収束領域.
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(c) glued-Wilkinson (19): Newton steps

(g) Hilbert (20): Newton steps (h) Hilbert (20): Time

図 2: 実験結果その 1
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(b) Toeplitz (21): Minimum angle

(c) Toeplitz (21): Newton steps

(e) Toeplitz (21): Error (f) Toeplitz (21): Trials

図 3: 実験結果その 2
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