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$X$ をノルム空間, $Sx=\{x\in X:\Vert x\Vert=1\}$ とする.

Dunkl-Williams inequality [2]: For any nonzero $x,$ $y\in X$

$\frac{x}{\Vert x\Vert}-\frac{y}{\Vert y\Vert}$
$\leq\frac{4\Vert x-y\Vert}{||x||+||y\Vert}$ . (1)

$X$ の幾何学的性質は単位球面 $S_{X}$ の形状で決定されることを念頭において, $u=$

$\frac{x}{\Vert x\Vert},$ $v=-\sim L,$ $t= \frac{||x||}{||x||+||y\Vert}$ とおくと, この不等式は次のように書き変えられる :

$u,$ $v\in S_{X},$ $0<t<1$ に対し

$\Vert u+v\Vert\leq 4\Vert tu+(1-t)v\Vert$ (2)

この不等式は Dunkl-Williams 不等式と同値である. $X$ が内積空間のときは,

$u,$ $v\in Sx,$ $0<t<1$ に対し

$\Vert tu+(1-t)v\Vert=\Vert(1-t)u+tv\Vert$

が成り立つことから
$\Vert u+v\Vert\leq 2\Vert tu+(1-t)v\Vert$

が成立する. そこで, $0\leq t\leq 1$ を固定し, 任意の $u,$ $v\in S_{X}$ に対して

$\Vert u+v\Vert\leq D\Vert tu+(1-t)v\Vert$ (3)

が成立するような定数 $D$ と $X$ の幾何学的性質との関係を考察する. この不等式を

Dunkl-Williams型不等式と呼ぼう. また, 最良定数 $D$ を $DW(X, t)$ で表し, そ
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れを Dunkl-Williams型定数と言うことにする. 上記の考察から, 任意のノルム
空間 $X$ と任意の $0\leq t\leq 1$ に対し

$2\leq DW(X, t)\leq 4$

であることが分かる. 明らかに, $DW(X, 0)=DW(X, 1/2)=DW(X, 1)=2$ ,
$DW(X, t)=DW(X, 1-t)$ である.

Remark 1. 最近, Melado-Fuster-Navarro [4] は Dunkl-Williams定数 $DW(X)$

を導入して $X$ の幾何学的性質を考察した. 任意のノルム空間 $X$ に対して

$2\leq DW(X)\leq 4$

であり, $DW(X)=2$ は内積空間を特徴づける (cf. [3], [6], see also $[1|)$ . また,

$DW(X)<4$ により uniform non-square な空間が特徴づけられること (cf. $[4|)$ 等
が知られている.

$DW(X)= \sup\{DW(X, t):0\leq t\leq 1\}$ (4)

であることは容易に分かる.

Theorem 1. For $\alpha\geq 0,$ $\beta\geq 0$ with $\alpha+\beta=1_{f}$ let $\lambda=\max(\alpha, \beta)$ . Then for
any normed space $X$ and for any $u,$ $v\in S_{X}$

$\Vert u+v\Vert\leq\frac{1}{\lambda}\Vert\alpha u+\beta v\Vert+2-\frac{1}{\lambda}$ . (5)

Proof. $\alpha\leq\beta$ とすると $\lambda=\beta$ . このとき, $u+v= \frac{1}{\beta}(\alpha u+\beta v+\beta u-\alpha u)$ より

結論を得る.

Remark 2. Theorem 1より次の Maligranda不等式 [7] が得られる.

$\frac{x}{\Vert x\Vert}-\frac{y}{\Vert y\Vert}$
$\leq\frac{\Vert x-y||+|||x||-\Vert y\Vert|}{\max(\Vert x||,||y\Vert)}$ . (6)

実際, $u=x/\Vert x\Vert,$ $v=-y/\Vert y\Vert,$ $\alpha=\Vert x\Vert/(\Vert x\Vert+\Vert y\Vert),$ $\beta=\Vert y\Vert/(\Vert x\Vert+\Vert y\Vert)$ と

おけばよい. なお, $\lambda=\min(\alpha,$ $\beta)>0$ のとき, Theoreml の逆不等式が得られる.

Corollary 1. For $\alpha\geq 0,$ $\beta\geq 0$ with $\alpha+\beta=1$ , let $\lambda=\max(\alpha, \beta)$ . Then for
any normed space $X$ and for any $u,$ $v\in S_{X}$

$||u+v \Vert\leq\frac{2}{\lambda}\Vert\alpha u+\beta v\Vert$ . (7)

Remark 3. 上記の不等式において等号が成立する条件を考える. $\lambda=1/2$ の

ときは, 等号成立条件は $u+v=0$ である. $X$ が strictly convex のとき, $\lambda\neq 1/2$
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で等号が成立するのは, $\lambda=1,$ $u=v$ の場合のみである. 従って, $\lambda\neq 1/2,$ $\lambda\neq 1$

のとき等号が成立するような $u,$ $v\in S_{X}$ が存在するならば, $X$ は striclly convex で
はない.

Corollary 2. For any normed space $X$ and for any $0\leq t\leq 1$

$2 \leq DW(X, t)\leq\frac{2}{\max(t,1-t)}$ . (8)

ノルム空間 $Y$ が finitely representable inX であるとは, $Y$ の任意の有限次元部
分空間 $F$ と任意の $\lambda>1$ に対して, $X$ の有限次元部分空間 $E$ で, $\dim E=\dim F$ か

つ $d(E, F)<\lambda$ を満たすものが存在することである. ここで $d(E, F)$ は $E$ と $F$ の

Banach-Mazur distance である: $d(F, E):= \inf\{\Vert T\Vert\Vert T^{-1}\Vert$ : $T$ is an isomorphism
of $F$ onto $E$}.

Theorem 2. Let $Y$ be finitely representable in X. Then $DW(Y, t)\leq DW(X, t)$

for all $0\leq t\leq 1$ and hence $DW(Y)\leq DW(X)$ .

Example. Let $Y=$ $(R^{2}, \Vert \Vert_{\infty})$ . Then, for each $0\leq t\leq 1$ there exists
$u,$ $v\in S_{Y}$ such that

$\Vert u+v\Vert=\frac{2}{\lambda}$ I $tu+(1-t)v\Vert$ ,

where $\lambda=\max(t, 1-t)$ . Hence we have

$DW(Y, t)=2/ \max(t, 1-t)$

for any $0\leq t\leq 1,$ $t\neq 1/2$ . If $Y$ is finitely representable in $X$ , then

$DW(X, t)=2/ \max(t, 1-t)$ .

Of course,
$DW(X, 1/2)=DW(Y, 1/2)=2$ .

$J(X)$ を $X$ の James定数とする. すなわち

$J(X)= \sup\{\min(\Vert u-v\Vert, \Vert u+v\Vert) : u, v\in S_{X}\}$ .

$J(X)<2$ のとき $X$ は uniformly non-square であるという. $[$4$]$ で

$DW(X)\leq 2+J(X)$ .
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が示された. これより $X$ が uniformly non-square であれば

$DW(X, t)\leq DW(X)<4$ for all $0\leq t\leq 1$

となる.

Corollary 3. Let $X$ be not $unifom\iota ly$ non-square. Then

$DW(X, t)=2/ \max(t, 1-t)$ (9)

for all $0\leq t\leq 1,$ $t\neq 1/2$ .

Theorem 3. $X$ is uniformly non-square if and only if there exists $0<t<$
$1(t\neq 1/2)$ such that

$DW(X, t)<2/ \max(t, 1-t)$ . (10)
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