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1. 序文
1935年に Jordan-von Neumann はノルム空間 $X$ が中線定理を満たすとき $X$ にお

けるノルムは内積から定義されること, すなわちそのようなノルム空間は内積空間
になることを示した.
具体的な例として, $(\Omega\sim, \mu)$ を測度空間としたとき, $L^{2}(=L^{2}(\Omega\sim, \mu))$ では中線

定理が成立するが, $p\neq 2$ のとき, $L^{p}(=L^{p}(\Omega, \mathfrak{F}, \mu))$ では中線定理は成立しないこ
とは周知のことである. そこで Clarkson[1] は 1936年に中線定理の一般化として
$L^{p}(1<p<\infty)$ におけるノルム不等式, いわゆる Clarkson の不等式

$1<p \leq 2,\frac{1}{p}+\frac{1}{p’}=1$

$\Rightarrow\forall f,$ $g\in L^{p}$ , $(||f+g||^{p’}+||f-g||^{p’})p\urcorner 1\leq 2^{\overline{p}^{7}}(||f||^{p}+||g||^{p})^{\frac{1}{p}}1$

を証明し, それらの不等式を用いて $L^{p}$ $(1 <p<\infty)$ が一様凸である事, すなわち
$0<\epsilon\leq 2$ なる任意の $\epsilon$ に対してある正数 $\delta$ で,

$||x||=||y||=1,$ $||x-y||>\epsilon\Rightarrow$ $\frac{x+y}{2}$ $<1-\delta$

を満たすものが存在する事を示し, Banach空間の幾何学的性質の研究が行われる
きっかけとなった.

Clarkson不等式を証明することの本質は、以下の不等式を示すことである.

$1<p\leq 2,$ $\forall z,w\in \mathbb{C}$ $(|z+w|^{p’}+|z-w|^{p’})^{v^{1}}p\leq 2^{p}\neg(|z|^{p}+|w|^{p})^{\frac{1}{p}}1$ .

この不等式は $p$ とその共役指数 $p’$ に関するものであるが, それを任意の $p,q$ に関する
ものとして一般化したものが以下の不等式である.

$0<p,$ $q\leq\infty,$ $\forall a,$ $b\in \mathbb{C}$ $(|a+b|^{q}+|a-b|^{q})^{\frac{1}{q}}\leq C(|a|^{p}+|b|^{p})^{\frac{1}{p}}$ (1)
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不等式 (1) において、不等式を満たす定数 $C\in \mathbb{R}$ の内最小のものを, 一般化された
Clarkson不等式の最良定数と呼ぶ. この最良定数は実数上においても同様に, 次の不
等式

$0<p,$ $q\leq\infty$ , $\forall a,$ $b\in \mathbb{R}$ $(|a+b|^{q}+|a-b|^{q})^{\frac{1}{q}}\leq C(|a|^{p}+|b|^{p})^{\frac{1}{p}}$ (2)

を満たす最小の定数 $C\in \mathbb{R}$ として定義される.
この複素数上実数上 2つの場合における最良定数の違いに関して, 2007年 LMalingranda-
N.Sabourova [5] が興味深い論文を発表した.
本報告ではその論文の内容を紹介し, その一部について別証明を与えることを目的と
する.

2. Clarkson不等式の簡潔な証明
Clarkson不等式

$1<p\leq 2,$ $\forall z,$ $w\in \mathbb{C}$ $(|z+w|^{p’}+|z-w|^{p’})^{\frac{1}{p}r}\leq 2^{p}\neg(|z|^{p}+|w|^{p})^{\frac{1}{p}}1$ .

この不等式の証明法はいくつも発見されている. 斉藤元樹, 松本尚浩 [6] が整理して
いるのでそちらも参照いただきたい. まず Clarkson[1] は二項展開を用いてこれを証
明した. 又、栗山-宮城-岡田-三好の証明 [2] は微分の計算を繰り返す初等的手法によ
るものであり, Riesz-Thorin の補間定理を用いた証明方法も存在する. [5] にあるよ
うに, Friederichs の証明 [3] が最も簡潔であると思われる.
Friederichs の証明

$1<p\leq 2,0\leq t\leq 1$ $(1+t)^{p’}+(1-t)^{p’}\leq 2(1+t^{p})^{p’-1}$

を示す. $0\leq x\leq 1$ をとり

$0\leq\alpha\leq 1$ , $f(\alpha)=(1+\alpha^{1-p’}x)(1+\alpha x)^{p’-1}+(1-\alpha^{1-p’}x)(1-\alpha x)^{p’-1}$

とすると
$f(1)=(1+x)^{p’}+(1-x)^{p’}$ , $f(x^{p-1})=2(1+x^{p})^{p’-1}$

$f’(\alpha)=(p’-1)x(1-\alpha^{-p’})g(\alpha)$ .
ただし, $g(\alpha)=(1+\alpha x)^{p’-2}-(1-\alpha x)^{p’-2}$ とする.

$p’>2$ に対し, $g(\alpha)\geq 0,1-\alpha^{-p’}\leq 0$ なので $f’(\alpha)\leq 0$ となり $f(\alpha)$ は $\alpha$ に関し減
少する. 従って $x^{p-1}\leq 1$ より

$f(1)\leq f(x^{p-1})$
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すなわち, $(1+x)^{p’}+(1-x)^{p’}\leq 2(1+x^{p})^{p’-1}$ .

この不等式

$1<p\leq 2,0\leq t\leq 1$ $(1+t)^{p’}+(1-t)^{p’}\leq 2(1+t^{p})^{p’-1}$

において

$t= \frac{|z|}{|w|}$ $(|z|\geq|w|)$

とすることで

$t= \frac{|w|}{|z|}$ $(|z|\leq|w|)$

$1<p\leq 2,$ $\forall z,$ $w\in \mathbb{C}$ $(|z+w|^{p’}+|z-w|^{p’})^{\neg}p1\leq 2^{\neg}p(|z|^{p}+|w|^{p})^{\frac{1}{p}}1$

が証明される. $\blacksquare$

3. 複素数上の最良定数
まずは複素数上での最良定数を求める. すなわち,複素数上の一般化された Clarkson

不等式

$0<p,$ $q\leq\infty$ , $\forall a,$ $b\in \mathbb{C}$ $(|a+b|^{q}+|a-b|^{q})^{\frac{1}{q}}\leq C(|a|^{p}+|b|^{p})^{\frac{1}{p}}$

を満たす最良定数 $C=C_{p,q}(\mathbb{C})$ を求める.

$T(a, b)=(a+b, a-b)$ とおくと, 有界線形作用素 $T;l_{2}^{p}(\mathbb{C})arrow l_{2}^{q}(\mathbb{C})$ に対し

$\Vert T\Vert_{pq})=\sup_{(a,b)\neq(0,0)}\frac{(|a+b|^{q}+|a-b|^{q})^{\frac{1}{q}}}{(|a|^{p}+|b|^{p})^{\frac{1}{p}}}$

$C=C_{p,q}(\mathbb{C})=\Vert T\Vert_{p,q}$

なので $\Vert T\Vert_{p,q}$ を求めることと同値である.

$A_{p}=(|a|^{p}+|b|^{p})^{\frac{1}{p}},$ $B_{p}=(|a+b|^{p}+|a-b|^{p})$ う

と置いたとき,不等式 (1) は

$(|a+b|^{q}+|a-b|^{q})^{\frac{1}{q}}=B_{q}\leq CA_{p}=C(|a|^{p}+|b|^{p})^{\frac{1}{p}}$

と表現される. まず $A_{p},$ $B_{p}$ に関し以下の補題が成立する.

補題 $3^{=}.1A_{p;}B_{p}$ は $p\in(0, \infty)$ について減少する。
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証明 $A_{p}$ について

$0<p<q<\infty$ ならば $(|a|^{p}+|b|^{p})^{\frac{1}{P}}=A_{p}\geq A_{q}=(|a|^{q}+|b|^{q})^{\frac{1}{q}}$

を示す. $A_{p}=1$ とすると $A_{p}=(a^{p}+b^{\rho})^{\frac{1}{\rho}}=1$ より $0\leq a,$ $b\leq 1$ である. $p<q$ より
$a^{q}\leq a^{p},$ $b^{q}\leq b^{\rho}$ . 従って

$a^{q}+b^{q}\leq a^{p}+b^{\rho}=1$

であるから $(a^{q}+b^{q})^{\frac{1}{q}}\leq 1=(a^{p}+b^{\rho})$ う.

$A_{p}\neq 1$ ならば, $a’= \frac{a}{A_{p}}$ , $b’= \frac{b}{\mathcal{A}_{p}}$ とすればよい.

$B_{p}$についても同様に示される。 $\blacksquare$

また $l^{p_{-}}$ノルムと $l^{q_{-}}$ノルムは同値であるから,

命題 3.2 $1<p<q<\infty$ ならば f

$( \sum_{i=1}^{n}a_{i}^{q})^{\frac{1}{q}}\leq(\sum_{i=1}^{n}a_{i}^{p})^{\frac{1}{p}}\leq 2^{\frac{1}{p}-\frac{1}{q}}(\sum_{i=1}^{n}a_{i}^{q})^{\frac{1}{q}}$ .

これより,次の補題が成立する.

補題 3.3 $1<p<q<\infty$
$A_{q}\leq A_{p}\leq 2^{\frac{1}{p}-\frac{1}{q}}A_{q}$ .

補題 3.1,33より複素数上の最良定数 $C_{p,q}(\mathbb{C})$ が次のように計算される.

定理 34

$B_{q}=(|a+b|^{q}+|a-b|^{q})^{\frac{1}{q}}\leq CA_{p}=C(|a|^{p}+|b|^{p})^{\frac{1}{p}}$ $(a, b\in \mathbb{C})$

の最良定数は
I. $0<q\leq 2\leq P$ ならば $C=C_{p,q}(\mathbb{C})=2^{\frac{1}{q}-\frac{1}{\rho}+\frac{1}{2}}$

$\Pi$ . $q\geq 2,$ $P\geq q’$ ならば $C=C_{p,q}(\mathbb{C})=2^{1-\frac{1}{\rho}}$

$m$ . $p,$ $q\leq 2$ or $q\geq 2$ ならば $C=C_{p,q}(\mathbb{C})=2^{\frac{1}{q}}$

証明 Classical Clarkson’s inequality より

$1<p \leq 2,\frac{1}{p}+\frac{1}{p’}=1$ ならば $\Vert T\Vert_{p,p’}\leq 2^{p}\urcorner 1$ (3)

$P$ と $q$ の値によって場合分けし、 (3) 式と補題を組み合わせて考える.
I. $0<q\leq 2\leq P$ のとき,

$(|a+b|^{q}+|a-b|^{q})^{\frac{1}{q}}=B_{q}\leq 2^{\frac{1}{q}-\frac{1}{2}}B_{2}=2^{\frac{1}{q}}A_{2}\leq 2^{\frac{1}{q}-\frac{1}{p}+\frac{1}{2}}A_{p}=2^{\frac{1}{q}-\frac{1}{p}+\frac{1}{2}}(|a|^{p}+|b|^{p})^{\frac{1}{p}}$
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$(a, b)=(1, i)$ とすると

$B_{q}=(|1+i|^{q}+|1-i|^{q})^{\frac{1}{q}}=(2\sqrt{2}^{q})^{\frac{1}{q}}=2^{\frac{1}{q}+\frac{1}{2}}$

$A_{p}=(|1|^{p}+|i|^{p})^{\frac{1}{p}}=2^{\frac{1}{p}}$ なので

$2^{\frac{1}{q}-\frac{1}{p}+\frac{1}{2}}A_{p}=2^{\frac{1}{q}-\frac{1}{p}+\frac{1}{2}}2^{\frac{1}{p}}=2^{\frac{1}{q}+\frac{1}{2}}=B_{q}$

となり等号が成立する.
垣. $q\geq 2,$ $p\geq q’$ のとき,

$(|a+b|^{q}+|a-b|^{q})^{\frac{1}{q}}=B_{q}\leq 2^{\frac{1}{q}}A_{q}/\leq 2^{\frac{1}{q}+_{\overline{q}^{7}}-\frac{1}{P}}A_{p}1$

$=2^{\frac{1}{q}+_{q}-\frac{1}{p}}\nabla(|a|^{p}+1|b|^{p})^{\frac{1}{p}}=2^{1-\frac{1}{p}}(|a|^{p}+|b|^{p})^{\frac{1}{P}}$

等号成立は $(a, b)=(1,1)$ .
ma. $p,$ $q\leq 2$ のとき,

$(|a+b|^{q}+|a-b|^{q})^{\frac{1}{\mathfrak{g}}}=B_{q}\leq 2^{\frac{1}{q}-\frac{1}{2}}B_{2}=2^{\frac{1}{q}}A_{2}\leq 2^{\frac{1}{q}}A_{p}=2^{\frac{1}{q}}(|a|^{p}+|b|^{p})$ ヲ

mb. $q\geq 2,$ $q’\geq P$ のとき,

$(|a+b|^{q}+|a-b|^{q})^{\frac{1}{q}}=B_{q}\leq 2^{\frac{1}{q}}A_{q’}\leq 2^{\frac{1}{q}}A_{p}=2^{\frac{1}{q}}(|a|^{p}+|b|^{p})^{\frac{1}{p}}$

ma,mb ともに等号成立は $(a, b)=(1,0)$ . $\blacksquare$

4. 実数上の最良定数
次に実数上での最良定数 $C_{p,q}(\mathbb{R})$ を求め、 $C_{p,q}(\mathbb{C})$ と比較する. 実数上の一般 Clark-

son不等式

$0<p,$ $q\leq\infty$ , $\forall a,$ $b\in \mathbb{R}$ $(|a+b|^{q}+|a-b|^{q})^{\frac{1}{q}}\leq C(|a|^{p}+|b|^{p})^{\frac{1}{p}}$

を満たす最良定数 $C=C_{p,q}(\mathbb{R})$ を求める.

$T(a, b)=(a+b, a-b)$ とおくと有界線形作用素 $T;l_{2}^{p}(\mathbb{R})arrow l_{2}^{q}(\mathbb{R})$ のノルム $\Vert T\Vert_{p,q}$ が

最良定数 $C=C_{p_{7}q}(\mathbb{R})$ になる.

定理 4.1
$(|a+b|^{q}+|a-b|^{q})^{\frac{1}{q}}\leq C(|a|^{p}+|b|^{p})^{\frac{1}{p}}$ $(a, b\in \mathbb{R})$

の最良定数は
Ia. $0<q\leq 1,2<p<\infty$ ならば $C_{p,q}(\mathbb{R})=B_{p,q}=2^{\frac{1}{q}}$ .
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Ib. $1<q<2<p<\infty$ ならば $C_{p,q}(\mathbb{R})=B_{p,q}$ .

ただし $B_{p,q}= \sup_{x\in[0,1]}\frac{((1+x)^{q}+(1-x)^{q})^{\frac{1}{q}}}{(1+x^{p})^{\frac{1}{p}}}$ とおく.

更に $\max(2^{1-\frac{1}{P}}$ , $2^{\frac{1}{q}})<B_{p,q}<2^{\frac{1}{q}-\frac{1}{p}+\frac{1}{2}}$ が成立する.
I. $q\geq 2,$ $p\geq q’$ ならば $C=C_{p,q}(\mathbb{R})=2^{1-\frac{1}{p}}$ .
$m$ . $p,$ $q\leq 2$ or $q\geq 2$ ならば $C=C_{p,q}(\mathbb{R})=2^{\frac{1}{q}}$ .

証明 II, $m$ は複素数の場合と同様に示される.
I. $0<q<2<p<\infty$ について示していく.

$C_{p,q}( \mathbb{R})=\sup_{a,b\in R,|a|^{p}+|b|^{p}\neq 0}\frac{(|a+b|^{q}+|a-b|^{q})^{\frac{1}{q}}}{(|a|^{p}+|b|^{p})^{\frac{1}{p}}}=\sup_{x\in[0,1]}\frac{((1+x)^{q}+(1-x)^{q})^{\frac{1}{q}}}{(1+x^{p})^{\frac{1}{p}}}$

なので $F(x)= \frac{((1+x)^{q}+(1-x)^{q})^{\frac{1}{q}}}{(1+x^{p})^{\frac{1}{p}}}$ $x\in[0,1]$ をとる.

Ia. $0<q\leq 1$ の場合,
$x\in[0,1]$ において

$F’(x)= \frac{((1+x)^{q}+(1-x)^{q})^{\frac{1}{q}-1}}{(1+x^{p})^{1+\frac{1}{p}}}$

$\cross([(1+x)^{q-1}-(1-x)^{q-1}](1+x^{P})-x^{p-1}[(1+x)^{q}+(1-x)^{q}])<0$

なので, $F$ は $[0,1]$ 上減少し, 従って

$C_{p,q}(\mathbb{R})=B_{p,q}=F(0)=2^{\frac{1}{q}}$ .

Ib. $1<q<2<p<\infty$ の場合,
Classical Clarkson’sinequality の証明方法 [2] と同様の方法で示すことができる. 実
際に微分の計算を繰り返し,

$F’(x)= \frac{((1+x)^{q}+(1-x)^{q})^{\frac{1}{q}}}{(1+x^{p})^{\frac{1}{p}}}[(1+x)^{q-1}(1-x^{p-1})-(1-x)^{q-1}(1+x^{p-1})]$

の $[0,1]$ 上での変化を見ていくと、 $x_{0}$ が存在し
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となることが確認できる. したがって $B_{p,q}=F(x_{0})$ となる $x_{0}\in(0,1)$ が存在すると
言える.

更に $F(0)=2^{\frac{1}{g}}$ , $F(1)=2^{1-\frac{1}{p}}$ であるから $\max(2^{\frac{1}{q}},2^{1-\frac{1}{p}})<F(x_{0})=B_{p,q}$ .

また補題 33より

$((1+x)^{q}+(1-x)^{q})^{\frac{1}{q}}<2^{\frac{1}{q}-1}\tilde{2}((1+x)^{2}+(1-x)^{2})^{\frac{1}{2}}$

$=2^{\frac{1}{q}}(1+x^{2})^{\frac{1}{2}}$

$<2^{\frac{1}{q}-\frac{1}{p}+\frac{1}{2}}(1+x^{p})^{\frac{1}{p}}$

であるから, $B_{p,q}<2^{\frac{1}{q}-\frac{1}{p}+\frac{1}{2}}$ . $\blacksquare$

定理 34と定理 4.1により,0 $<q<2<p<\infty$ の場合に,

$C_{p,q}(\mathbb{C})=2^{\frac{1}{q}-\frac{1}{p}+\frac{1}{2}}$

$C_{p,q}(\mathbb{R})=2^{\frac{1}{q}}(0<q\leq 1)$

$C_{p,q}( \mathbb{R})=B_{p,q}=\sup_{x\in[0,1]}\frac{((1+x)^{q}+(1-x)^{q})^{\frac{1}{q}}}{(1+x^{p})^{\frac{1}{p}}}(q>1)$

となり, 差異が生じていることがわかる.
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