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1. INTRODUCTION
本稿の目的は, 2次の正則ジーゲルカスプ形式の空間上のヘッヶ作用

素の跡に関する、 ある公式について解説することである. 公式は長い
ので, ページの制約からすべてを書くことはできないため要約しだ形
で紹介する. この公式は, 跡の具体的な数値が計算可能な明示的公式
を得るための一つのステップとなっている. 我々の公式はセルバーグ
跡公式による 2次の正則ジーゲルカスプ形式の空間の次元公式の研究
[6, 7, 19, 1, 9, 10, 25] が元になっており, 作用が自明な場合の跡の値は
空間の次元となるので, 次元公式の一般化になっている. 我々は, それ
らの次元公式によって具体的な次元の数値を得ることができる. 一変数
の場合の明示的跡公式については, Eichler, Hijikata たちによって与え
られた. その明示的跡公式に至る過程において, Eichler は各共役類ごと
の寄与を明示的に計算した跡公式を与えた. 我々の公式はその Eichler
の公式の類似であると言える. そこから明示的跡公式を得るためには
各共役類の寄与を足し上げることが可能になるように, 共役類をパラ
メータ化する必要がある.
また本稿では, 我々の公式の応用として, 大きな離散系列表現の重複

度公式についても解説する. 我々の次元公式と楕円共役類のデータと
Arthur の閉公式 $[3|$ を用いることで, $L_{dis}^{2}(\Gamma\backslash Sp_{2}(\mathbb{R}))$ 上の大きな離散系
列表現の重複度をえることができた. さらに正則離散系列表現の重複
度との比較により, $Sp_{2}(\mathbb{Z})$ のジーゲルカスプ形式に関する, いくつかの
予想を得ることもできた. 他にも我々の公式から得られた次元公式の最
近の応用として, paramodular群に関する明示的次元公式とコンパクト
群上の保型形式の空間の次元との比較 (cf. [13, 14]), 低いウェイトのベ
クトル値ジーゲルカスプ形式およびWitt operator の全射性の研究 (cf.
[15] $)$ がある. この原稿では} 大きな離散系列表現の重複度についてのみ
扱う.

2. 準備

簡単にジーゲルカズプ形式とヘッケ作用素について復習する. まず
$GSp_{n}(\mathbb{Q})_{+}=\{g\in GL_{2n}(\mathbb{Q})|\exists\mu(g)\in \mathbb{Q}>0s.t$ . $gJ_{n}{}^{t}g=\mu(g)J_{n}\}$ ,

$Sp_{n}(\mathbb{Q})=\{g\in GL_{2n}(\mathbb{Q})|gJ_{n}{}^{t}g=J_{n}\}$

と置く. ただし $J_{n}=(-I_{n} I_{n}),$ $I_{n}$ は $n$ 次の単位行列とする. そして

$n$ 次のジーゲル上半空間を

$H_{n}=\{Z\in M_{n}(\mathbb{C})|{}^{t}Z=Z,$ ${\rm Im}(Z)>0\}$
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と定義する. ただし, $M_{n}(\mathbb{C})$ は $\mathbb{C}$ 上の $n$次正方行列全体の集合, ${\rm Im}(Z)$ は
$Z$ の虚部, $>0$ は正定値を意味する. $GSp_{n}(\mathbb{R})_{+}$ は $H_{n}$ 上に $9^{Z=(AZ+}$

$B)(CZ+D)^{-1},$ $g=(\begin{array}{ll}A BC D\end{array})\in GSp_{n}(\mathbb{R})_{+},$ $Z\in H_{n}$ と作用する. $\rho$ を

$GL_{n}(\mathbb{C})$ の $m$ 次元有理表現とする. そして $g=(\begin{array}{ll}\mathcal{A} BC D\end{array})\in GSp_{n}(\mathbb{R})_{+}$ ,

$Z\in H_{n}$ について, 保型因子を $J(g, Z)=\rho(CZ+D)^{-1}$ と定める. $\Gamma$ を
$Sp_{n}(\mathbb{Q})$ の算術的部分群とする. $\Gamma$ に関する重み $\rho$ の $n$ 次の正則ジーゲ
ルカスプ形式の空間 $S_{\rho}(\Gamma)$ が次のように定義される.

$S_{\rho}(\Gamma)=\{\begin{array}{l}f. H_{n}arrow \mathbb{C}^{m}|f is holomorphic,J(\gamma, Z)f(\gamma\cdot Z)=f(Z)(\forall\gamma\in\Gamma, \forall Z\in H_{n}), \} .\end{array}$

$\sup_{Z\in H_{n}}||\rho({\rm Im}(Z)^{1/2})f(Z)||_{\mathbb{C}^{m}}<+\infty$

$S_{\rho}(\Gamma)$ 上の線形作用素であるヘッケ作用素を定義しよう. 各元 $\alpha\in$

$GSp_{n}(\mathbb{Q})_{+}$ について, $\Gamma\alpha\Gamma=\bigcup_{t=1}^{u}\Gamma\alpha_{t},$ $(\alpha_{t}\in GSp_{n}(\mathbb{Q})_{+})$ と分解する.
この分解によって作用素 $T=[\Gamma\alpha\Gamma]$ を

$(Tf)(Z)= \mu(\alpha)^{k_{1}+k_{2}+\cdots+k_{n}-\frac{n(n+1)}{2}}\sum_{t=1}^{u}J(\alpha_{t}, Z)f(\alpha_{t}\cdot Z)$

のように, $f\in S_{\rho}(\Gamma)$ に対して定義する. ただし, $(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})(k_{1}>$

$k_{2}>\cdots>k_{n}>0)$ は有限次元表現 $\rho$ に対応する符号とする. そして,
$\tau f\in S_{\rho}(\Gamma)$ であり, $T$ は $S_{\rho}(\Gamma)$ 上の線形作用素である. 保型 $L$ 関数は
ヘッケ作用素の固有値によって定義される. そのため, $T$ の跡の値を具
体的に計算したい. $n=1$ のときは, Eichler, Hijikata らによって計算可
能な公式が与えられている. 我々の目的は, $n=2$ の場合にそのような
公式を与えることである.

3. 跡公式 $(n=1)$

このセクションでは一変数の場合を復習する. この章の結果は, 基本的
に Eichler によるものである. より詳しいことに関しては, [17, Chapter
6$]$ を参照されたい.

定理 3.1. (cf. [17, Theorem 6.4.91). $n=1_{f}\rho=\det^{k},$ $k>2$ と
する. さらに跡公式の記述を簡単にするために 7 $-1_{2}\in\Gamma,$ $k$ は偶数,

$(\begin{array}{l}010-1\end{array})\Gamma\alpha\Gamma(\begin{array}{l}100-1\end{array})=\Gamma\alpha\Gamma$ を仮定する. このとき,

$tr(T)$ $=$
$\sum_{\gamma\in\Gamma\alpha\Gamma\cap Z(GL_{2}(\mathbb{Q}))}\frac{k-1}{8\pi}vol(\Gamma\backslash H_{1})\mu(\gamma)^{\frac{k}{2}-1}$

$- \sum_{\{\gamma\}r\subset\Gamma\alpha\Gamma}\frac{\mu(\gamma)^{\frac{k}{2}-1}}{\#(\Gamma_{\gamma})}\frac{e^{-i(k-1)\theta}}{e^{-i\theta}-e^{i\theta}}-\sum_{\{\gamma\}r\subset\Gamma\alpha\Gamma}\frac{\mu(\gamma)^{\frac{k}{2}-1}}{2}\frac{\lambda^{-k+1}}{\lambda-\lambda^{-1}}$

$- \lim_{sarrow+0}\frac{s}{8}\sum_{\{\gamma\}_{\Gamma}\subset\Gamma\alpha\Gamma}|m(\gamma)|^{-\epsilon-1}\mu(\gamma)^{\frac{k}{2}-1}$
.
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上の式の記号を説明する. $\{\gamma\}_{\Gamma}$ は代表元 $\gamma$ に関する $\Gamma\sim$共役類である.
$Z(GL_{2}(\mathbb{Q}))$ は $GL_{2}(\mathbb{Q})$ の中心全体の集合である. $vol$ は $x+yi\in H_{1}$

について $y^{-2}dxdy$ と定める不変測度に対する値である. 第二項の和は,
代表元 $\gamma \text{が_{}l}\nu(\gamma)^{\frac{1}{2}}(\begin{array}{ll}\theta cos sin\theta-sin\theta \theta cos\end{array})(\sin\theta\neq 0)$ と $SL_{2}(\mathbb{R})$ -共役である

ような共役類全体を走る. 第三項の和は, 代表元 $\gamma$ が $\mu(\gamma)^{\frac{1}{2}}(\begin{array}{ll}\lambda 00 \lambda^{-1}\end{array})$

$(\lambda>1)$ と $SL_{2}(\mathbb{R})$ -共役であり, かつ $\gamma$ は $\Gamma$ の cusp を固定するような共
役類全体を走る. ただし $\gamma$ は $Z(GL_{2}(\mathbb{Q}))$ の元ではない. 第四項の和は,
代表元 $\gamma \text{が_{}r}$ ある元 $\xi\in SL_{2}(\mathbb{Q})$ について $\gamma=\mu(\gamma)^{\frac{1}{2}}\xi^{-1}(_{0}^{1}$ $h(\gamma)1)\xi$

$(h(\gamma)\neq 0)$ となるような共役類全体を走る. さらに, 固定部分群は
$\Gamma_{\gamma}=\xi^{-1}\{(\begin{array}{ll}1 nh0 1\end{array})|n\in \mathbb{Z}\}\xi$ となり, $m(\gamma)=h(\gamma)xh^{-1}$ と定める.

この段階の公式では, まだ明示的とは言い難い. 何らかの形で $\Gamma$-共
役類をパラメータ化する必要がある. もっとも簡単な例として, $\Gamma=$

$SL_{2}(\mathbb{Z})$ の場合を紹介する.

$T(m)=\{(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})\in M_{2}(\mathbb{Z})|ad-bc=m\}$

.

と置く. $T(m)= \bigcup_{ab=m,a|b}\Gamma(\begin{array}{ll}a 00 b\end{array}) \Gamma$ より, 上で定義した $\Gamma\alpha\Gamma$ のヘツ

ケ作用素の和として見ることができる.

定理 32. (cf. [26]) $\Gamma=SL_{2}(\mathbb{Z}),$ $k>2,$ $k$ は偶数とする. このとき,

tr$(T(m))$ $=$
$- \frac{1}{2}\sum_{t^{2}\leq 4m}P_{k}(t, m)H(4m-t^{2})$

$- \frac{1}{2}\sum_{dd=m}\min(d, d’)^{k-1}$ .

上の記号を説明する. $\eta+\overline{\eta}=t,$ $\eta\overline{\eta}=m$ とすると,

$P_{k}(t,$ $m)=\{\begin{array}{ll}(k-1)m^{(k-2)/2} (\eta=\overline{\eta})(\eta^{k-1}-\overline{\eta}^{k-1})(\eta-\tilde{\eta})^{-1} (\eta\neq\overline{\eta}).\end{array}$

そして $H(n)$ は, $n=0$ のときは $H(0)=- \frac{1}{12}$ で, $n>0$ のときは判別式
が $-n$である正定値整二次形式の $SL_{2}(\mathbb{Z})$ 同値類を, $x^{2}+y^{2}$ の定数倍と
同値なら $\frac{1}{2}$ 倍, $x^{2}+xy+y^{2}$ の定数倍と同値なら A 倍して f カウントし
た数である.

上の定理の式において, 第一項は中心元と楕円元の寄与, 第二項が双
曲元とユニポテント元の寄与となっている. この形まで来ると具体的
に数値を計算することが可能となり, 明示的と呼ぶに相応しい公式とな
る. ミンコフスキーの簡約化から $SL(2,\mathbb{Z})$ 同値類のカウントは手計算
でも難しくないことに注意しよう. より一般的な場合に関して, 次元公
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式については [21, 第 2章, 第 3章] を, ヘッケ作用素の跡については [17,
Theorem 6.8.4] を参照されたい.

4. 跡公式 $(n=2)$

この章では, 定理 3.1の類似である我々の公式について解説したい.
$n=1$ の場合と異なり, $n=2$ の場合は共役類の種類が多いため, ページ
の制約から本稿で跡公式をすべて書くことは難しい. そのため, 我々の
跡公式を要約した形で説明する. この公式をもとに $\Gamma=Sp_{2}(\mathbb{Z})$ (もし
くは paramodular 群などの算術的部分群) に対して計算可能な明示的
跡公式 (定理 3.2の類似など) を与えることが我々の目的である. 次元
.公式以外では, まだ計算可能な公式を得られていないことに注意する.
我々の跡公式について詳しく説明する前に, 定理 3.1の公式の値の意

味を解釈しよう. 定理 3.1では, 跡の各寄与を次の値で記述しているこ
とがすぐに分かる.

(1) $SL_{2}(\mathbb{R})$ の正則離散系列表現の指標の値.
(2) 基本領域の体積.
(3) リーマンゼータ関数の $s=1$ での留数.

我々の公式では次の値によって, 跡の各寄与を記述する.
(1) $Sp_{2}(\mathbb{R})$ の正則離散系列表現の指標もしくはその極限の値.
(2) 基本領域の体積.
(3) フルヴィッツゼータ関数の $s=1$ での留数と定数項.
(4) 2元 2次形式の空間に関連した
概均質ゼータ関数の $s=3/2$ での留数.

このことから, 我々の公式は定理 3.1の類似であることが分かる. 一般
論から (1)(2) の値を用いることは明らかである (cf. [2, 3, 4]). アーサー
跡公式はユニポテント元の寄与が明示的でないため, 我々の公式は概均
質ゼータ関数を用いて正則離散系列表現の行列係数について消えない
ようなアーサー跡公式のユニポテント元の寄与を明示的に記述したと
言える.
我々の公式について, 詳しく説明しよう: 我々の定式化は [9, Theorem

5-1] に従っており, それを一般化したものになっている.

$G(\mathbb{Q})=GSp_{2}(\mathbb{Q})_{+}$ , $G(\mathbb{Q})^{1}=Sp_{2}(\mathbb{Q})$

とおく. 次に極大放物部分群の一つとその Levi 分解を

$P(\mathbb{Q})=M(\mathbb{Q})\cdot N(\mathbb{Q})$$P(\mathbb{Q})=\{(*0$ $**I\in G(\mathbb{Q})^{1}\}$ ,

$N(\mathbb{Q})=\{$$M(\mathbb{Q})=\{(\begin{array}{l}*00*\end{array})\in G(\mathbb{Q})^{1}\}$ , $(\begin{array}{l}1*01\end{array})\in G(\mathbb{Q})^{1}\}$

と置こう. そして次のように両側分解を与える.

$G( \mathbb{Q})^{1}=\bigcup_{m=1}^{v}\Gamma h_{m}P(\mathbb{Q})$ (disjoint union) $(h_{m}\in G(\mathbb{Q})^{1}, h_{1}=I_{4})$ .

我々の公式には次の仮定が $\Gamma$ に必要である.
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仮定 4.1. 各 $m(1\leq m\leq v)$ について

$P_{1}(\mathbb{Q})\cap(h_{m}^{-1}\Gamma h_{m})=(M(\mathbb{Q})\cap(h_{m}^{-1}\Gamma h_{m}))\cdot(N(\mathbb{Q})\cap(h_{m}^{-1}\Gamma h_{m}))$

と分解するような $h_{1},$ $h_{2},$
$\ldots,$

$h_{v}$ が存在する.

この仮定は $\Gamma\alpha\Gamma$ の中心元とユニポテント元との積からなる元の寄
与を計算するのに必要となる. 主に計算する対象となる算術的部分群
$Sp_{2}(\mathbb{Z}),$ $K(p)$ や $\Gamma_{0}(p)$ については成り立っことが分かっている. 一方
でこの仮定を満たさない算術的離散群を, 私は知らない. もう一つ仮定
が必要である.

仮定 42. $\alpha^{*}=\mu(\alpha)\alpha^{-1}$ とおく. このとき, $\Gamma\alpha\Gamma=\Gamma\alpha^{*}\Gamma$ が成り立っ.

この仮定も中心元とユニポテント元の積からなる元の寄与の計算に
使われる. っまり, それらの元が $\Gamma\alpha\Gamma$ に含まれない場合は必要ない. $\alpha$

が $G(\mathbb{Q})$ の中心元ならば明らかに成り立っ. また $\Gamma=Sp_{2}(\mathbb{Z})$ の場合に
も, 明らかにこの仮定は満たされる. この仮定を除くと, 二元二次形式
の空間に関連した概均質ゼータ関数の $s=3/2$ における定数項が寄与
に現れる可能性がある. まだその値を計算できていないので, この仮定
をつける必要がある.
我々の公式に用いる記号を説明しよう. 代表元 $\gamma$ に関する $\Gamma$-共役類

を $\{\gamma\}_{\Gamma}$ と書く. 中心化群を
$C(\gamma;G(\mathbb{R})^{1})=\{g\in G(\mathbb{R})^{1};g\gamma=\gamma g\}$, $C(\gamma;\Gamma)=C(\gamma;G(\mathbb{R})^{1})\cap\Gamma$

とおく. また $G(\mathbb{R})^{1}$ の部分群 $C$ について, $\overline{C}=\{\pm I_{4}\}\cdot C/\{\pm I_{4}\}$ とお

く. ここから $\gamma$ は $\Gamma\alpha\Gamma$ の元で, その共役類の寄与が消えないものとしよ

う. 寄与が消えるような元全体は, principal unipotent 元, $\pm(\begin{array}{ll}I_{2} S I_{2}\end{array})$

$(\det(S)<0,$ $-\det(S)\not\in(\mathbb{Q}^{x})^{2})$ と $G(\mathbb{Q})$-共役な元, そして, 適当な $\mathbb{Q}$ 上

の放物的部分群に含まれない双曲元を因子として持つ元からなる. つ
まり, それら以外の元は寄与をもつ. 各共役類 $\{\gamma\}_{\Gamma}$ とその中心化群
$C(\gamma;G(\mathbb{R})^{1})$ に対して, 適当な部分群 $C_{0}(\gamma;G(\mathbb{R})^{1})$ を定める. すべての
共役類について定義するには 2,3ページを浪費してしまうので, 後で例と
して幾つかの共役類に対して定義を与える. $C_{0}(\gamma;\Gamma)=C_{0}(\gamma;G(\mathbb{R})^{1})\cap\Gamma$

とおく. このような部分群 $C_{0}(\gamma;G(\mathbb{R})^{1})$ は (i) $C_{0}(\gamma;G(\mathbb{R})^{1})$ はコンパ

クトな半直積因子を持たな $Aa$ , (ii)vol $(C_{0}(\gamma;\Gamma)\backslash C_{0}(\gamma;G(\mathbb{R})^{1}))<+\infty$ ,
(iii) $[C(\gamma;\Gamma) :C_{0}(\gamma;\Gamma)]<+\infty$ , といった性質をもつ. さらに各共役類に
ついて, パラメーター $s$ をもつダンピングファクター $v(Z, s)(Z\in H_{2})$

を定義する. ダンピングファクターについては本稿では説明しない.
Bergman核から得られる関数 $\psi(g, Z)$ を

$\psi(g, Z)=C_{k,j}$ . tr $[J( \gamma, Z)\rho(\frac{\gamma\cdot Z-\overline{Z}}{2i})^{-1}\rho({\rm Im}(Z))]$ ,

$C_{k,j}=2^{-6}\pi^{-3}(k-2)(j+k-1)(j+2k-3),$ $(Z\in H_{2}, g\in G(\mathbb{R}))$ と定
める. 各共役類について

$J_{0}(\gamma;s)=/C_{0}(\gamma;G(\mathbb{R})^{1})\backslash H_{2}\psi(\gamma,\hat{Z})v(\hat{Z}, s)d\hat{Z}$
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と積分 $J_{0}(\gamma;s)$ を定義する. $dZ=\det(Y)^{-3}dXdY(Z=X+Yi,$ $dX,dY$
はルベーグ測度) は $H_{2}$ 上の不変測度で, $d\hat{Z}$ は $C_{0}(\gamma;G(\mathbb{R})^{1})$ のハール
測度から誘導される測度とする. $J_{0}(\gamma;s)$ についても後で例として幾っ
かの値を紹介する. 各元 $\gamma\in\Gamma\alpha\Gamma$ について

$[\gamma]_{\Gamma}=\{$
$\gamma’\in\Gamma\alpha\Gamma\cdot\gamma_{s}=\gamma_{s}C(\gamma’;G(\mathbb{R})^{1})\cong C(\gamma;G(\mathbb{R})^{1})$ ,

/
$C_{0}(\gamma’;G(\mathbb{R})^{1})=C_{0}(\gamma;G(\mathbb{R})^{1})$ ,

と定める. ただし, $\gamma_{s}$ (resp. $\gamma_{s}’$ ) は $\gamma$ (resp. $\gamma’$ ) のジョルダン分解によ
る半単純因子である. この $[\gamma]_{\Gamma}$ を $\gamma$ の族と呼ぶ. この集合の共役類は
一般論の $\mathcal{O}$-equivalence class (cf. [4]) を, さらに細かくしたものと見れ
る. 中心元とユニポテント元の積からなる元の族 $[\gamma]_{\Gamma}$ の $\Gamma$-共役による
同値関係を $\sim$ で記す. そして, $[\gamma]_{\Gamma}/\sim$ を族 $[\gamma|_{\Gamma}$ における同値類の完全
代表系とする. $Z(\Gamma)$ は $\Gamma$ の中心, $\#(Z(\Gamma))$ はその位数とする.

定理 4.3. $T=[\Gamma\alpha\Gamma],$ $\rho=\det^{k}\otimes Sym_{j}(Sym_{j}$ は $j$ 次の対称テンソル
表現) とする, $k$ を 5以上とする. $\Gamma\alpha\Gamma$ が中心元とユニポテント元の積
からなる元を持っときは, 仮定 4.1, 4.2を仮定する. そのとき次の等式
を得る.

tr $(T)=$

$\frac{\mu(\alpha)^{j+2k-3}}{\#(Z(\Gamma))}\sum_{\{\gamma\}r}\frac{vol(\overline{C}_{0}(\gamma;\Gamma)\backslash \overline{C}_{0}(\gamma;G(\mathbb{R})^{1}))}{[\overline{C}(\gamma;\Gamma):\overline{C}_{0}(\gamma;\Gamma)]}\lim_{sarrow+0}J_{0}(\gamma;s)$

$+ \frac{\mu(\alpha)^{j+2k-3}}{\#(Z(\Gamma))}\sum_{[\gamma]_{I^{\backslash }}}\frac{vol(\overline{C}_{0}(\gamma;\Gamma)\backslash \overline{C}_{0}(\gamma;G(\mathbb{R})^{1}))}{[\overline{C}(\gamma;\Gamma):\overline{C}_{0}(\gamma;\Gamma)]}\lim_{sarrow+0}\sum_{\gamma’\in[\gamma]_{\Gamma}}J_{0}(\gamma’;s)$

$+ \frac{\mu(\alpha)^{j+2k-3}}{\#(Z(\Gamma))}\sum_{[\gamma]_{\Gamma}}vol(\overline{C}_{0}(\gamma;\Gamma)\backslash \overline{C}_{0}(\gamma;G(\mathbb{R})^{1}))$

$\cross\lim_{sarrow+0}\sum_{\gamma’\in[\gamma]_{\Gamma/\sim}}\frac{J_{0}(\gamma’;s)}{[\overline{C}(\gamma’;\Gamma):\overline{C}_{0}(\gamma’;\Gamma)]}$ .

ただし, 第一項において $\{\gamma\}_{\Gamma}$ は寄与の消えない半単純元の $\Gamma$ -共役類全
体を走る, 第二項においては $[\gamma]_{\Gamma}$ は寄与の消えない中心でない半単純
元とユニポテント元の積からなる元の族の $\Gamma$ -共役類の完全代表系を走
る, 第三項は寄与の消えない中心元とユニポテント元の積からなる元の
族の $\Gamma$ -共役類の完全代表系を走る.

いくつかの $\{\gamma\}_{\Gamma}$ と $[\gamma]_{\Gamma}$ について, その寄与の明示的な値を見ていこ
う. まず $\gamma$ が半単純元である場合の例をあげる. $\gamma$ が半単純元で寄与が
消えない場合は, $\mu(\gamma)^{(j+2k)/2}$ xlim$sarrow+0J_{0}(\gamma;s)$ は正則離散系列表現の
指標もしくはその極限となる. このことは一般論より従う (cf. [16, $2|)$ .
我々の証明に用いるテスト関数はコンパクトサポートを持たないので,
一般論とは別に積分の収束性を証明の多くの過程で示す必要がある.
$\{\gamma\}_{G(\mathbb{Q})}$ で代表元を $\gamma$ とする $G(\mathbb{Q})$ -共役類とする. 例えば $\gamma\in\Gamma\alpha\Gamma$ があ
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る $g\in G(\mathbb{R})$ について

$g^{-1}\gamma g=\mu(\gamma)^{1/2}(^{\lambda I_{2}}$

$\lambda^{-1}I_{2}$

$(^{k(\theta)}$

$k(\theta)$
,

$(k(\theta)=(\begin{array}{lll}\theta cos sin \theta-sin\theta cos \theta\end{array}),$ $\lambda>1,$ $\sin\theta\neq 0)$ となるとしよう. $\{\gamma\}_{G(\mathbb{Q})}\cap$

$P(\mathbb{Q})=\emptyset$ のときは, その寄与は消える. $\{\gamma\}_{G(\mathbb{Q})}\cap P(\mathbb{Q})\neq\emptyset$ のときは
寄与はある. この場合 $C_{0}(g^{-1}\gamma g;G(\mathbb{R})^{1})=\{I_{4}\}$ と定める. Hirai の指標
公式 (cf. [12]) より

$\lim_{sarrow+0}J_{0}(\gamma;s)=\mu(\gamma)^{-(j+2k)/2}\cross$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(\lambda-\lambda^{-1})(e^{i\mu}-e^{-i\mu})(\lambda^{-1}e^{i\mu}-\lambda e^{-i\mu})(\lambda^{-1}e^{-i\mu}-\lambda e^{i\mu})\lambda^{-(j+2k-3)}(e^{-i(j+1)\mu}-e^{i(j+1)\mu})$

を得る. 具体的な寄与を数値で見てみよう. 簡単のため, $\Gamma=Sp_{2}(\mathbb{Z})$ ,

$\gamma=(\begin{array}{lll}0 0m 0-m 00 00 00 10 0-1 0\end{array})(m\in \mathbb{Z}>0)$ としよう. 明らかに $\mu(\gamma)=m$ であ

り, $\lambda=m^{1/2},$ $\theta=\pi/2$ と分かる. $i$ が奇数のときは, 寄与が $0$ になるこ
とはすぐに分かる. $i$ を偶数としよう. そのとき,

$\lim_{sarrow+0}J_{0}(\gamma;s)=-\frac{(-1)^{j/2}}{m^{k+j/2}(1+m^{-1})(1-m^{-1})^{2}}$ .

中心化群は

$C(\gamma;\Gamma)=\{\pm I_{4},$ $\pm(\frac{0}{0,0}1$ $0001$ $-1000$ $0001$

なので, $\{\gamma\}_{\Gamma}$ の寄与は

$\frac{\mu(\gamma)^{j+2k-3}}{\#(Z(\Gamma))}\frac{vol(\overline{C}_{0}(\gamma;\Gamma)\backslash \overline{C}_{0}(\gamma;G(\mathbb{R})^{1}))}{[\overline{C}(\gamma;\Gamma):\overline{C}_{0}(\gamma;\Gamma)]}\lim_{sarrow+0}J_{0}(\gamma;s)$

$=-4^{-1}(-1)^{j/2}m^{k+j/2}(m+1)^{-1}(m-1)^{-2}$

となり, 寄与の値が得られた. $j$ は偶数なので, 寄与の値は有理数であ
ることが分かる.
次に半単純元とユニポテント元の積からなる元の場合の例を見よう.

ある $g\in G(\mathbb{Q})$ について,

$\gamma=g\cdot\mu(\gamma)^{1/2}(0001$ $-1000$ $0001$

$0$

$\lambda$ . $g^{-1}\in\Gamma\alpha\Gamma$ $(\lambda\neq 0)$

$0$

$-1$
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となる元 $\gamma$ の族 $[\gamma]_{\Gamma}$ の寄与を与えよう. この場合,

$n\in \mathbb{Z},$ $a\in \mathbb{Q}$

$;$ $g^{-1}$

$n+a\neq 0$
$[\gamma]_{\Gamma}=g1^{\mu(\alpha)^{1/2}}(0001$ $-1000$ $0001$ $n_{-}+a0_{1}0$

と族が与えられる. そして

$ad-bc=1$
$;$ $g^{-1}$

$u\in \mathbb{R}$

$C_{0}(\gamma;G(\mathbb{R})^{1})=g\{(0ca00001d00bu001$

と与える. $C_{0}(\gamma;G(\mathbb{R})^{1})$ 上の不変測度は,

$(_{c}^{a}$ $db$ $=(_{0}^{1}$ $w1$ $(_{0}^{v}$ $v^{-1}0$ $(_{-\sin\theta}\cos\theta$ $\cos\theta\sin\theta$

と対応させて, $g$ で変数変換したときに $2v^{-3}dwdv(d\theta/2\pi)\cross du$ となる
ように定める. このとき,

$J_{0}( \gamma;s)=\frac{e^{sgn(\lambda)\pi i(s+1)/2}}{|\lambda|^{s+1}}\cross$

$\{\mu(\gamma)^{-(j+2k)/2}x\frac{(-1)^{k-2}(j+k-1)-(-1)^{j+k-1}(k-2)}{2^{5}\pi^{2}}+o(s)\}$

となる. さらに

$\lim_{sarrow+0}\sum_{\gamma’\in[\gamma]_{\Gamma}}J_{0}(\gamma’;s)$

$=$ $-\mu(\gamma)^{-(j+2k)/2}\cross(1-i\cdot\cot^{*}\pi a)\cross 2^{-5}\pi^{-1}$

$\cross\{(-1)^{k-2}(j+k-1)-(-1)^{j+k-1}(k-2)\}$

を得る. ただし, $\cot^{*}\theta=\cot\theta(\theta\neq n\pi),$ $0(\theta=n\pi)$ と置いた.
最後に中心元とユニポテント元の積からなる元の寄与を例に見よう.

ある $g\in G(\mathbb{Q})$ によって,

$\gamma=g\cdot\mu(\gamma)^{1/2}(\begin{array}{ll}I_{2} S I_{2}\end{array})\cdot g^{-1}\in\Gamma\alpha\Gamma$

( $S$ は $\det(S)>0$ である 2次の対称行列) となる元 $\gamma$ の族 $[\gamma|_{\Gamma}$ の寄与を
計算しよう. $V$ を 2次の対称行列全体の空間としよう. 仮定 4.1より,
ある $GL_{2}(\mathbb{Q})$ の算術的離散群 $\Gamma_{M}$ と, ある $v$ の $\Gamma_{M}$-不変格子 $L_{1}$ と, $L_{1}$

を含む $V(\mathbb{Q})$ の $\Gamma_{M}$-不変部分集合 $L$ で $[L:L_{1}]<+\infty$ と

$[\gamma]_{\Gamma}=g\cdot\{\mu(\gamma)^{1/2}(\begin{array}{ll}I_{2} S I_{2}\end{array})$ ; $\det(S)>0,$ $S\in L\}\cdot g^{-1}$

を満たし, $[\gamma]_{\Gamma}/\sim$ の同値類と $L/\Gamma_{M}$ の同値類が一致するものが存在す
る. ただし $\Gamma_{M}$ の $L$ への作用は, $g\in\Gamma_{M},$ $x\in L$ について $x\mapsto gx{}^{t}g$ で
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与えられる. また

$C_{0}(.\gamma;G(\mathbb{R})^{1})=g\cdot\{(\begin{array}{ll}I_{2} T I_{2}\end{array})\in G(\mathbb{R})^{1}\}\cdot g^{-1}$

と定める. さらにその不変測度は $g$ で変数変換したときに $V(\mathbb{R})$ に関す
る通常のルベーグ測度になるように定める. そう定めた時に,

$J_{0}( \gamma;s)=\{\mu(\gamma)^{-(j+2k)/2}\cross\frac{(j+1)}{2^{3}\pi^{2}}+o(s)\}\cross\frac{e^{\pm\pi i(-3-2s)/2}}{(\det S)^{s+3/2}}$

を得る. ただし, $S$ が負定値のとき符号 $+,$ $S$ が正定値のとき符号 - と
する. 仮定 4.2と Shintani[22] のテクニックから,

$\lim_{sarrow+0}\sum_{\gamma’\in[\gamma]_{\Gamma/\sim}}\frac{J_{0}(\gamma^{l};s)}{[\overline{C}(\gamma’;\Gamma):\overline{C}_{0}(\gamma’;\Gamma)]}$

$=$ $\mu(\alpha)^{-(j+2k)/2}c_{k,j}^{-1}x\frac{(j+1)}{2^{2}\cdot\pi}x\frac{1}{[\Gamma_{M}:(\Gamma_{M})_{+}]}x\frac{vo1((\Gamma_{M})_{+}\backslash H_{1})}{vo1(L\backslash SM(2;\mathbb{R}))}$

を得る. ただし, $(\Gamma_{M})_{+}=\{g\in\Gamma_{M} ;\det(g)>0\},$ $H_{1}$ 上の測度は
$y^{-2}dxdy$ $(x+y’=$乙 $\in H_{1}),$ $vol(L\backslash SM(2, \mathbb{R}))=[L :L_{1}]^{-1}\cross\int_{V(\mathbb{R})/L_{1}}dv$

( $dv$ はルベーグ測度) とする.
このような感じで, すべての共役類 $\{\gamma\}_{\Gamma}$ と族 $[\gamma]_{\Gamma}$ の寄与を明示的に

計算することが可能である. もし共役類をパラメータ化することがで
きれば, 定理 43から明示的跡公式が得られることが分かる.

5. 証明の概略

我々の証明では, 従来の研究 $[$ 19, 6, 7, 9, 25] を元に, 跡公式の一般
論 [16, 4] と半単純実 Lie群の軌道積分の理論 [20, 5] を用いている. 一

般論と大きく異なる点は, 半単純でない元の寄与をテスト関数である
Bergman核の具体的な形から直接強引に計算したことである. 我々の
証明は次の Godement の公式からスタートする.

$Tr([\Gamma\alpha\Gamma])=\frac{\mu(\alpha)^{j+2k-3}}{\#(Z(\Gamma))}\int_{\Gamma\backslash H_{2}}\sum_{\gamma\in\Gamma\alpha\Gamma}\psi(\gamma, Z)dZ$ .

セルバーグ跡公式としては, この積分と無限和を交換して右側を共役類
のごとに軌道積分と中心化群の基本領域の体積の積で展開することに
よって左側の値を求める. しかし, そのまま交換したのでは右側は収束.
しない. そのため, トランケイションやダンピングファクターの議論が
必要となる. 我々の公式を導く最初のステップは従来の Morita のトラ
ンケイションの議論を一般論である Arthur のトランケイションに従っ
て修正することから始まる. 一般論と異なり, 我々のテスト関数はコン
パクトサポートを持たない. そのため, Morita[19] と Christian[6] の収
束の議論を用いる, そして彼らの結果を一般化する必要がある. 収束の
議論を除けば, 半単純元の寄与は一般論とパラレルな議論で導くこと
ができる. よって, 我々に残された課題はユニポテント元の混じった元
の寄与を明示的に計算することである. 次のステップとして, トランケ
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イションで積分領域が削られている軌道積分たちを, ダンピングファク
ターで削った部分を戻してやることなどを施して, 計算可能な重み付き
もしくはダンピングファクター付きの軌道積分の形に導く. その形が
積分 $J_{0}(\gamma;s)$ となっている. そして次に積分 $J_{0}(\gamma;s)$ のパラメータ $s$ の
$sarrow+0$ での挙動を計算する. 計算結果の例は前のセクションで書いて
ある. [19, 9] での計算を手本に, 直接の計算で $S$ に関する挙動を計算し
た. $s$ に寄らない部分は [19, 9] での計算と [20, 5] の極限公式により求め
ることができる. そして最後に, ユニポテント元に関する大域的な値を,
フルヴィッツゼータ関数の古典的な結果と [22] による結果で計算した.

6. 重複度公式

次元公式については, 楕円共役類の部分を計算する手法が従来より
あるので計算可能な公式を導くことができた. 例えば $\Gamma=Sp_{2}(\mathbb{Z})$ の楕
円共役類は Gottschling, Ueno により分類されている (cf. [24, 9]). ま
た Hashimoto-Ibukiyama によりアデール化し, すべての局所因子を計
算することによって, 主要な離散群について計算可能な楕円共役類の寄
与の公式が与えられている (cf. [11, 10, 13]).$\cdot$ 今
の楕円元の寄与の計算手法に Arthur の閉公式 $[3|$ を組み合わせること
で, 大きい離散系列表現の重複度を計算することができたので, 我々の
公式の応用の一つとして紹介したい.
まず $L^{2}(\Gamma\backslash Sp_{2}(\mathbb{R}))$ の discrete spectrum の空間を $L_{dis}^{2}(\Gamma\backslash Sp_{2}(\mathbb{R}))$ と

しよう. そして, その右正則表現に関する既約直交分解が次のように与
えられる.

$L_{dis}^{2}( \Gamma\backslash Sp_{2}(\mathbb{R}))\cong\bigoplus_{\pi\in\hat{G}}m_{\pi}\cdot\pi$
, $(m_{\pi}<+\infty)$ .

ここで $\hat{G}$ は $Sp_{2}(\mathbb{R})$ の unitary dual で, $m_{\pi}$ はユニタリ表現 $\pi$ の重複
度である. $\pi(m_{1}, m_{2})$ を Harish-Chandra parameter $(m_{1}, m_{2})$ に関す
る離散系列表現としよう. ただし $m_{1}>m_{2}>0$ (resp. $0>m_{1}>$

$m_{2})$ のとき $\pi(m_{1}, m_{2})$ は minimal $K$-type $\det^{m2+2}\otimes Sym_{m_{1}-m_{2}-1}$ (resp.
$\det^{m_{2}-1}\otimes Sym_{-m_{1}+m_{2}+1})$ な正則 (resp. 反正則) 離散系列表現であり,
$m_{1}>-m_{2}>0$ $($resp. $-m_{2}>m_{1}>0)$ のとき $\pi(m_{1}, m_{2})$ は minimal
K-type $\det^{m_{2}}\otimes Sym_{m_{1}-m_{2}+1}$ $($ resp. $\det^{m_{2}-1}\otimes Sym_{m_{1}-m_{2}+1})$ な大きな
離散系列表現であるとする.

$l_{1}>l_{2}>0(l_{1}, l_{2}\in \mathbb{Z})$ と固定する. もし $l_{1}\neq l_{2}+1$ かつ $l_{2}\neq 1$ とす
ると, Arthur の閉公式と楕円元の寄与の計算法から我々は重複度

$m_{\pi(l_{1},l_{2})}+m_{\pi(l_{1},-l_{2})}+m_{\pi(l_{2},-l_{1})}+m_{\pi(-l_{2},-l_{1})}$

を計算することができる. さらに次のことが知られている.

$m_{\pi(l_{1},l_{2})}=\dim_{\mathbb{C}}S_{\det^{\iota_{2}+2}\otimes Sym_{l_{1}-l_{2}-1}}(\Gamma)$ ,

$m_{\pi(l_{1},l_{2})}=m_{\pi(-l_{2},-l_{1})}$ , $m_{\pi(l_{1},-l_{2})}=m_{\pi(l_{2},-l_{1})}$ .
その結果, 我々は大きい離散系列表現の重複度 $m_{\pi(l_{1}-l_{2})}$ を得ることがで
きる. ここで $\Gamma_{2}(1)=Sp_{2}(\mathbb{Z}),$ $\Gamma_{2}(N)=\{\gamma\in\Gamma_{2}(1))|\gamma\equiv I_{4}(mod N)\}$

と定める. そのとき以下の結果をえる.
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定理 6.1. $l_{1}-l_{2}\geq 2,$ $l_{2}\geq 3$ とする, $\Gamma=\Gamma_{2}(N)_{f}N\geq 3$ とき,

$m_{\pi(l_{1\prime}-l_{2})}$ $=$ $[\Gamma_{2}(1):\Gamma_{2}(N)]\cross\{2^{-8}3^{-3}5^{-1}l_{1}l_{2}(l_{1}^{2}-l_{2}^{2})$

$+2^{-6}3^{\sim 2}(l_{1}^{2}-l_{2}^{2})N^{-2}-2^{-5}3^{-1}(l_{1}-l_{2})N^{-3}$

$-2^{-4}3^{-1}(l_{1}+l_{2})N^{-3}+2^{-3}N^{-4}\}$ .
$\Gamma=\Gamma_{2}(2),$ $l_{1}-l_{2}$ が奇数のとき,

$m_{\pi(l_{1},-l_{2})}=2^{-3}3^{-1}l_{1}l_{2}(l_{1}^{2}-l_{2}^{2})+2^{-3}\cdot 5(l_{1}^{2}-l_{2}^{2})$

$-2^{-3}\cdot 3\cdot 5(l_{1}-l_{2})-2^{-2}\cdot 3\cdot 5(l_{1}+l_{2})$

$+2^{-2}\cdot 3^{2}\cdot 5+2^{-3}\cdot 5(-1)^{l_{2}}l_{1}l_{2}$

$-2^{-3}\cdot 3\cdot 5(-1)^{l_{2}}(l_{1}+l_{2})+2^{-3}\cdot 3^{2}\cdot 5(-1)^{l_{2}}$.
$\Gamma_{2}(1)$ のときは公式が長いので, 正則離散系列表現の重複度 $m_{\pi(l_{1},l_{2})}$ と

一変数カスプ形式の空間の次元 $\dim_{\mathbb{C}}S_{\det^{k}}(SL_{2}(\mathbb{Z}))$ を用いて記述する.

定理 62. $l_{1}-l_{2}\geq 2_{f}l_{2}\geq 3,$ $l_{1}-l_{2}$ は奇数とする. $\Gamma=\Gamma_{2}(1)$ のとき,
$m_{\pi(l_{1},-l_{2})}=m_{\pi(l_{1},l_{2})}+\dim_{\mathbb{C}}S_{\det^{l_{1}-l_{2}+1}}(SL_{2}(\mathbb{Z}))x\dim_{\mathbb{C}}S_{\det^{l_{1}+l_{2+!}}}(SL_{2}(\mathbb{Z}))$ .
重複度 $m_{\pi(l_{1)}l_{2})}$ と $\dim_{\mathbb{C}}S_{\det^{k}}(SL_{2}(\mathbb{Z}))$ は, 具体的な数値の計算できる

明示的次元公式があることに注意する. 重複度 $m_{\pi(l_{1},l_{2})}$ については, [23]
または $[25|$ を参照されたい. そのため $m_{\pi(l_{1},-l_{2})}$ の具体的な数値も得
られる. $\dim_{\mathbb{C}}S_{\det^{t_{1}-t_{2+1}}}(SL_{2}(\mathbb{Z}))\cross\dim_{\mathbb{C}}S_{\det^{\iota_{1+t_{2+1}}}}(SL_{2}(\mathbb{Z}))$ の部分は
Endoscopy から来る大きな離散系列表現に関連したのカスプ形式であ
ることが予想される. アーサー予想から, 大きな離散系列表現に関連し
たカスプ形式に Saito-Kurokawa lifting type のものは存在せず, $Sp_{2}(\mathbb{Z})$

の正則ジーゲルカスプ形式には Yoshida lifting type のものは存在し
ないことが予想される. そのため, この等式からウェイト $\det^{k}\otimes Sym_{j}$

$(k\geq 5, j>0),$ $Sp_{2}(\mathbb{Z})$ の正則ジーゲルカスプ形式には Saito-Kurokawa
lifting type は存在せず, それらの L-packet の相方は $Sp_{2}(\mathbb{Z})- fixed$ vector
をもつような無限素点の表現が大きな離散系列表現である保型表現で
あることが予想される.

Hiraga[12] の結果から, regular condition を満たさないときの pseudo-
coefficient の挙動が分かるので, 以下の結果を得る.

定理 63. $l_{1}-l_{2}=1_{j}l_{2}\geq 3$ とする. $\Gamma=\Gamma_{2}(1)$ のとき,

$m_{\pi(l_{1},-l_{2})}=m_{\pi(l_{1},l_{2})}-\dim_{\mathbb{C}}S_{\det^{t_{1}+\iota_{2+1}}}(SL_{2}(\mathbb{Z}))+m(l_{1}+l_{2}+1)$ .
ただ $\text{し_{}r}m(k)$ は

$,$
$q$ はある $\thetaarrow stable$ Siegel parabolic subalgebraで minimal

K-type は $\det^{1-k}\otimes Sym_{2k-2}$ である表現 $A_{q}(\lambda)$ の $L_{dis}^{2}(\Gamma_{2}(1)\backslash Sp_{2}(\mathbb{R}))\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ

おける重複度とする.

Miyazaki[18] の結果として, $k$ が奇数のとき, $S_{2k-2}(SL_{2}(\mathbb{Z}))$ から $m(k)$

に関連した空間へのリフティングが構成されている. もしそのリフ
トが全単射であるなら, $\dim_{\mathbb{C}}S_{\det^{l_{1}+\downarrow 2+1}}(SL_{2}(\mathbb{Z}))-m(l_{1}+l_{2}+1)$ は

Maass space に対応すると予想される. そのため, この等式から, Saito-
Kurokawa lifting から得られないウェイト $\det^{k},$ $Sp_{2}(\mathbb{Z})$ の正則ジーゲ
ルカスプ形式の L-packet の相方は $Sp2(\mathbb{Z})- fixed$ vector をもつような無
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限素点の表現が大きな離散系列表現である保型表現であることが予想
される. また $Sp_{2}(\mathbb{Z})- fixed$ vector をもつような無限素点の表現がパラ
メータ $(l_{1}, -l_{1}+1)$ の大きな離散系列表現である保型表現には Yoshida
lifting type のものが存在しないことが予想される.
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