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1 序章

この原稿は、講究録「解析的整数論とその周辺、京都大学数理解析研究所 (2007

年 10月)」に収録予定の原稿「楕円 Dedekind 和とある無限級数の変換公式 $(I)_{J}$ [Ma3]
の続編である。 なので、 Dedekind 和の研究の背景については (I) を参照して頂く事
にし、 また、 (I) で紹介された記号は断りなく使う事にする。 その原稿の中で私達は、
generalized Dedekind-Rademacher 和の楕円類似 (楕円 Dedekind-Rademacher 和) を、

Bernoulli 関数の楕円類似である Kronecker の二重級数を用いて定義し、 そして、楕円
Dedekind-Rademacher 和の相互法則を構成した。 また、楕円 Dedekind-Rademacher 和
の正当性を強調するために、Kronecker 二重級数の生成関数と Levin $[Lev|$ により研究さ

れた (Debye) 楕円 polylogarithms の生成関数のある関係についても触れた。
本原稿の目的は、楕円 Dedekind-Rademacher 和が現れる、ある無限級数 $H_{l}^{\tau}(\Xi;\alpha)$ の

変換公式を与えることである。 その変換公式は、 Arakawa の変換公式のパラメーター $s$

が整数かつ $s\leq-2$ の場合の楕円類似と考えられる。なぜなら、パラメーター $\tau$ を無限

大に向かわせる事によりそれらが再提供されるから、 そして、 その変換公式で使われる無

限級数が、パラメーター $\tau$ 上で、modular 群に関する保型的性質を持っからである。
この原稿は次のように構成される。 Section 2で、 目的の変換公式に現れる楕円

Dedekind-Rademacher 和 $S_{m,n}^{\tau}(\Xi;r)$ を紹介する。 (「楕円 Dedekind 和とある無限級
数の変換公式 (I)」で定義されたすべての楕円 Dedekind-Rademacher 和は現れない。)

Section 3では、今度は目的の変換公式のために使われるある無限級数 $H_{l^{\mathcal{T}}}(\Xi;\alpha)$ を紹介

する。 そして、 Section 4で、 目的の変換公式を与える。

この原稿は、 プレプリント [Ma2] を加筆、省略して、 日本語に翻訳したものである。
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2 楕円 Dedekind-Rademacher 和

目的の変換公式に現れる楕円 Dedekind-Rademacher 和 $S_{m,n}^{\tau}(\Xi;r)$ を紹介しよう。有

理数 $r$ に対して、 $n(r),$ $d(r)$ を

$gcd(n(r), d(r))=1$ , $d(r)\geq 1$ , $r=n(r)/d(r)$

を満たす整数とする。 $M_{2}(\mathbb{R})$ を実数を成分とする 2次正方行列とし、SM2 $(r)$ を次で定義

$SM_{2}(r):=\{(\begin{array}{ll}x’ xy’ y\end{array})=(\begin{array}{l}\vec{x}\vec{y}\end{array})\in M_{2}(\mathbb{R})$

されるその部分集合とする。

$\vec{y},$ $n(r)\vec{y}-d(r)\vec{x}\not\in \mathbb{Z}^{2}\}$ . (2.1)

ここで、 $\vec{x},\vec{y}$ をそれぞれベクトル $(x’, x),$ $(y’, y)$ とする。 $\Xi=(_{\vec{y}}^{\vec{x}})\in$ SM2 $(r)$ の時、

$S_{m,n}^{\tau}(\Xi;r):=S_{m,n}^{\tau}(_{(0,0)}^{(1,1)}$ $(n(r)_{\tilde{X}}n(r))$ $(d(r)_{\vec{y}}d(r))$ (2.2)

と定義する。 $S_{m,n}^{\tau}(_{(0_{2}0)\overline{x}\vec{y}}^{(1,1)(n(r),n(r))(d(r),d(r))})$ は楕円 Dedekind-Rademacher 和であ

る ([Ma3] 参照)o $b’\neq b$ または $c’\neq c$ を満たす $S_{m,n}^{\tau}((0,0)zp^{c)}(1,1)(b’,b)(c’,)$ はけっして

$S_{m,n}^{\tau}(\Xi;r)$ で表せられないので、 目的の変換公式の中には現れない。記号の簡略化の

ため、
$S_{m_{2}n}(\nu x;r)=S_{m,n}(0xy1n(r)d(r)))$ $c(xy;r)=c(1, n(r), d(r);0, x, y)$

とおく ($c(1, n(r), d(r);0, x, y)$ の定義も $[Ma3|$ を参照の事)。 2次正方行列 $V=(_{cd}^{ab})$

に対して、 $j(V;\tau)=c\tau+d$ とおく。楕円 Dedekind-Rademacher 和 $S_{m,n}^{\tau}(\Xi;r)$ は保

型的性質を持ち、 $\tau$ を $i\infty$ に持っていく事により、古典的な Dedekind-Rademacher 和
$S_{m,n}(yx;r)$ になる。

PROPOSITION 2.1. $r$ を有理数、 $\Xi=(\begin{array}{ll}x’ xy y\end{array})\in SM_{2}(r)$ とする。

(i) $V\in SL_{2}(\mathbb{Z})$ の時、

$S_{m,n}^{\tau}( \Xi;r)=\frac{1}{j(V;\tau)^{m+n}}S_{m,n}^{V\tau}(\Xi {}^{t}V;r)$ . (2.3)

ただし、 ${}^{t}V$ は $V$ の転置行列を意味する。特に、 $m,$ $n\geq 3$ の時、 $S_{m,n}^{\tau}(o0$ は重さ

$m+n$ の保型形式である。
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(ii) 次が成り立っ。

${\rm Re}_{\tauarrow i}M_{\infty}S_{m,n}^{\tau}(\Xi;r)=\{\begin{array}{ll}S_{m,n}(yx;r)-\frac{1}{4}c(y’x’;r) (m=n=1,x, y\in \mathbb{Z}),S_{m,n}(yx;r) (otherwise).\end{array}$ (2.4)

証明は $[Ma3|$ に譲る。

3 無限級数 $H_{l}^{\tau}(\Xi;\alpha)$

$\alpha$ を代数的実無理数、 $l(\geq 3)$ を整数とする。 $\vec{y}\not\in \mathbb{Z}^{2}$ を満たす菖 $=(_{\vec{y}}^{\vec{x}})=(_{yy}^{x’x})\in$

M2 $(\mathbb{R})$ に対して、無限級数 $H_{l}^{\tau}(\Xi;\alpha)$ を

$H_{l}^{\tau}( \Xi;\alpha):=(-1)^{l}\frac{l!}{(2\pi i)^{l+1}}\sum_{m,m}\frac{e(\check{m}\cdot\vec{x})}{(\tau m+m)^{l}}\underline{F}(-\vec{y};\alpha(\tau m’/,+m);\tau)$ (3.1)

と定義する。ただし、和 $\sum’\ldots$
”

$\ldots$

は $(0,0)$ 以外のすべての苑 $=(m’, m)\in \mathbb{Z}^{2}$ を走

るとし、 $\vec{m}\cdot\vec{x}=m’x’+mx$ とする。次の Lemma より、 $H_{l}^{\tau}(\Xi;\alpha)$ は絶対収束し、
$\overline{x}\in \mathbb{R}^{2},\vec{y}\in \mathbb{R}^{2}\backslash \mathbb{Z}^{2}$ で連続となる。

LEMMA 3.1. $s$ を複素数、 $\lambda’,$ $\lambda$ を非負の実数とする。 ${\rm Re} s>\lambda’+\lambda+2$ の時、

$\sum_{m,m}\frac{e(\uparrow\hslash\cdot\vec{x})m^{\prime\lambda’}m^{\lambda}}{(\tau m’+m)^{\epsilon}}\underline{F}(-\vec{y};\alpha(\tau m’’.+m);\tau)$ は絶対収束する。

Proof. $I= \sum_{m,m}’|\frac{e(\vec{m}\cdot\vec{x})m^{\prime\lambda’}m^{\lambda}}{(\tau m’+m)^{s}}\underline{F}(-\vec{y};\alpha(\tau m’+m);\tau)|$ とおく。 $\tilde{x},\vec{y},$ $\tau$ を以下固定す

る。 $X$ の関数として $\underline{F}(\vec{x};X;\tau)$ は $\mathbb{Z}+\tau \mathbb{Z}$ に一位の極を持つ有理型関数なので、ある定数
$C=C(\tilde{y}, \tau)$ が存在して次が成り立っ。 $-1/2\leq\xi’,\xi\leq 1/2$ を満たす複素数 $X=\tau\xi’+\xi$

に対して、
$|X\underline{F}(\vec{y};X;\tau)|\leq C$ .

実数 $x$ に対して、整数 [[$x||$ と実数 $\langle\langle x\rangle\rangle$ を $-1/2<\langle\langle x\rangle\rangle\leq 1/2$ かつ $x=[[x|]+\langle\langle x\rangle\rangle$

をみたすように定める。 ([Ma3, $(2.4)|)$ より

$\underline{F}(-\vec{y};\alpha(\tau m’+m);\tau)=e(-y’[[\alpha m’||-y[[\alpha m||)\underline{F}(-\vec{y};\tau\langle\langle\alpha m’\rangle\rangle+\langle\langle\alpha m\rangle\rangle;\tau)$

なので、

$I \leq C\sum_{m,m}\frac{|m’|^{\lambda’}|m|^{\lambda}}{|\tau m+m|^{\theta}}\frac{1}{|\tau\langle\langle\alpha m’\rangle\rangle+(\langle\alpha m\rangle\rangle|}’,$ .
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さて、 $X^{l},$ $X$ が実数の時、

$| \tau X’+X|\geq\frac{{\rm Im}\tau}{|\tau|}|X|$ , $| \tau X’+X|\geq|\tau|^{2}{\rm Im}(-\frac{1}{\tau})|X’|$ ,
(3.2)

$|\tau X’+X|^{2}\geq 2(|\tau|-|{\rm Re}\tau|)|X’X|$
’

が成り立つことがある計算により導かれる。従って、 ある正の実数 $D=D(\tilde{y}, \tau)$ が存在
して、

$I \leq D(\sum_{m’}\sum_{m}\frac{1}{|m’|^{(\epsilon-\lambda^{r}-\lambda)/2}|m|^{(s-\lambda’-\lambda)/2}|\langle\langle\alpha m’\rangle\rangle|^{1/2}|\langle\langle\alpha m\rangle\rangle|^{1/2}}’/$

$+ \frac{1}{|\tau|^{\epsilon-\lambda-\lambda+1}}\sum_{m’}\frac{1}{|m’|^{s-\lambda’-\lambda}|\langle\langle\alpha m’\rangle\rangle|}’+\sum_{m}’\frac{1}{|m|^{s-\lambda’-\lambda}|\langle\langle\alpha m\rangle\rangle|})$

が成り立っ。 ここで、和 $\sum_{m}^{l}$ は $0$ 以外の整数全体を走るとする。 [Arl, Lemma 1] の証
明の中で級数

$\sum_{m=1}^{\infty}\frac{1}{m^{1+\epsilon}|\langle\langle\alpha m\rangle\rangle|}$

が、任意の $\epsilon>0$ に対して収束する事が得られていた。 よって、Lemma は成り立つ。 口

無限級数 $H_{l^{\mathcal{T}}}(\Xi;\alpha)$ のいくつかの性質を紹介しよう。実数 $x$ に対して、 $x$ が整数でな
い時は $\langle x\rangle$ をその小数部分 $\{x\}$ とし、整数のときは 1とする。Arakawa [Arl, Ar2] は
次の無限級数についての変換公式を与えた。

$H(\alpha, s, y,x):=\eta(\alpha, s, \langle y\rangle,x)+e(s/2)\eta(\alpha, s, \langle-y\rangle, -x)$ . (3.3)

特に、 $l(\geq 2)$ が整数の時、

$H(\alpha, -l+1, y,x)=\{\begin{array}{ll}\frac{i}{2}(\xi_{l}(x;\alpha)+i\sum_{m=1}^{\infty}\frac{e(mx)+(-1)^{l-1}e(-mx)}{m^{l}}) (y\in \mathbb{Z}),\frac{i}{2}(\xi_{l}(x+\{y\}\alpha;\alpha)-i\sum_{m}/\frac{e(m(x+\{y\}\alpha))}{m^{l}}) (y\not\in \mathbb{Z})\end{array}$

(3.4)

となる
$\circ$ ただし、 $\xi\iota(x;\alpha)$ $:= \sum^{l}\frac{e(mx)}{m^{l}}\cot\pi m\alpha$ とする。 Proposition 2.1と同じよう

に、無限級数 $H_{l}^{\tau}(\Xi;\alpha)$ は保型的性質を持ち、$\tau$ を $i\infty$ に持っていくと、$H(\alpha,$ $-l+1,$ $-y,$ $x)$

になる。

209



PROPOSITION 3.2. $\alpha$ を代数的実無理数、 $l(\geq 3)$ を整数とする。 $\Xi=(_{y}^{x’},$ $xy$ $\in$

$M_{2}(\mathbb{R})$ は $(y’, y)\not\in \mathbb{Z}^{2}$ を満たすとする。

(i) $V\in SL_{2}(\mathbb{Z})$ の時、次が成り立っ。

$H_{l}^{r}( \Xi;\alpha)=\frac{1}{j(V;\tau)^{l+1}}H_{l}^{V\tau}(\Xi {}^{t}V;\alpha)$. (3.5)

(ii) $CL_{t}(x)= \frac{1}{2}\sum_{m=1}^{\infty}\frac{e(mx)+(-1)^{l-1}e(-mx)}{m^{l}}$ とおく。 このとき、

${\rm Re}_{\tauarrow i\infty}hmH_{l}^{\tau}(\Xi;\alpha)=\{\begin{array}{ll}(-1)^{l+1}\frac{l!}{(2\pi i)^{l}}(H(\alpha, -l+1,0,x)+CL|(x)) (y\in \mathbb{Z}),(-1)^{l+1}\frac{l!}{(2\pi i)^{l}}H(\alpha, -l+1, -y,x) (y\not\in \mathbb{Z}).\end{array}$ (3.6)

が成り立っ。

証明は省略する ( $[Ma3|$ を参照せよ)。

4 Transformation Formula
この最後のセクションでは、楕円 Dedekind-Rademacher 和 $S_{m,n}^{\tau}(\Xi;\alpha)$ が現れる無

限級数 $H_{l}^{\tau}(\Xi;\alpha)$ の変換公式を与える。任意の行列 $V=(_{cd}^{ab})\in$ SL2 $(\mathbb{Z})$ に対して、
$SM_{2}(V)$ を次のような M2 $(\mathbb{R})$ の部分集合とする。

$SM_{2}(V):=\{(\begin{array}{ll}x’ xy’ y\end{array})=(\begin{array}{l}\vec{x}y\neg\end{array})\in M_{2}(\mathbb{R})\vec{y},$$d\vec{y}+c\vec{x}\not\in \mathbb{Z}^{2}\}$ . (4.1)

有理数 $r$ と行列 $V\in$ SL$2(\mathbb{Z})$ に対して、 同じ記号 $SM_{2}$ を使うことにする。 $SM_{2}(r)$ と

$SM_{2}(V)$ は、 $c\neq 0$ の時、 $SM_{2}(-d/c)=SM_{2}(V)$ という近しい関係を持つからである。
さて、 目的の変換公式を記述するため、行列 $\Xi=(_{\tilde{y}}^{z})\in$ SM2(V) と複素数 $z$ に対して、
関数 $R_{l}^{\tau}(\Xi;z;V)$ を次のように定義する。 $c\geq 0$ の時、

$R_{l}^{\tau}(\Xi;z;V):=\{\begin{array}{ll}\frac{(-1)^{l}}{l+1}\sum_{k=-1}^{l}[Matrix](-j(V, z))^{k}S_{k+1,l-k}^{\tau}(_{\vec{y}}^{-\vec{x}};\frac{d}{c}) (c>0), (4.2)0 (c=0).\end{array}$

$c<0$ の時は, $R_{l}^{\tau}(\Xi;z;V):=R_{l}^{\tau}($三$; z;-V)$ と定める。楕円 Dedekind-Rademacher 和
の連続性により、 $R_{l}^{\tau}(\Xi;z;-V)$ は $\Xi\in SM_{2}(V)$ 上で、連続関数となる。
次が目的の変換公式である。
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THEOREM 4.1. $\alpha$ を代数的実無理数、 $l\geq 3$ を整数、 $V$ をモジュラー群 $SL_{2}(\mathbb{Z})$ の

元とする。行列富が $SM_{2}(V)$ の元の時、次が成り立っ。

$H_{l}^{\tau}(\Xi;\alpha)-j(V;\alpha)^{l-1}H_{l}^{\tau}(V\Xi;V\alpha)=R_{l}^{\tau}(\Xi;\alpha;V)$. (4.3)

この定理の証明には次の二つの補題があれば良い。

LEMMA 4.2. 行列 $T$ と $S$ をそれぞれ $(\begin{array}{ll}1 10 1\end{array})$ and $(_{1}^{0}$ $-10$ と定義する。 もし

$V\in\{T^{\pm 1}, S\}$ かっ $\Xi\in SM_{2}(V)$ ならば、 (4.のは成り立つ。

LEMMA 4.3. $z$ を複素数、 $l$ を正整数、 そして $V,$ $V_{1},$ $V_{2}$ を $V=V_{2}V_{i}$ を満たすモジュ

ラー群 $SL_{2}(\mathbb{Z})$ の元とする。 $\Xi\in SM_{2}(V)\cap SM_{2}(V_{1})$ の時、

$R_{l}^{\tau}(\Xi;z;V_{1})+j(V_{1}, z)^{l-1}R_{l}^{\tau}(V_{1}\Xi;V_{1}z;V_{2})=R_{l}^{\tau}(\Xi;z;V)$ (4.4)

が成り立っ。

これらの補題の証明は [Ma2] を参照のこと。 それでは定理の証明をしよう。

Proof of Theorem 4.1. $G=\{T^{\pm 1}, S\}$ とおく。 任意の正整数 $n$ に対して、 $U_{n}$ を次のよ

うな h SL2 $(\mathbb{Z})$ の部分集合とする。

$U_{n}:=\{V=V_{n}V_{n-1}\cdots V_{1}|V_{1}, \ldots, V_{k}\in G(k=1, \ldots, n)\}$ .

モジュラー群は $G$ の元で生成されるので、任意の $V\in SL_{2}(\mathbb{Z})$ に対して、 $V\in U_{n}$ とな

る正整数 $n$ がある。 さて、 (4.3) を $n$ に関する帰納法を使って証明しよう。 $n=1$ の時

は Lemma 4.2により (4.3) は成り立つ。 $V\in U_{n-i}$ の時、 (4.3) が成り立つと仮定する。
$V\in U_{n}$ とする。 $U_{n}$ の定義より、 $V=V_{2}Vi$ となる二つの行列 $V_{1}\in G$ と $V_{2}\in U_{n-1}$ が

ある。 $i(V;\alpha)=i(V_{1;\alpha)j(V_{2;}V_{1}\alpha)}$ より、 (4.3) の左辺は

$(H_{l}^{\tau}(\Xi;\alpha)-j(V_{1};\alpha)^{l-1}H_{l}^{\tau}(V_{1}\Xi;V_{1}\alpha))+$

$j(V_{1};\alpha)^{l-1}(H_{l}^{r}(V_{1}\Xi;V_{1}\alpha)-j(V_{2};V_{1}\alpha)^{l-1}H_{l}^{\tau}(V_{2}(V_{1}\Xi);V_{2}(V_{1}\alpha)))$

となる。 $\Xi\in$ SM2 $(V)\cap$ SM2 $(V_{1})$ の時、 43と帰納法の仮定より、 これは (4.3) の右辺に
等しい。 SM2 $(V)\cap$ SM2 $(V_{1})$ は M2 $(\mathbb{R})$ において稠密であり、 $H_{t^{\tau}}(\Xi;\alpha)$ と $R_{l}^{\tau}(\Xi;\alpha;V)$

はその定義域で連続関数なので、 (4.3) は菖 $\in$ SM2(V) においても成り立つ。 口

REMARK 4.4. $\tau$ を $i\infty$ に持っていくと、 $R_{l}^{\tau}(\Xi;z;V)$ は [Ca2, Eq. $(1.2)|$ の中で扱われ

ている $f_{i+1}(-d, c;z)$ と同じになる。つまり、 (4.4) は [Ca2, Eq. $(1.11)|$ を再提供する。
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