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1. はじめに
正規母集団からの無作為標本に基づく統計量は推測において重要であるが, その応用も

興味深い. 特にその統計量が非心分布に従うことも多いが, 非心分布の形が複雑なため, そ
のパーセント点を解析的に求めることは必ずしも容易ではない. そこで, 非心分布のパー

セント点の値を求めるための近似式が従来から提案されてきた ([JKB95]). しかし非心度
が大きいときに非心分布の近似の精度はあまり良いとは言えないため, その改良が行われ
てきた ([A95], [AST95]), [To96] $)$ . また, 特に非心カイ 2乗 $(\chi^{2})$ 分布の場合に, 自由度が偶

数のときにパーセント点の近似式が得られている ( $[KA05]$ , [ATK05]).
本稿では, 自由度が奇数の場合に, 非心 $\chi^{2}$ 分布のパーセント点の近似式を求め, その良
さも数値的に評価する. また, $\chi^{2}$ 検定の検出力と非心度の観点からも非心 $\chi^{2}$ 分布の近似

の良さを数値的に評価する. さらに Akahira([A95]) の近似式を用い, $t$ 検定の検出力と非

心度の観点から非心 $t$ 分布の近似の良さも数値的に評価する.

2. 非心 $\chi^{2}$ 分布と中心 $\chi^{2}$ 分布との関係
まず, $X_{1},$ $X_{2},$ $\cdots,$

$X_{\nu}$ をたがいに独立に, いずれも標準正規分布 $N(O, 1)$ に従う確率変数

とし, $\delta_{1},$ $\delta_{2},$

$\cdots,$
$\delta_{\nu}$ を定数とする. このとき $\sum_{j=1}^{\nu}(X_{j}+\delta_{j})^{2}$ の分布は $\delta_{1},$ $\delta_{2},$

$\cdots,$
$\delta_{\nu}$ にそれ

らの 2乗の和を通してのみ依存する. この分布を自由度 $\nu$ , 非心度 $\lambda:=\sum_{j}^{\nu}=1\delta_{j}^{2}$ をもつ非

心 $\chi^{2}$ 分布といい, これを $\chi^{2}(\nu;\lambda)$ と表わし, これに従う確率変数を $\chi_{\nu,\lambda}^{2}$ と表わす. いま

$\chi_{\nu_{\dagger}\lambda}^{2}=\sum_{j=1}^{\nu}(U_{j}+\delta_{j})^{2}$

とすれば, その積率母関数 (m.g工)

$g_{\chi_{\nu,\lambda}^{2}}( \theta)=E[\exp\{\sum_{j=1}^{\nu}\theta(U_{j}+\delta_{j})^{2}\}]$

$=(1-2 \theta)^{-\nu/2}e^{-\lambda/2}\exp\{\frac{1}{2}\lambda(1-2\theta)^{-1}\}$

$= \sum_{j=0}^{\infty}\frac{1}{j!}e^{-\lambda/2}(\frac{\lambda}{2})^{j}(1-2\theta)^{-(\nu+2j)/2}$ (2.1)
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となり, (21) における $(1-2\theta)^{-(\nu+2j)/2}$ は自由度 $\nu\dashv- 2j$ をもつ (中心) $\chi$2分布に従う確率

変数 $\chi_{\nu+2J}^{2}$ の m.g. $f$. になっていることに注意 $($ [JKB95] $)$ . ここで, $Y_{\lambda}$ をボアソン分布 $Po(\lambda)$

に従う確率変数とすれば, (2.1) から

$P\{\chi_{\nu,\lambda}^{2}\leq t\}=P\{\chi_{\nu+2Y_{\lambda/2}}^{2}\leq t\}$, $t>0$ (2.2)

となる. 実際

$P\{\chi_{\nu+2Y_{\lambda/2}}^{2}\leq t\}=E[P\{\chi_{\nu+2Y_{\lambda/2}}^{2}\leq t|Y_{\lambda/2}\}]$

$=E[ \int_{0}^{t}\frac{1}{2\Gamma((\nu/2)+Y_{\lambda/2})}(\frac{x}{2})^{(\nu/2)+Y_{\lambda/2}-1}e^{-x/2}dx]$

$= \int_{0}^{t}\sum_{k=0}^{\infty}\frac{e^{-\lambda/2}(\lambda/2)^{k}}{k!}\frac{1}{2\Gamma((\nu/2)+k)}(\frac{x}{2})^{(\nu/2)+k-1}e^{-x/2}dx$ (2.3)

$=P\{\chi_{\nu,\lambda}^{2}\leq t\}$

になって, (2.2) を得る.

3. 非心 $\chi^{2}$ 分布の近似

まず, 自由度 $\nu$ , 非心度 $\lambda$ をもつ非心 $\chi^{2}$ 分布 $\chi^{2}(\nu;\lambda)$ に従う確率変数 $\chi_{\nu,\lambda}^{2}$ の確率密度関

数 $(p.d.f.)$ は (2.3) より

$f_{\chi_{\nu,\lambda}^{2}}(x;\nu, \lambda)=\{\begin{array}{ll}e^{-\lambda/2}\sum_{k=1}^{\infty}\frac{1}{k1}(\frac{\lambda}{2})^{k}\frac{1}{2\Gamma((\nu/2)+k)}(\frac{x}{2})^{(\nu/2)+k-1}e^{-x/2} (x>0),0 (x\leq 0),\end{array}$

$(\nu=1,2, \cdots;0<\delta<\infty)$

となる.

(i) 自由度 $\nu$ が偶数の場合 ([KA05]): 確率変数 $\chi_{\nu,\lambda}^{2}$ の累積分布関数 $(c.d.f.)$ は

$F_{\chi_{\nu,\lambda}^{2}}(x)=P\{\chi_{\nu,\lambda}^{2}\leq x\}=P\{Y_{x/2}-Y_{\lambda/2}\geq\nu/2\}$ $(x>0)$ (3.1)

となる $([JKB95],$ $[Ta75])$ . ただし, $Y_{x/2},$ $Y_{\lambda/2}$ はそれぞれボアソン分布 $Po(x/2),$ $Po(\lambda/2)$

に従う独立な確率変数とする. このとき $T:=Y_{x/2}-Y_{\lambda/2}$ のキュムラント母関数 $($ c.g. $f.)$ は

$K_{T}( \theta)=\frac{x}{2}(e^{\theta}-1)+\frac{\lambda}{2}(e^{-\theta}-1)=\sum_{j=1}^{\infty}\frac{1}{2}\{x+(-1)^{j}\lambda\}\frac{\theta^{j}}{j!}$

となる. これより $T$ の $i$ 次キュムラントは

$\kappa_{j}(T)=\frac{1}{2}\{x+(-1)^{j}\lambda\}$ $(j=1,2, \cdots)$ (3.2)

になるから

$E(T)= \frac{1}{2}(x-\lambda)$ , $V(T)= \frac{1}{2}(x+\lambda)$
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になり,

$Z:= \frac{T-\frac{1}{2(}(x-\lambda)}{\sqrt{\frac{1}{2}x+\lambda)}}$

とすれば, (3.1) より連続補正によって

$P \{\chi_{\nu,\lambda}^{2}>x\}=1-P\{T\geq\nu/2\}=1-P\{T\geq\frac{\nu}{2}-\frac{1}{2}\}$

$=P \{Z<\frac{\nu-(x-\lambda)-1}{\sqrt{2(x+\lambda)}}\}=:.F_{Z}(z)$ (3.3)

となる. ただし

$z= \frac{\nu-(x-\lambda)-1}{\sqrt{2(x+\lambda)}}$

とする. そこで, (3.2) を用いて (3.3) を Edgeworth展開すれば

$F_{Z}(z) \approx\Phi(z)-\phi(z)\{\frac{\sqrt{2}(x-\lambda)}{6(x+\lambda)^{3/2}}(z^{2}-1)+\frac{1}{12(x+\lambda)}(z^{3}-3z)$

$+ \frac{(x-\lambda)^{2}}{36(x+\lambda)^{3}}(z^{5}-10z^{3}+15z)-\frac{1}{12(x+\lambda)}z\}=:\tilde{F}_{Z}(z)$ $($3.4 $)$

となる. ただし $\Phi,$ $\phi$ はそれぞれ $N(0,1)$ の cdf., pdf. とする. よって $1-\tilde{F}_{Z}(z)$ により

$\chi_{\nu,\lambda}^{2}$ の c.d. $f$. は近似される. さらに, (3.3), (3.4) より

$\tilde{F}_{Z}(z)=\alpha$

をみたす $z=z_{\alpha}$ により, 非心 $\chi^{2}$ 分布 $\chi^{2}(\nu;\lambda)$ の上側 100 $\alpha$% 点の近似値を求めることがで
きる.

(ii) 自由度 $\nu$ が奇数の場合: まず, (2 $.2)$
)

より

$P\{\chi_{\nu,\lambda}^{2}\geq t\}=P\{\chi_{\nu+2Y_{\lambda/2}}^{2}\geq t\}$ , $t>0$ (3.5)

となる. ここで $\nu$ を奇数として $\nu=2m-1(m=1,2, \cdots)$ とする. いま, $\chi_{\nu}^{2}$ を自由度 $\nu$ の

$\chi^{2}$ 分布に従う確率変数とすると, 部分積分を行うことによって, 任意の $t>0$ について

$P \{\chi_{\nu}^{2}\geq t\}=/t\infty\frac{1}{2^{m-}(1/2)\Gamma(m-(1/2))}u^{m-(3/2)}e^{-u/2}du$

$= \frac{t^{m-(3/2)}e^{-t/2}}{2^{m-}(3/2)\Gamma(m-(1/2))}+\frac{1}{2^{m-(3/2)}\Gamma(m-(3/2))}\int^{\infty}u^{m-(5/2)}e^{-u/2}du$
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$= \frac{t^{m-(3/2)}e^{-t/2}}{2^{m-}(3/2)\Gamma(m-(1/2))}+\frac{t^{m-(5/2)}e^{-t/2}}{2^{m-}(5/2)\Gamma(m-(3/2))}+\cdots+\frac{t^{m-((2m-1)/2)}e^{-t/2}}{2^{m-}((2m-1)/2)\Gamma(m-((2m-3)/2))}$

$+ \int_{t}^{\infty}\frac{1}{\sqrt{2}\Gamma(1/2)}u^{-1/2}e^{-u/2}du$

$= \sqrt{\frac{2}{\pi}}t^{1/2}e^{-t/2}\{1+\frac{t}{1\cdot 3}+\frac{t^{2}}{1\cdot 3\cdot 5}+\cdots+\frac{t^{m-2}}{1\cdot 3\cdots(2m-3)}\}+2\{1-\Phi(\sqrt{t})\}$

(3.6)

になる. そこで, 次のような確率量関数 $(p.m.f.)p_{\rho}$ に従う確率変数ろを考える.

$p_{\rho}(z)=P\{Z_{\rho}=z\}=\{\begin{array}{ll}\frac{1}{\Gamma(z+(1/2))}\rho^{z-(1/2)}e^{-\rho} (z=1,2, \cdots),2\{1-\Phi(\sqrt{\rho})\} (z=0),0 (\text{その他}).\end{array}$ (3.7)

ただし, $\rho>0$ とする. このとき

$P\{\chi_{\nu}^{2}\geq t\}=P\{Z_{t/2}\leq m-1\}$ (3.8)

となる. 実際, (3.6), (3.7) より

$P \{Z_{t/2}\leq m-1\}=\sum_{z=1}^{m-1}\frac{1}{\Gamma(z+(1/2))}(\frac{t}{2})^{z-(1/2)}e^{-\iota/2}+2\{1-\Phi(\sqrt{t})\}$

$=P\{\chi_{\nu}^{2}\geq t\}$

となるから, $($ 3.8 $)$ が成り立っ. よって, $($ 3.5 $)$ , $($ 3.8 $)$ より

$P\{\chi_{2m-1,\lambda}^{2}\geq t\}=P\{\chi_{2m-1+2Y_{\lambda/2}}^{2}\geq t\}$

$=P\{Z_{t/2}\leq m+Y_{\lambda/2}-1\}$

$=P\{Z_{t/2}-Y_{\lambda/2}\leq m-1\}$ (3.9)

となる. ここで $Z_{t/2}$ と $Y_{\lambda/2}$ はたがいに独立とする. このとき

$T_{t,\lambda}:=Z_{t/2}-Y_{\lambda/2}$

とおく. いま, $Z_{\rho}$ の m.g. $f$. は

$g_{\rho}(\theta):=E[e^{\theta Z_{\rho}}]$

$= \sum_{z=1}^{\infty}\frac{1}{\Gamma(z+(1/2))}\rho^{z-(1/2)}e^{\theta z}e^{-\rho}+2\{1-\Phi(\sqrt{2\rho})\}$

$=e^{\rho(e^{\theta}-1)+(\theta/2)} \sum_{z=1}^{\infty}\frac{(\rho e^{\theta})^{z-(1/2)}}{\Gamma(z+(1/2))}e^{-\rho e^{\theta}}+2\{1-\Phi(\sqrt{2\rho})\}$ $($3.10 $)$

12



となる. 一方, $p_{\rho}$ が p.m. $f$ . であるから, (3.7) より

$1= \sum_{z=0}^{\infty}p_{\rho}(z)=\sum_{z=1}^{\infty}\frac{\rho^{z-(1/2)}}{\Gamma(z+(1/2))}e^{-\rho}+2\{1-\Phi(\sqrt{2\rho})\}$

となる. よって

$\sum_{z=1}^{\infty}\frac{1}{\Gamma(z+(1/2))}\rho^{z-(1/2)}e^{-\rho}=1-2\{1-\Phi(\sqrt{2\rho})\}=2\Phi(\sqrt{2\rho})-1$ (3.11)

となる. そこで (3.11) を (3.10) に代入すると

$g_{\rho}(\theta)=e^{\rho(e^{\theta}-1)+(\theta/2)}\{2\Phi(\sqrt{2\rho e^{\theta}})-1\}+2\{1-\Phi(\sqrt{2\rho})\}$ (3.12)

となり,

$E(Z_{\rho})=[ \frac{\partial}{\partial\theta}\log g_{\rho}(\theta)]_{\theta=0}=(\rho+\frac{1}{2})\{2\Phi(\sqrt{2\rho})-1\}+\sqrt{2\rho}\phi(\sqrt{2\rho})$ (3.13)

となる. このとき, Mills 比より $\rhoarrow\infty$ のとき

$\Phi(\sqrt{2\rho})=1-\phi(\sqrt{2\rho})\{\frac{1}{\sqrt{\rho}}-\frac{1}{(2\rho)^{3/2}}+O(\frac{1}{\rho^{2}})\}$

となるから, $($3.13 $)$ に代入すると

$E(Z_{\rho})= \rho+\frac{1}{2}+O(\sqrt{\rho}\phi(\sqrt{2\rho}))$

となる. 同様にして, $Z_{\rho}$ の分散, 3次のキュムラント, 4次のキュムラントはそれぞれ

$V(Z_{\rho})=\rho+O(\rho\sqrt{\rho}\phi(\sqrt{2\rho}))$ ,

$\kappa_{3}(Z_{\rho})=\rho+O(\rho^{2}\sqrt{\rho}\phi(\sqrt{2\rho}))$ ,

$\kappa_{4}(Z_{\rho})=\rho+O(\rho^{3}\sqrt{\rho}\phi(\sqrt{2\rho}))$ ,

となる. 一方, $Y_{\lambda/2}$ はボアソン分布 $Po(\lambda/2)$ に従うことから, その平均, 分散, 3次のキュ

ムラント, 4次のキュムラントはそれぞれ

$E(Y_{\lambda/2})=V(Y_{\lambda/2})=\kappa_{3}(Y_{\lambda/2})=\kappa_{4}(Y_{\lambda/2})=\lambda/2$

となる. ここで $\rho=t/2$ とし, $Z_{t/2}$ と $Y_{\lambda/2}$ がたがいに独立であることに注意すれば, $T_{t,\lambda}=$

$Z_{t/2}-Y_{\lambda/2}$ の 4次までのキュムラントは

$E(T_{t,\lambda})= \frac{1}{2}(t-\lambda+1)+O(\sqrt{t}\phi(\sqrt{t}))$ ,

$V(T_{t,\lambda})= \frac{1}{2}(t+\lambda)+O(t\sqrt{t}\phi(\sqrt{t}))$ ,
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$\kappa_{3}(T_{t,\lambda})=\frac{]}{2}(t-\lambda)+O(t^{2}\sqrt{t}\phi(\sqrt{t}))$ ,

$\kappa_{4}(T_{t,\lambda})=\frac{1}{2}(t+\lambda)+O(t^{3}\sqrt{t}\phi(\sqrt{t}))$

になる. そこで, $T_{t,\lambda}$ を規準化して

$Z:= \{T_{t,\lambda}-\frac{1}{2}(t-\lambda+1)\}/\sqrt{\frac{1}{2}(t+\lambda)}$

とし, (3.9) において連続補正を用いると

$P \{\chi_{2m-1,\lambda}^{2}\geq t\}=P\{T_{t,\lambda}\leq m-1\}=P\{T_{t,\lambda}\leq m-\frac{1}{2}\}$

$=P \{Z\leq(m-\frac{1}{2}(t-\lambda)-1)/\sqrt{\frac{1}{2}(\text{オ}+\lambda)}\}$

$=:F_{Z}(z)$

となる. ただし,

$z:= \{m-\frac{1}{2}(t-\lambda)-1\}/\sqrt{\frac{1}{2}(t+\lambda)}$

$= \frac{2(m-1)-(t-\lambda)}{\sqrt{2(t+\lambda)}}=\frac{\nu-(t-\lambda)-1}{\sqrt{2(t+\lambda)}}$

とする. このとき, $F_{Z}(z)$ に Edgeworth展開を適用すると, 十分大きい $t$ について

$F_{Z}(z) \approx\Phi(z)-\phi(z)\{\frac{\sqrt{2}(t-\lambda)}{6(t+\lambda)^{3/2}}(z^{2}-1)-\frac{1}{12(t+\lambda)}z+\frac{1}{12(t+\lambda)}(z^{3}-3z)$

$+ \frac{(t-\lambda)^{2}}{36(t+\lambda)^{3}}(z^{5}-10z^{3}+15z)\}=:\tilde{F}_{Z}(z)$ $($3.14 $)$

となる. そして, $\tilde{F}_{Z}(z)=\alpha$ となる $z=-z_{\alpha}$ を求め,

$-z_{\alpha} \sqrt{\frac{1}{2}(t+\lambda)}=m-\frac{1}{2}(t-\lambda)-1$

となる $t=t_{\alpha}$ を求めれば, これが非心 $\chi^{2}$ 分布 $\chi^{2}(2m-1, \lambda)$ の上側 100$\alpha$% 点の近似値に

なる.

さて, (3.4), (3.14) を比較すると $\nu$ が奇数の場合も偶数の場合も $\tilde{F}_{Z}$ は全く同じになり,

パーセント点の近似も同じになる. なお, (i) の $T=Y_{x/2}-Y_{\lambda/2}$ と (ii) の $T_{t\lambda,\}}=Z_{t/2}-Y_{\lambda/2}$

の 4次までのキュムラントで異なるのは平均のみで

$E(T_{t,\lambda})-E(T)= \frac{1}{2}$

となり, これは (i), (ii) における規準化した確率変数 $Z$ の分布の $o(1/t)$ のオーダーまでの

Edgeworth展開には, $\nu$ が奇数, 偶数であることは影響しないことが分かる.

14



次に, $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n}$ を互いに独立に, 各 $X_{i}$ が正規分布 $N(\mu_{i}, \sigma^{2})$に従うとし, $\mu_{i}(i=1, \cdots, n)$

は既知で $\sigma^{2}$ は未知とする. このとき, $\sum_{i=1}^{n}X_{i}^{2}/\sigma^{2}$ が自由度 $n$ , 非心度 $\lambda:=\sum_{i=1}^{n}\mu_{i}^{2}/\sigma^{2}$ の

非心 $\chi^{2}$ 分布 $\chi^{2}(n;\lambda)$ に従うことが分かる. このとき非心度 $\lambda$ の 100(1– $\alpha$)%信頼区間を
漸近的に求めよう. まず, $\tilde{F}_{Z}(z)=\alpha/2$ となる $z$ を $z_{2},1-\tilde{F}_{Z}(z)=\alpha/2$ となる $z$ を $z_{1}$ とす

ると

$1-\alpha\approx P\{z_{2}<Z<z_{1}\}=\tilde{F}_{Z}(z_{1})-\tilde{F}_{Z}(z_{2})$

$=1-\tilde{F}_{Z}(z_{2})-\{1-\tilde{F}_{Z}(z_{1})\}$

$\approx P\{\chi_{\nu,\lambda}^{2}\leq x_{2}\}-P\{\chi_{\nu,\lambda}^{2}<x_{1}\}$

$=P\{x_{1}\leq\chi_{\nu,\lambda}^{2}\leq x_{2}\}$ (3.15)

になる. ただし

$z_{i}= \frac{\nu-(x_{i}-\lambda)-1}{\sqrt{2(x_{i}+\lambda)}}$ $(i=1,2)$

とする. このとき, $\lambda$ の定義と $($3.15) から

$P \{x_{1}\leq\frac{1}{\sigma^{2}}\sum_{i--1}^{n}X_{i}^{2}\leq x_{2}\}$

$=P \{x_{1}\leq\frac{\lambda}{\sum_{i=1}^{n}\mu_{i}^{2}}\sum_{i=1}^{n}X_{i}^{2}\leq x_{2}\}$

$=P \{\frac{x_{1}\sum_{i--1}^{n}\mu_{i}^{2}}{\sum_{i=1}^{n}X_{i}^{2}}\leq\lambda\leq\frac{x_{2}\sum_{i=1}^{n}\mu_{i}^{2}}{\sum_{i=1}^{n}X_{i}^{2}}\}$

となり, 区間

$[ \frac{x_{1}\sum_{i=1}^{n}\mu_{i}^{2}}{\sum_{i=1}^{n}X_{i}^{2}},$ $\frac{x_{2}\sum_{i=1}^{n}\mu_{i}^{2}}{\sum_{i=1}^{n}X_{i}^{2}}]$

が $\lambda$ の漸近的に 100(1– $\alpha$)%信頼区間になる.

4. $\chi^{2}$ 検定の検出力と非心度
非心度 $\lambda$ について, 仮説 $H$ : $\lambda=0$ , 対立仮説 $K$ : $\lambda>0$ の水準 $\alpha$ の検定問題において,

検出力が $1-\beta$ となる非心度の値が適当な $\alpha,$ $\beta,$ $\nu$ に対して得られている ([Y77]). そこで,
$\chi_{\alpha}^{2}$ を自由度 $\nu$ の中心 $\chi^{2}$ 分布 $\chi^{2}(\nu)$ の上側 100$\alpha$% 点とすると, 非心 $\chi^{2}$ 分布 $\chi^{2}(\nu;\lambda)$ に従

う確率変数 $\chi_{\nu_{t}\lambda}^{2}$ について

$1-\beta=P\{\chi_{\nu,\lambda}^{2}\geq\chi_{\alpha}^{2}\}\approx\tilde{F}_{Z}(z_{\alpha})$ (4.1)

から $\lambda$ の近似値を求める. ただし

$z_{\alpha}= \frac{\nu-(\chi_{\alpha}^{2}-\lambda)-1}{\sqrt{2(\chi_{\alpha}^{2}+\lambda)}}$

15



とする. このとき, [Y77] で与えられた $\alpha=0.05,$ $\nu=1(1)40$ ,50(10)120, $1-\beta=0.1$ (0.1)0.9

のときの値を真値として, (4.1) から得られた近似値を比較する (付表 1$\sim$4参照). ここで,

(3.14) の $\tilde{F}_{Z}(z)$ の $\{\cdots\}$ の中の第 2項目までの近似値も比較的良いが, $1-\beta$ が大きくなる

と, 少し精度が落ちるので, $\tilde{F}_{Z}(z)$ の $\{\cdots\}$ の中のすべての項を用いた方が良い精度をもつ.

5. 両側 $t$ 検定の検出力と非心度
まず, $Z$ を標準正規分布 $N(0,1)$ に従う確率変数とし, $S^{2}$ を $Z$ と独立な確率変数とし,

$\nu S^{2}$ が自由度 $\nu$ の中心 $\chi^{2}$ 分布 $\chi^{2}(\nu)$ に従うとする. このとき, $S:=$ 〉$\sqrt{S^{2}}$ として

$T_{\nu,\delta}:= \frac{Z+\delta}{S}$

とおくと, これは自由度 $\nu$ , 非心度 $\delta$ の非心 $t$ 分布 $t(\nu, \delta)$ に従い, その p.d.$f$ . は

$f_{T_{\nu,\delta}}(t; \nu, \delta)=\frac{e^{-\delta^{2}/2}}{\sqrt{\pi\nu}\Gamma(\nu/2)}\sum_{k=0}^{\infty}\frac{(\sqrt{2}\delta)^{k}}{k!}\Gamma(\frac{\nu+k+1}{2})(\frac{t}{\sqrt{\nu}})^{k}(1+\frac{t^{2}}{\nu})^{-(\nu+k+1)/2}$

$(t\in R^{1};\nu=1,2, \cdots;\delta\in R^{1})$

になる. ただし, $\Gamma(\cdot)$ はガンマ関数とする. このとき, $Z$ と $S$ の線形結合に基づく統計量に

Comish-Fisher展開を適用することで, 次の定理を得る.

定理 ([A95]) 自由度 $\nu$ , 非心度 $\delta$ の非心 $t$ 分布 $t(\nu, \delta)$ の上側 100$\alpha$% 点 $t_{\alpha}$ の $o(\nu^{-3})$ までの

近似は, 次式より導かれる.

(5.1)$\frac{t_{\alpha}b_{\nu}-\delta}{\sqrt{1+t_{\alpha}^{2}(1-b_{\nu}^{2})}}=u_{\alpha}-\frac{t_{\alpha}^{3}(u_{\alpha}^{2}-1)}{24\{1+t_{\alpha}^{2}(1-b_{\nu}^{2})\}^{3/2}}\{\frac{1}{\nu^{2}}+\frac{1}{4\nu^{3}}+O(\frac{1}{\nu^{4}})\}$

ただし, $u_{\alpha}$ は $N(0,1)$ の上側 100$\alpha$% 点とし,

$b_{\nu}= \sqrt{\frac{2}{\nu}}\Gamma(\frac{\nu+1}{2})/\Gamma(\frac{\nu}{2})$

とする.

次に, 非心度 $\delta$ について, 仮設 $H$ : $\delta=0$ , 対立仮説 $K$ : $\delta\neq 0$ の水準 $\alpha$ の検定問題に

おいて, 検出力が $1-\beta$ となる非心度の値が適当な $\alpha,$
$\beta,$ $\nu$ に対して得られている ([Y77]).

そこで, $t_{\alpha/2}$ を自由度 $\nu$ の中心 $t$ 分布 $t(\nu)$ の上側 100( $\alpha$/2)%点とすると, 非心 $t$ 分布 $t(\nu, \delta)$

に従う確率変数 $T_{\nu,\delta}$ について

$1-\beta=P\{T_{\nu,\delta}\geq t_{\alpha/2}\}=1-F_{T_{\nu_{1}\delta}}(t_{\alpha/2})$,

すなわち

$F_{T_{\nu_{\dagger}\delta}}(t_{\alpha/2})=\beta$ (5.2)
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となる $\delta$ の近似値を, (5.1) においてちに $t_{\alpha/2}$ を代入して求める. ただし, $F_{T_{\nu,\delta}}$ を $T_{\nu,\delta}$ の

c.d. $f$ . とする. そして, [Y77] で与えられた, $\alpha=0.10,$ $\nu=1(5)30$,30(10)60,
80, 120, $1-\beta=0.2(0.1)0.9$ のときの値を真値として, (5.1) から得られた近似値を比較す
る $($付表 5$\sim$8参照 $)$ .

6. おわりに
本稿において, 非心 $\chi^{2}$ 分布のパーセント点の近似式が自由度が奇数の場合にも, 偶数の

場合と同じになることを示した. そして, 非心 $\chi^{2}$ 分布の近似の良さを $\chi^{2}$ 検定の検出力と
非心度の観点も含めて数値的に評価した. その結果, その近似がかなり良いことを確認し
た. また, 非心 $t$ 分布の近似についても同様の観点から評価し, 同様の結論を得た.
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付表 1 非心 $\chi^{2}$ 分布 $\chi^{2}(\nu;\lambda)$ における検出力と非心度: $\alpha=0.05,$ $\nu,$ $1-\beta$ を与えたとき
の $\lambda$ の真値 ([Y77]).
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付表 1(続) 非心 $\chi^{2}$ 分布 $\chi^{2}(\nu;\lambda)$ における検出力と非心度: $\alpha=0.05,$ $\nu,$ $1-\beta$ を与えた

ときの $\lambda$ の真値 ([Y77]).
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付表 2 非心 $\chi^{2}$ 分布 $\chi^{2}(\nu;\lambda)$ における検出力と非心度: $\alpha=0.05,$ $\nu,$ $1-\beta$ を与えたとき
の (4.1) による $\lambda$ の近似値
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付表 2(続) 非心 $\chi^{2}$ 分布 $\chi^{2}(\nu;\lambda)$ における検出力と非心度: $\alpha=0.05,$ $\nu,$ $1-\beta$ を与えた

ときの (4.1) による $\lambda$ の近似値
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付表 3 非心 $\chi^{2}$ 分布 $\chi^{2}(\nu;\lambda)$ における検出力と非心度: $\alpha=0.05,$ $\nu,$ $1-\beta$ を与えたとき
の $\lambda$ の近似誤差 (真値一近似値)
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付表 3(続) 非心 $\chi^{2}$ 分布 $\chi^{2}(\nu;\lambda)$ における検出力と非心度: $\alpha=0.05,$ $\nu,$ $1-\beta$ を与えた

ときの $\lambda$ の近似誤差 (真値一近似値)
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付表 4 非心 $\chi^{2}$ 分布 $\chi^{2}(\nu;\lambda)$ における検出力と非心度: $\alpha=0.05,$ $\nu,$ $1-\beta$ を与えたとき
の $\lambda$ の近似相対誤差 ((真値一近似値)/真値 $\cross 100$ )
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付表 4(続) 非心 $\chi^{2}$ 分布 $\chi^{2}(\nu;\lambda)$ における検出力と非心度: $\alpha=0.05,$ $\nu,$ $1-\beta$ を与えた

ときの $\lambda$ の近似相対誤差 ((真値一近似値)/真値 $\cross 100$ )
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付表 5 非心 $t$ 分布 $t(\nu;\delta)$ における検出力と非心度: $\alpha=0.10,$ $\nu,$ $1-\beta$ を与えたときの $\delta$

の真値 ([Y77]).

付表 6 非心 $t$ 分布 $t(\nu;\delta)$ における検出力と非心度: $\alpha=0.10,$ $\nu,$ $1-\beta$ を与えたときの
$($ 5.1 $)$ による $\delta$ の近似値
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付表 7 非心 $t$ 分布 $t(\nu;\delta)$ における検出力と非心度: $\alpha=0.10,$ $\nu,$ $1-\beta$ を与えたときの $\delta$

の近似誤差 (真値一近似値)

付表 8 非心 $t$ 分布 $t(\nu;\delta)$ における検出力と非心度: $\alpha=0.10,$ $\nu,$ $1-\beta$ を与えたときの $\delta$

の近似相対誤差 ((真値一近似値)/真値 $\cross 100$ )
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