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1 はじめに

統計的推測理論において適当な損失関数の下でリスクを評価し, 提起された推定量が
許容的であるかまたは非許容的であるかを決定する問題は重要である. 損失関数として

は解析的にも扱いやすい, 不偏推定量に対してはリスクが分散と一致するといった理由
等から通常, 2乗誤差損失を用いることが多い. Cohen[2] は多変量正規分布の母平均の

線型結合の推定問題を 2乗誤差損失の下で考え, 線型推定量が許容的となるための必要
十分条件を与えた. しかし, 2乗誤差損失とは異なる損失関数の場合には解析的にも取り

扱い難い面もあり, あまり論じられてこなかったようである. Varian [8] は, 現実問題と

して, 過大評価によって被る損失と過小評価によって被る損失が必ずしも対称ではない

ことから, 非対称な損失関数である LINEX 損失関数を提案した (Zellner [9]). これは,
被推定関数 $g(\theta)$ の推定量 $\delta$ に対して,

$L(\theta,$ $\delta)=b[\exp\{a(\delta-g(\theta))\}-a(\delta-g(\theta))-1]$ (1.1)

と定義される. ただし, $a\neq 0,$ $b>0$ である. LINEX 損失の下での推定量の許容性に関
する研究としては, 例えば, Rojo [4] は 1変量正規分布の母平均の推定において, 線型推
定量が許容的となるための必要十分条件について論じている.

最近, Tanaka and Tatsukawa [7] はこれらの結果の拡張を与えた. 本論の目的は, これ

ら一連の結果の概説を与えることである.
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2 準備

本章では本論において必要となる定義, 定理及び補題を挙げておく.

確率ベクトル $X$ は確率密度関数 $f(x, \theta)(x\in \mathcal{X}\subset \mathbb{R}^{p})$ をもつ分布に従うとする. ただ

し, $\theta$ は未知で, $\theta\in\Theta\subset \mathbb{R}^{p}$ とする. $X$ に基づく $g(\theta)$ の推定量を $\delta(X)$ とし, 損失関数を
$L(\theta, \delta)$ とする. このとき, リスク関数 $R(\theta, \delta)$ は $R(\theta, \delta):=E_{\theta}[L(\theta, \delta)]$ と定義される.

定義 $R(\theta, \delta)$ を $\delta$ のリスク関数とする.

$($ I) 次の 2つの条件

(i) $R(\theta, \delta_{1})\leq R(\theta, \delta_{2})(\forall\theta\in\Theta)$

(ii) $R(\theta,\delta_{1})<R(\theta, \delta_{2})(\exists\theta_{0}\in e)$

が成立するとき, $\delta_{1}$ は $\delta_{2}$ を優越しているという.

(II) ある推定量 $\delta$ に対して, それを優越している推定量 $\delta^{*}$ が存在するとき, $\delta$ は非許

容的であるという.

(III) $\delta$ が非許容的でないとき, $\delta$ は許容的であるいう.

補題 1一意の Bayes推定量は許容的である.

証明 $\delta$ を事前分布 $\pi$ に関する一意の Bayes推定量とする. ここで, 推定量 $\delta’$ が $\delta$ を優

越しているとすれば,

$\int_{e}R(\theta, \delta’)\pi(\theta)d\theta\leq\int_{\Theta}R(\theta, \delta)\pi(\theta)d\theta$

が成立する. これは $\delta$ が一意の Bayes推定量あることに矛盾する. $\blacksquare$

補題 2 $p$次元ベクトル $a_{p}$ と $b_{p}$ が $a_{p}^{f}b_{p}>0$ を満たすとき, $Ka_{p}$ と $Kb_{p}$ の成分がすべて

正となるような直交行列 $K$ が存在する.

証明 $p$ に関する数学的帰納法による. $\blacksquare$

これらの補題を用いることにより, 線型推定量の許容性に関して, 次の結果が得られ

ている.
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定理 1 $($Cohen[2] $)^{}$ $X$ を $p$変量正規分布 $N_{p}(\theta, \Sigma)t_{\vee,\prime}^{\vee}$従う確率ベクトルとする. $\varphi’\theta$ の推
定量 $\gamma’X+k(\gamma\in \mathbb{R}^{p}, k\in \mathbb{R})$ が 2乗誤差損失の下で許容的であるための必要十分条件
は, 次のいずれかの条件を満たすことである.

( $i$ ) $( \gamma-\frac{\varphi}{2})’\Sigma(\gamma-\frac{\varphi}{2})\leq\frac{1}{4}\varphi’\Sigma\varphi$ かっ $\gamma\neq\varphi$ .

(ii) $\gamma=\varphi$ かつ $k=0$ .

定理 2 (Rojo [4]) $X$ を 1変量正規分布 $N(\theta, 1)l_{\overline{\vee}}$従う確率変数とする. $\theta$の推定量 $\gamma X+k$

$(\gamma\in \mathbb{R}, k\in \mathbb{R})$ が LINEX損失の下で許容的であるための必要十分条件は, 次のいずれか
の条件を満たすことである.

($i$ ) $\gamma\in[0,1)$ .

(ii) $\gamma=1$ かつ $k=- \frac{a}{2}$ .

次に, 2乗誤差と LINEX損失関数の関係について述べる.

補題 3 $L(\theta, \delta)$ を (1.1) で定義された LINEX損失関数とする. このとき

$\frac{2}{a^{2}b}L(\theta, \delta)arrow(\delta-g(\theta))^{2}$ $(aarrow 0)$

が成り立っ.

証明 容易であるので省略する.
$\blacksquare$

LINEX 損失関数 (1.1) は $a=0$ では定義されていないが, 補題 3により係数を適当
に修正することにより, $a=0$ では 2乗誤差と見なすことができる. そこで, 本論では,
Cohen [2] 及び Rojo [4] の結果を一般化して, 以下のような問題について考察する.

$X$ を $p$ 変量正規分布 $N_{p}(\theta, \Sigma)$ に従う確率ベクトルとする. ここで, 平均ベクトル
$\theta(\in \mathbb{R}^{p})$ は未知であり, $\Sigma$ は既知であるとする. このとき, 与えられた既知ベクトル
$\varphi(\in \mathbb{R}^{p}\backslash \{0\})$ に対して, $\theta$ の関数 $g(\theta)=\varphi’\theta$ の推定問題を LINEX 損失関数 (1,1) の下
で考え, 線型推定量

$\delta(\gamma, k):=\gamma’X+k$

が許容的となるための $\gamma(\in \mathbb{R}^{k})$ 及び $k(\in \mathbb{R})$ に関する必要十分条件について考える.

ここで, これらを議論する上で用いる補題について述べる.
lCohen [2] の Theorem2.2の証明では不備があるが, 本論での補題 2を用いて証明することが出来る.
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補題 4 $($Karlin $[3])^{2}S(\theta)$ を $\Theta=(\underline{\theta},\overline{\theta})$ 上で定義された区分的に連続な非負値関数とし,
適当な正値関数 $K(\theta)$ が存在して, 全ての $u,$ $v\in\Theta$ に対して

$\int_{u}^{v}S(\theta)d\theta\leq$ �侶 ( $v$ ) $/k(v)+\sqrt{S(u)}\sqrt{K(u)}$

が成り立つものとする. このとき, 適当な $d\in\Theta$ が存在して

$\lim_{carrow\overline{\theta}}\int_{d}^{c}\frac{d\theta}{K(\theta)}=\lim_{carrow\underline{\theta}}\int_{c}^{d}\frac{d\theta}{K(\theta)}=\infty$

が成り立てば, $a$ $a.\theta\in\Theta$ に対して $S(\theta)=0$ となる.

補題 4及び Tanaka[6] と同様の手法を用いて, 次の補題を示すことができる.

補題 5 $Y=(Y_{1}, \ldots, Y_{p})’$ は平均ベクトルが $(\xi, 0)’$ , 共分散行列が単位行列 $I$ の $p$変量正

規分布 $N_{p}((\xi, 0)’, I)$ に従う確率ベクトルとする. このとき, 任意の $\xi\in \mathbb{R}$ に対して f

$R(\xi, \delta(Y))\leq R(\xi,$ $Y_{1}- \frac{a}{2})$

が成立すれば, $a$ $a.y\in \mathbb{R}^{p}$ に対して $\delta(y)=y_{1}-a/2$ が成り立っ.

3 線型推定量の許容性と非許容性について

本章では, 第 3.1節で, $X$ を $p$変量正規分布 $N_{p}(\theta, I)$ に従う確率ベクトルとしたときに,
$g(\theta)=\varphi’\theta$ の推定量 $\delta(\gamma, k)$ の許容性と非許容性を LINEX損失関数 (1.1) の下で考える.

なお, 推定量の許容性, 非許容性を論じる際には, (1.1) において $b=1$ としても一般性を

失わないので, 以降 $b=1$ として議論する.

3.1 共分散行列が単位行列のとき

まず, 推定量 $\delta(\gamma, k)$ のリスク関数は, 正規分布の積率母関数を用いることにより

$R( \theta,\delta(\gamma, k))=\exp[\frac{a^{2}}{2}\gamma’\gamma+a\{(\gamma-\varphi)’\theta+k\}]-a\{(\gamma-\varphi)’\theta+k\}-1$ (3.1)

となる.

定理 3 $\gamma’\gamma>\gamma’\varphi$ ならば $\delta(\gamma, k)$ は非許容的である.

2証明 ng に eC つ ‘)い V〉て ‘C は C$*$ Karlin [3] の O!)他 de に GC , Tanaka[5] で詳しくなされている.
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証明 (i) $\gamma’\gamma>\varphi’\varphi$ となる $\gamma$ に対して考える. $\delta(\varphi, -a\varphi’\varphi/2)$ のリスク関数は (3.1) より,

$R(\theta,$ $\delta(\varphi,$ $- \frac{a}{2}\varphi’\varphi))=\frac{a^{2}}{2}\varphi’\varphi$

となる. 任意の $x\in \mathbb{R}$ に対して, 不等式 $e^{x}>1+x$ が成立するので,

$R(\theta, \delta(\gamma, k))-R(\theta,$ $\delta(\varphi,$ $- \frac{a}{2}\varphi’\varphi))\geq\frac{a^{2}}{2}(\gamma’\gamma-\varphi’\varphi)>0$

を得る.

(ii) $\gamma’\varphi<\gamma’\gamma\leq\varphi’\varphi$ となる $\gamma$ に対して考える.

$c:= \frac{\varphi^{f}\varphi-\gamma’\varphi}{(\gamma-\varphi)’(\gamma-\varphi)},\tilde{\gamma}:=c(\gamma-\varphi)+\varphi,\tilde{k}:=ck-\frac{a}{2}(1-c)\tilde{\gamma}’\tilde{\gamma}$

とおけば,

$0<c<1$ , $\tilde{\gamma}’\tilde{\gamma}<\gamma’\gamma$ , $k- \tilde{k}=(1-c)(k+\frac{a}{2}\tilde{\gamma}^{f}\tilde{\gamma})$ (3.2)

が成立する ( $\gamma,$ $\varphi,\tilde{\gamma}$ の関係については図 1を参照). このとき, $\delta(\tilde{\gamma},\tilde{k})=\tilde{\gamma}’X+\tilde{k}$ のリス

ク関数は,

$R( \theta, \delta(\tilde{\gamma},\tilde{k}))=\exp[\frac{a^{2}}{2}\tilde{\gamma}’\tilde{\gamma}+a\{c(\gamma-\varphi)’\theta+\tilde{k}\}]-a\{c(\gamma-\varphi)’\theta+\tilde{k}\}-1$

となる. ここで, 任意の $x,$ $y,$ $z\in \mathbb{R}$ に対して, 不等式

$e^{x}-e^{y}\geq e^{y}(x-y)$ , $(e^{z}-1)z\geq 0$
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が成立することと, (3.2) を考慮すれば,

$R(\theta, \delta(\gamma, k))-R(\theta, \delta(\tilde{\gamma},\tilde{k}))$

$\geq\exp[\frac{a^{2}}{2}\tilde{\gamma}’\tilde{\gamma}+a\{c(\gamma-\varphi)’\theta+\tilde{k}\}]$

$\cross[\frac{a^{2}}{2}(\gamma’\gamma-\tilde{\gamma}’\tilde{\gamma})+a\{(1-c)(\gamma-\varphi)’\theta+(k-\tilde{k})\}]$

$-a\{(1-c)(\gamma-\varphi)’\theta+(k-\tilde{k})\}$

$>[ \exp[ac\{\frac{a}{2}\tilde{\gamma}’\tilde{\gamma}+k+(\gamma-\varphi)’\theta\}]-1]a(1-c)\{\frac{a}{2}\tilde{\gamma}’\tilde{\gamma}+k+(\gamma-\varphi)’\theta\}$

$>0$

を得る. つまり, $\delta(\tilde{\gamma}$ , kのは $\delta(\gamma, k)$ を優越していることから, $\delta(\gamma, k)$ は非許容的であるこ

とが分かる. $\blacksquare$

次に, $\delta(\gamma, k)$ の許容性について考える.

定理 4 $\gamma=0$ ならば, 任意の $k\in \mathbb{R}$ に対して $\delta(\gamma, k)$ は許容的である.

証明 $\delta(0, k)$ のリスク関数は $\varphi’\theta=k$ となる $\theta$ において $0$ となる. よって, $\delta(0, k)$ は許容

的である. $\blacksquare$

定理 5 $\gamma’\varphi>\gamma’\gamma$ ならば, $\delta(\gamma, k)$ は許容的である.

証明 補題 2から, $K\gamma$ と $K(\varphi-\gamma)$ のすべての成分が正となるような直交行列 $K$ が存

在する. ここで,

$(x_{1}, \ldots, x_{p})’:=K\gamma,$ $(y_{1}, \ldots,y_{p})’:=K(\varphi-\gamma),$ $\Lambda:=K’diag(\frac{x_{1}}{y_{1}},$
$\ldots,$

$\frac{x_{p}}{y_{p}})K$

とおけば,
$\gamma=\Lambda(\varphi-\gamma)$ (3.3)

が成立する. また, 任意の $k\in \mathbb{R}$ に対して,

$k= \varphi’(\Lambda+I)^{-1}\mu-\frac{a}{2}\gamma’\varphi$

を満足する $\mu\in \mathbb{R}^{p}$ が存在する. これらの $\Lambda,$
$\mu$ を用いて $\theta$ の事前分布として, $N_{p}(\mu, \Lambda)$

を考える. このとき, $X=x$ を与えたときの $\theta$ の条件付き確率密度関数は,

$f( \theta|x)=\frac{1}{(2\pi)^{p/2}\sqrt{|\Lambda_{112}|}}\exp[-\frac{1}{2}\{(\theta-\mu)$

$-\Lambda_{11,2}(x-\mu)\}’\Lambda_{11,2}^{-1}\{(\theta-\mu)-\Lambda_{11,2}(x-\mu)\}]$
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となる. ただし, $\Lambda_{11,2}:=\Lambda(\Lambda+I)^{-1}$ である (Anderson [1]). ここで, ある事前分布が与
えられたときの $g(\theta)$ の Bayes推定量は, $\delta_{B}(X)=-\log E(e^{-ag(\theta)}|X)/a$ で与えられるの
で (Zellner[9]), 事前分布 $N_{p}(\mu, \Lambda)$ に関する $g(\theta)=\varphi’\theta$ の Bayes推定量は,

$\delta_{B}(X)=\varphi^{f}\Lambda_{11,2}X+\varphi^{f}(\Lambda+I)^{-1}\mu-\frac{a}{2}\gamma’\varphi$

となる. (3.3) から $\gamma=\Lambda_{11,2}’\varphi$ が成り立つので, $\delta(\gamma, k)$ はある $p$変量正規分布に関する一
意の Bayes推定量となり, 補題 1より許容的であることが分かる. $\blacksquare$

次に, $\gamma’(\gamma-\varphi)=0,$ $\gamma\neq 0,$ $\gamma-\varphi\neq 0$ のときの $\delta(\gamma, k)$ の許容性について考える.

定理 6 $\gamma’(\gamma-\varphi)=0,$ $\gamma\neq 0,$ $\gamma-\varphi\neq 0$ ならば, $\delta(\gamma, k)$ は許容的である.

証明 $\delta(\gamma, k)$ が非許容的であると仮定すると, $\delta(\gamma, k)$ を優越するような推定量 $h(X)$ が

存在する. つまり, 任意の $\theta\in \mathbb{R}^{p}$ に対して

$R(\theta, h(X))\leq R(\theta, \delta(\gamma, k))$ (3.4)

が成立する. いま, $\gamma’(\gamma-\varphi)=0$であるから, 第 1行と第 2行がそれぞれ $\gamma’/(\gamma’\gamma)^{1/2}$ と

$(\gamma-\varphi)’/\{(\gamma-\varphi)’(\gamma-\varphi)\}^{1/2}$ で与えられるような直交行列 $\Gamma$ が存在する. $Z:=\Gamma X$ ,
$\omega:=\Gamma\theta$ とおくと, $Z$ は正規分布 $N_{p}(\omega, I)$ に従う. このとき, (3.4) から任意の $\omega\in \mathbb{R}^{p}$ に

対して,

$E_{\omega}[\exp\{a(h(\Gamma’Z)-(\gamma’\gamma)^{1/2}\omega_{1}+\{(\gamma-\varphi)’(\gamma-\varphi)\}^{1/2}\omega_{2})\}$

$-a(h(\Gamma’Z)-(\gamma’\gamma)^{1/2}\omega_{1}+\{(\gamma-\varphi)’(\gamma-\varphi)\}^{1/2}\omega_{2})-1]$

$\leq E_{\omega}[\exp\{a((\gamma’\gamma)^{1/2}Z_{1}+k-(\gamma’\gamma)^{1/2}\omega_{1}+\{(\gamma-\varphi)’(\gamma-\varphi)\}^{1/2}\omega_{2})\}$

$-a((\gamma’\gamma)^{1/2}Z_{1}+k-(\gamma’\gamma)^{1/2}\omega_{1}+\{(\gamma-\varphi)’(\gamma-\varphi)\}^{1/2}\omega_{2})-1]$

が成立する. ただし, $\hat{h}(Z):=(h(\Gamma’Z)-k+a\gamma^{f}\gamma/2)/(\gamma’\gamma)^{1/2}$ である. 特に, 超平面

$\{\omega\in \mathbb{R}^{p}\omega_{2}=-\frac{k+a\gamma’\gamma/2}{\{(\gamma-\varphi)’(\gamma-\varphi)\}^{1/2}},$ $\omega_{j}=0(j=3, \ldots,p)\}$

の上で考えると,

$E_{\omega_{1}}[\exp\{a(\gamma’\gamma)^{1/2}(\hat{h}(Z)-\omega_{1})\}-a(\gamma’\gamma)^{1/2}(\hat{h}(Z)-\omega_{1})-1]$

$\leq E_{\omega_{1}}[\exp\{a(\gamma’\gamma)^{1/2}(Z_{1}-\frac{a}{2}(\gamma’\gamma)^{1/2}-\omega_{1})\}$

$-a( \gamma’\gamma)^{1/2}(Z_{1}-\frac{a}{2}(\gamma^{f}\gamma)^{1/2}-\omega_{1})-1]$
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を満足することが分かる. これは,

$L(\theta, \delta)=\exp\{a(\gamma’\gamma)^{1/2}(\delta-g(\theta))\}-a(\gamma’\gamma)^{1/2}(\delta-g(\theta))-1$

の形の LINEX損失の下でのリスク関数を用いて,

$R(\omega_{1},\hat{h}(Z))\leq R(\omega_{1},$ $Z_{1}- \frac{a}{2}(\gamma’\gamma)^{1/2})$

と表すことができる. よって, 補題 5より $a$ $a.z\in \mathbb{R}^{p}$ に対して $\hat{h}(z)=z-a(\gamma’\gamma)^{1/2}/2$ が

得られ, 結果的に $a$ $a.x\in \mathbb{R}^{p}$ に対して $h(x)=\gamma^{f}x+k$ となることが分かる. $\blacksquare$

注意 1 $\gamma’(\gamma-\varphi)=0,$ $\gamma\neq 0,$ $\gamma-\varphi\neq 0$ のとき, 補題 2により, $L\gamma$ と $L\varphi$ のすべての成

分が正となるような直交行列 $L$ が存在する. ここで,

$(z_{1}, \ldots, z_{p})’:=L\gamma,$ $(w_{1}, \ldots, w_{p})’:=L\varphi,$ $\Xi:=L’ diag(\frac{z_{1}}{w_{1}}$ , . .. $\frac{z_{p}}{w_{p}})L$

とおく. このとき, $\delta(\gamma, \theta)$ は, 広義の事前分布

$\pi(\theta)=\exp\{-\frac{1}{2}(\theta-\mu)’(\Xi^{-1}-I)(\theta-\mu)\}$

に関する一般化 Bayes推定量となることが示される. ここで, $\Xi^{-1}-I$ は正定値ではない

ことに注意する.

定理 7 $\delta(\varphi, k)$ が許容的であるための必要十分条件は $k=-a\varphi’\varphi/2$であることである.

証明 十分性については, 定理 6と同様の方法により示すことができる. 必要性につい

ては, 定理 3の証明 (i) と同様にして, 任意の $\theta\in \mathbb{R}^{p}$ に対して,

$R(\theta, \delta(\varphi, k))>R(\theta,\delta(\varphi,$ $- \frac{a}{2}\varphi’\varphi))$

が成立することが示される. $\blacksquare$

3.2 共分散行列が一般の正値対称行列のとき

第 3.1節では, 共分散行列が単位行列のときに, 線型推定量が許容性となるための必要
十分条件を与えた. 本節では, $X$ を平均ベクトルが $\theta$ , 共分散行列が一般の正値対称行列
$\Sigma$ の $p$変量正規分布に従う確率ベクトルとしたときの $\delta(\gamma, k)$ の許容性, 非許容性につい
て考える.
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定理 8 $X$ を $P$ 変量正規分布 $N_{p}(\theta, \Sigma)$ に従う確率ベクトルとする. $\varphi’\theta$ の推定量 $\delta(\gamma, k)$

が許容的であるための必要十分条件は, 次のいずれかの条件を満たすことである.

(i) $( \gamma-\frac{\varphi}{2})’\Sigma(\gamma-\frac{\varphi}{2})\leq\frac{1}{4}\varphi’\Sigma\varphi$ かつ $\gamma\neq\varphi$ .

(ii) $\gamma=\varphi$ かつ $k=- \frac{a}{2}\varphi’\Sigma\varphi$ .

証明 $\Sigma$ は正値対称行列であるので, $A\Sigma A’=I$ を満足する正則行列 $A$ が存在する. $Z$

$:=AX,$ $\omega:=A\theta$ とすると, $Z$ は正規分布 $N_{p}(\omega, I)$ に従うことが分かる. さらに, $\varphi^{*}:=$

$(A^{-1})’\varphi,$ $\gamma^{*}:=(A^{-1})’\gamma$ とおく. このとき $\gamma^{*}Z+k$ は $(\varphi^{*})’\omega$ に対して許容的であると
き, またそのときに限り, $\gamma’X+k$ は $\varphi’\theta$ に対して許容的であることが示される. つま
り

$,$

$\delta(\gamma, k)$ が $\varphi’\theta$ に対して許容的となるための必要十分条件は定理 $1\sim 5$ より, 次のい
ずれかの条件を満たすことである.

(i) $( \gamma^{*}-\frac{\varphi^{*}}{2})’(\gamma^{*}-\frac{\varphi^{*}}{2})\leq\frac{1}{4}(\varphi^{*})’\varphi^{*}$ かつ $\gamma^{*}\neq\varphi^{*}$ .

(ii) $\gamma^{*}=\varphi^{*}$ かつ $k=- \frac{a}{2}(\varphi^{*})^{l}\varphi^{*}$ .

この条件を $\gamma,$ $\varphi$ で表わすことにより定理の証明を得る. $\blacksquare$

4 おわりに

本論では, $X$ が $p$変量正規分布 $N_{p}(\theta, \Sigma)$ に従う確率ベクトルとしたときに, 線型推定
量が許容的となるための必要十分条件 (定理 8) を与えた. 定理 8において $aarrow 0$ とする

ことにより, 定理 1(Cohen [2]) を得ることが分かる. また, 定理 8において $p=1,$ $\varphi=1$ ,
$\Sigma=1$ とすることにより, 定理 2(Rojo [4]) を得ることが分かる. つまり, 補題 3より, 定
理 8は Cohen[2] 及び Rojo[4] の結果の一般化であることが分かる.
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