
古典的統計多様体からのいくつかの拡張
-Some generalizations from classical statistical manifolds-

名古屋工業大学・大学院工学研究科 松添博 (Hiroshi Matsuzoe)
Graduate School of Engineering
Nagoya Institute of Technology

(古典的) 統計多様体とは疑リーマン多様体と振れのないアファイン接続の組で,
計量とアファイン接続がある種の適合性を満たすものである (第 1章参照). また,
統計多様体には互いに双対的なアファイン接続が定義される. これらの幾何学構造
は古くから微分幾何学において研究がなされているが, 確率密度関数族の幾何学的
理論を構築するために, 1970年代に統計学の分野から再発見された (cf. [AN]). こ

の統計多様体や双対接続を用いた幾何学的手法は情報幾何学とよばれ, 現在では数
理科学の諸分野に応用されている. 例えば EMアルゴリズムやブースティング. ア
ルゴリズム, 確率誤差伝播法の性能解析などは, 双対接続を用いた幾何学で明快に
理解することができる.
この確率密度関数族の持っ幾何学構造について, Lauritzen は微分幾何学的な視

点から考察を行 $A\searrow$ 統計多様体の明確な定義を与えた [La]. その後 Kurose はアファ
イン超曲面論の立場から, この統計多様体の定義を再定式化した [Ku-l]. 現在微分
幾何学の分野では, 主に Kurose の定義が用いられている.
さて, 量子情報理論などに現れる量子状態空間の幾何学構造を考えると, 量子

状態空間に自然に入るアファイン接続が振れを持つことが知られている. また, ア

ファイン超曲面論には双対的なアファイン接続の構造が現れるが, 統計多様体の幾
何学で扱われる双対接続よりも, より一般的なものである.
そこで本論文は統計多様体のいくつかの拡張を考え, それらの相互関係の解明を

目指す. 具体的には

1. Norden によって導入された, 一般化した双対接続 [Nor] と, アファイン超曲

面論に現れる準 Weyl 多様体の幾何学 [Ma-l],

2. Ivanov によって導入された, 準双対接続の幾何学 [Iv],

3. Kurose によって導入された, 振れをゆるす統計多様体の幾何学 [Ku-2]

について考察し, 相互関係を解明する. その結果, アファイン分布の幾何学という
新しい幾何学が重要な役割を果たすことがわかる.
この論文前半の内容は [Ma-2] により詳しく書かれている. また, 論文後半の主

題となる振れをゆする統計多様体とアファイン分布の幾何学については [Ku-2] に解
説がある.
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1 双対接続と統計多様体

まず始めに双対接続の定義を与える.
$\Lambda l$ を $n$ 次元多様体, $h$ を $M$ 上の疑リーマン計量, $\nabla$ を $M$ 上のアファイン接

続とする. このとき, $\nabla$ のんに関する双対接続 $\nabla^{*}$ を次の式で定義する.

$Xh(Y, Z)=h(\nabla_{X}Y, Z)+h(Y, \nabla_{X}^{*}Z)$ .

簡単な計算で $(\nabla^{*})^{*}=\nabla$ が成り立つことがわかる. また $\nabla,$ $\nabla^{*}$ の曲率テンソルを,
それぞれ $R,$ $R^{*}$ とすると

$h(R(X, Y)Z, V)=-h(Z, R^{*}(X, Y)V)$

が成り立っ. $\nabla^{(0)}:=(\nabla+\nabla^{*})/2$ とすると $\nabla^{(0)}h=0$ となる. ただし, 一般に $\nabla$ は

振れを持つので, $\nabla^{(0)}$ は Levi-Civita 接続とは限らないことに注意する.
次ぎに $(0$ ,3 $)$ -テンソル場 $C$ と (1, 2)-テンソル場 $K$ を

$C(X, Y, Z)$ $:=$ $(\nabla_{X}h)(Y, Z)$ ,
$K_{X}Y$ $:=$ $\nabla_{X}Y-\nabla_{X}^{(0)}Y$.

によって定義する. $(0$ ,3 $)$ -テンソル場 $C$ は $(M, \nabla, h)$ 上の 3次形式とよばれ, $($ 1, $2)-$

テンソル場 $K$ は差テンソル場とよばれる.

命題 1.1 $(\Lambda I, \nabla_{7}h)$ 上のテンソル場 $C,$ $K$ に対し, 次が成り立っ.

1. $K_{X}Y=\nabla_{X}^{(0)}Y-\nabla_{X}^{*}V=(\nabla_{X}Y-\nabla_{X}^{*}Y)/2$ .

2. $C(X,$ $Y,$ $Z)=-2h(K_{X}Y,$ $Z)=-2(Y,$ $K_{X}Z)$ .

命題 12 $C$ を $(M, \nabla, h)$ 上の 3次形式, $c*$ を $(M, \nabla^{*}, h)$ 上の 3次形式とすると,
$C=-C^{*}$ が成り立っ.

ここまでの議論で, 一般には $\nabla$ が振れを持つことに注意しよう. したがって, 3
次形式 $C$ や差テンソル場 $K$ は対称にならない.
次に $\nabla$ が振れを持たない場合を考える.

命題 1.3以下の条件のうち 2つを仮定すると, 残り 2つの条件が成り立っ.
(1) $\nabla$ は振れを持たない.
(2) $\nabla^{*}$ は振れを持たない.
(3) $C=\nabla h$ は対称である.
(4) $\nabla^{(0)}=(\nabla+\nabla^{*})/2$ は $h$ に関する Levi-Civita 接続である.

したがって, 互いに双対な振れのないアファイン接続からは, 対称な $(0$ ,3 $)$ -テンソ

ル場が自然に定義される. 逆に, 次の命題も成り立っ.
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命題 1.4 (M. h) を疑リーマン多様体とし, $\nabla^{(0)}$ を $h$ に関する Levi-Civita 接続と
する. また $C$ を対称な $(0$ ,3 $)$ -テンソル場とし,

$h(\nabla_{X}Y, Z)$ $=$ $h( \nabla_{X}^{(0)}Y, Z)-\frac{1}{2}C(X, Y, Z)$ , (1.1)

$h(\nabla_{X}^{*}Y, Z)$ $=$ $h( \nabla_{Y}^{(0)},Y, Z)+\frac{1}{2}C(X, Y, Z)$ (1.2)

によって $\nabla$ と $\nabla^{*}$ を定義する. このとき $\nabla$ と $\nabla^{*}$ は $h$ に関して互いに双対なア
ファイン接続となる. さらに $\nabla h$ と $\nabla^{*}h$ は対称なテンソル場となる.

上記の命題に注意して, 統計多様体の定義を述べる.

定義 1(統計多様体) $(M, h)$ を疑リーマン多様体, $\nabla$ を $M$ 上の涙れのないアファ
イン接続とする. $\nabla h$ が対称となるとき $(M, \nabla, h)$ を (古典的) 統計多様体という
[Ku-l].

適当な正則条件を満たす統計モデルが統計多様体の構造を持つことはよく知ら
れている [AN], [La]. 統計多様体という言葉も, 統計モデルの幾何学に由来する.
なお, もともとの統計多様体は $(M, h, C)$ の組のことである. この定義は Lauritzen
[La] によって与えられているが, 幾何学以外の分野ではこちらの定義を用いられる
ことも多い. 上記の命題により, 二っの定義は基本的には同じである.

2 一般化した双対接続と準ワイル多様体

$(M, h)$ を疑リーマン多様体, $\nabla$ を $M$ 上のアファイン接続, $\tau$ を $M$ 上の 1次微
分形式とする. このとき

$Xh(Y, Z)=h(\nabla_{X}Y, Z)+h(Y, \overline{\nabla}_{X}^{*}Z)-\tau(X)h(Y, Z)$

によってアファイン接続 $\neg\nabla$ が定義できる. この▽* を $\nabla$ の $\tau$ による $h$ に関する
一般化した双対接続という.
一般化した双対接続はもともとは A.P. Norden $\ovalbox{\tt\small REJECT}$こよって導入された [Nor]. 彼は

$arrow\nabla$ を conjugate connection とよんでいる. その後 Nomizu が解説論文 [Nom] にお
いて $\neg\nabla$ を generalized conjugate connection とよんでいる. 本論文は Nomizu の論
文を参考にし, 一般化した双対接続というよび方を用いる.
さて, 一般化した双対接続について $\overline{(\overline{\nabla}^{*})}=\nabla$ が成り立っ. また $\overline{\nabla}^{(0)}=\frac{1}{2}(\nabla+$

$\neg\nabla)$ とおくと $(\overline{\nabla}_{X}^{(0)}g)(Y, Z)=-\tau(X)g(Y, Z)$ が成り立つ. したがって, 一般化した
双対接続は Weyl 幾何学と密接な関係があるくもともと Norden が一般化した双対
接続を導入した動機も, Weyl 幾何学にあるようである.)
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次に $(0$ ,3 $)$ -テンソル場 $\overline{C}$ を $\overline{C}(X, Y, Z):=(\nabla_{X}h)(Y)Z)+\omega(X)h(Y, Z)$ によって
定義し, 一般化した 3次形式とよぶことにする. 通常の双対接続の場合と同様に,

$\overline{\nabla}^{*}$ を $\nabla$ の一般化した双対接続とすると,

$\overline{C}(X, Y, Z)$ $=$ $h(Y,\overline{\nabla}_{X}^{*}Z-\nabla_{X}Z)$

が成り立っ.
ここまでの議論では, $\nabla$ の振率については何も仮定していない. $\nabla$ が振れを持

たない条件を考えると, 双対接続の場合と類似の命題が成り立っ.

命題 2.1 $(M, h)$ を疑リーマン多様体, $\nabla$ を $M$ 上のアファイン接続, $\omega$ を $M$ 上の

1-次微分形式とする. さらに $\overline{\nabla}^{*}$ を $\nabla$ の $\omega$ によるんに関する一般化した双対接続
とする. このとき以下の条件のうち 2 っを仮定すると残りが成り立っ.

1. $\nabla$ は振れを持たない.

2. $\overline{\nabla}^{*}$ が挨れを持たない.

3. $\overline{C}(X, Y, Z)=(\nabla_{X}h)(Y, Z)+\omega(X)h(Y, Z)$ は対称である.

4. $\overline{\nabla}^{(0)}=(\nabla+\overline{\nabla}^{*})/2$ は膨 eyl 接続である. すなわち $(M,\overline{\nabla}^{0}, h)$ は Weyl 多様
体となる.

上述の命題を考慮し, 統計多様体と Weyl 多様体の双方を拡張した幾何構造を次
のように定義する.

定義 2(準 Weyl 多様体) $(M,$ ん $)$ を疑リーマン多様体, $\nabla$ を $M$ 上の振れのないア
ファイン接続

$\tau-$
を $M$ 上の 1次微分形式とする.

$(\nabla_{X}h)(Y, Z)+\tau(X)h(Y, Z)=(\nabla_{Y}h)(X, Z)+\tau(Y)h(X, Z)$

が成り立っとき $(M, \nabla,$ ん $, \tau)$ を準 Weyl 多様体という [Ma-l].

すぐにわかることであるが, $(Il/J, \nabla, h, \tau)$ が準 Weyl 多様体とすると

1. $(\nabla_{\chi}h)(Y, Z)+\tau(X)=0$ ならば $(M, \nabla, h)$ は Weyl 多様体となる.

2. $\tau=0$ ならば $(M, \nabla, h)$ は統計多様体となる.

第 5章以降でも議論するが, 準 Weyl 多様体の構造はアファイン超曲面論でも自然
に現れる. $[$Ma-l $]$ も参照されたい.
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3 準双対接続

この章では双対接続の別の一般化である準双対接続について考える. $(M, h)$ を疑
リーマン多様体, $\nabla$ を $M$ 上のアファイン接続, $\tau$ を $M$ 上の 1次微分形式とする.
このとき

$Xh(Y, Z)=h(\nabla_{X}Y, Z)+h(Y,\hat{\nabla}_{X}^{*}Z)+\tau(Y)h(X, Z)$

によってアファイン接続 $\hat{\nabla}^{*}$ が定義できる. この $\hat{\nabla}^{*}$ を $\nabla$ の $\tau$ によるんに関する
準双対接続という. この準双対接続も, アファイン超曲面論に自然に現れる幾何学
構造である. また, 準双対接続は双対測地線の幾何学でも有用である [Iv].
準双対接続と一般化した双対接続の定義より, 次が導かれる.

命題 3.1 $\neg\nabla,\hat{\nabla}^{*}$ をそれぞれ $\nabla$ の $\tau$ による $h$ に関する一般化した双対接続と準双
対接続とする. このとき $arrow\nabla$ と $\hat{\nabla}^{*}$ は射影的に同値である.

したがって, 次の系も直ちに成り立っ.

系 32 $\neg\nabla$ が射影的に平坦であることの必要十分条件は, $\hat{\nabla}^{*}$ が射影的に平坦であ
ることである.

4 振れをゆるす統計多様体

量子推定理論に現れる密度行列の幾何構造を考えると, アファイン接続が振れを
持つ. そこで, 次の幾何構造を考える.

定義 3(標れをゆるす統計多様体) $(M, h)$ を疑リーマン多様体, $\nabla$ を $M$ 上のアファ
イン接続とし, $T^{\nabla}$ を $\nabla$ の振率テンソル場とする.

$(\nabla_{X}h)(Y, Z)-(\nabla_{Y}h)(X, Z)=-h(T^{\nabla}(X, Y), Z)$

が成り立つとき, $(M, \nabla, h)$ を振れをゆるす統計多様体という [Ku-2].

簡単な計算で $\nabla$ の双対接続 $\nabla^{*}$ は振れを持たないことがわかる. したがって,
振れをゆるす統計多様体は以下のように理解することもできる.

命題 4.1 $(M, h)$ を疑リーマン多様体, $\nabla^{*}$ を $M$ 上の振れのないアファイン接続と
する. また �を $\nabla^{*}$ の $h$ に関する双対接続とする. このとき $(M, \nabla, h)$ は振れを
ゆるす統計多様体となる.

一方, 振れをゆるす統計多様体と準 Weyl 多様体の関連にっいて, 次の命題が成
り立つ.
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命題 4.2 $(M, \nabla, h, \tau)$ を準 Weyl 多様体, $\overline{\nabla}^{*}$ を $\nabla$ の一般化した双対接続とする.
また $\nabla_{X}’Y=\nabla_{X}Y-\tau(X)Y$ とおく. このとき
(1) $\overline{\nabla}^{*}$ は $\nabla’$ のんに関する双対接続である.
(2) $(M_{7}\nabla^{l}, h)$ は振れをゆるす統計多様体である.

上記の命題から, 準 Weyl 多様体を与えると自然に振れをゆるす統計多様体が構
成できることがわかる. そこで $(M, \nabla’, h)$ を準 Weyl 多様体 $(M, \nabla, h, \omega)$ に付随す
る振れをゆする統計多様体とよぶことにする.

5 アファインはめ込み

ここでアファインはめ込みの定義などを簡単にまとめる. アファインはめ込みに
関する一般的な内容は [NS], 本論文に関連する結果については [IV], [Ku-l], [Ma-l]
などを参照されたい.

$M$ を $n$ 次元多様体, $f$ を $M$ から $R^{n+1}$ へのはめ込み, $\xi$ を $f$ に沿ったベクト
ル場とする. $M$ の各点 $p$ において,

$T_{f(p)}R^{n+1}=f_{*}(T_{p}M)\oplus R\{\xi_{p}\}$

という分解が成り立っとき, $\{f, \xi\}$ を $M$ から $R^{n+1}$ へのアファインはめ込みとい
う. また $\xi$ を横断的ベクトル場という.

$D$ を $R^{n+1}$ の標準アファイン接続とすると, 接空間の分解に応じて

$D_{X}f_{*}Y$ $=$ $f_{*}(\nabla_{X}Y)+h(X,$ $Y)\xi$ , $($ 5.1 $)$

$D_{X}\xi$ $=$ $-f_{*}(SX)+\tau(X)\xi$ $($ 5.2 $)$

と表示され, $M$ に $\nabla,$ $h$ などの諸量が誘導される. $\nabla$ を騰導接続, $h$ をアファイン
基本形式, $S$ をアファイン型作用素, $\tau$ を横断的接続形式という. $h$ が非退化であ
るという性質は, $\xi$ の取り方に依らない. そこで, $h$ が非退化のとき $f$ を非退化と
いう. また $\tau=0$ のとき, $\{f, \xi\}$ を等積とよぶことにする.
アファインはめ込みの基本方程式は次のようになる.

Gauss 方程式 : $R(X, Y)Z=h(Y, Z)SX-h(X, Z)SY$
Codazzi 方程式 : $(\nabla_{X}h)(Y, Z)+\tau(X)h(Y, Z)=(\nabla_{Y}h)(X, Z)+\tau(Y)h(X, Z)$

$(\nabla_{X}S)(Y)-\tau(X)SY=(\nabla_{Y}S)(X)-\tau(Y)SX$

$h(X, SY)-h(Y, SX)$ $=$ $(\nabla_{X}\tau)(Y)-(\nabla_{Y}\tau)(X)$
Ricci 方程式

$=d\tau(X, Y)$

Codazzi 方程式から, 次の命題が成り立っことがわかる.

命題 5.1 アファインはめ込み $f$ が非退化であるとき, $(M, \nabla, h, \tau)$ は準 Weyl 多様
体となる. さらに $\{f,\xi\}$ が等積であれば, $(M, \nabla, h)$ は統計多様体である.
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逆に統計多様体 $(M, \nabla, h)$ ( または準 Weyl 多様体 $(M,$ $\nabla,$ $h,$ $\tau)$ ) が単連結であれば,
双対接続 $\nabla^{*}$ (または準双対接続 $\hat{\nabla}^{*}$ ) が射影的に平坦であるとき, 与えられた統
計多様体 $(M. \nabla, h)$ (または準 Weyl 多様体 $(M,$ $\nabla,$ $h,$ $\tau)$ ) を誘導するようなアファ
インはめ込み $\{f,$ $\xi\}$ が構成できる $[$DNV$]$ , $[$ Iv$]$ .
次に, アファインはめ込みと双対接続の関係についてまとめる.
$\{f\cdot, \xi\}$ を $M$ から $R^{n+1}$ へのアファインはめ込みとし, $R_{n+1}$ を $R^{n+1}$ の双対空

間とする. ここで $\{f, \xi\}$ の余法線写像 $v$ : $Marrow R_{n+}i$ を, $M$ の各点 $p$ に対し

$\{v(p), \xi_{p}\}=1$ , $\{v(p), f_{*}X_{p}\}=0$ (5.3)

で定義する. この式を微分すると

$\langle v_{*}X_{p},$ $\xi_{p}\rangle=-\tau(X)$ , $\{v_{*}X_{p},$ $f_{*}Y_{p}\rangle=-h(X, Y)$ (5.4)

となる. したがって $h$ が非退化であれば $v$ は $M$ から $R_{n+1}$ へのはめ込みであり,
$v$ は $v$ 自身に横断的である. よって, $\{v, -v\}$ は $\Lambda f$ から $R_{n+1}$ へのアファインはめ
込み (中心アファインはめ込み) である.

$D_{X}v_{*}Y$ $=$ $v_{*}(\hat{\nabla}_{X}^{*}Y)-h^{*}(X, Y)v$

によって $\{v, -v\}$ に関する誘導接続を定義すると, 次が成り立つ

$Xh(Y, Z)=h(\nabla_{X}Y, Z)+h(Y,\hat{\nabla}_{X}^{*}Z)+\tau(Y)h(X, Z)$ .

すなわち

命題 52 $\{f, \xi\}$ を非退化アファインはめ込み, $v$ を $\{f, \xi\}$ の余法線写像とする.
$\nabla,\hat{\nabla}^{*}$ をそれぞれ $\{f, \xi\},$ $\{v, -v\}$ に関する誘導接続とすると, $\{f)\xi\}$ のアファイン
基本形式 $h$ に関し, 互いに準双対接続である.

この章の最後に, 幾何学的ダイバージェンスを定義しよう.
$\{f,$ $\xi\}$ を非退化等積アファインはめ込み, $v$ を $\{f,$ $\xi\}$ の余法線写像とする. $M\cross M$

上の関数 $p$ を

$\rho(p, q)=\{v(p),$ $f(p)-f(q)\rangle$

によって定義し, $\rho$ を $M$ の幾何学的ダイバージェンスとよぶ [Ku-l]. 幾何学的ダイ
バージェンスはコントラスト関数とよばれるものの一種であり, $\rho$ から $M$ 上に統
計構造 $(\nabla, h)$ が誘導される [Eg].
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6 アファイン分布

$M$ を $n$ 次元多様体, $\omega$ を $R^{n+\perp}$ に値をとる $M$ 上の 1次微分形式, $\xi$ を $R^{n+1}$

に値をとる $M$ 上の関数とする. $M$ の各点 $p$ において

(1) $R^{n+1}=$ Image $\omega_{p}\oplus R\{\xi_{x}\}$ ,

(2) Image $(d\omega)_{p}\subset$ Image $\omega_{p}$

が成り立っとき, $\{\omega, \xi\}$ をアファイン分布とよぶ. $\{f, \xi\}$ が $M$ から $R^{n+1}$ へのア

ファインはめ込みであれば, $\{df, \xi\}$ はアファイン分布である.

$X\omega(Y)$ $=$ $\omega(\nabla_{X}Y)+h(X, Y)\xi$ ,
$X\xi$ $=$ $-\omega(SX)+\tau(X)\xi$

によって, $\Lambda I$ に $\nabla,$ $h$ などの諸量が誘導できる. アファインはめ込みの場合と同じ
ように, $\nabla$ を誘導接続, $h$ をアファイン基本形式とよぶことにする. アファイン分
布の定義の条件式 (2) より, んは対称な $(0$ ,2 $)$ -テンソル場となる.

$h$ が非退化であるとき $\omega$ を非退化という. また, $\tau=0$ であるとき $\{\omega, \xi\}$ を等
積という. $\{\omega, \xi\}$ が等積であるための必要十分条件は

(3) Image $(d\xi)_{p}\subset$ Image $\omega_{p}$

となることである. [Ku-2] の定義には始めからこの条件が含まれている.
アファインはめ込みの場合と同様に, アファイン分布に関しても Gauss 方程式

や Codazzi 方程式などの基本方程式が成り立ち, 次の命題が成り立っ.

命題 6.1 $\{\omega, \xi\}$ が非退化等積アファイン分布であるとき, 誘導接続 $\nabla$ とアファイ
ン基本形式 $h$ に関して $(M, \nabla, h)$ は振れをゆるす統計多様体となる.

例 6.2 $([Ku-2])$ Herm $(d)$ を $d$-次エルミート行列の全体とし, $S$ を次で定まる量子
状態の集合とする :

$S=\{P\in$ Herm$(d)|P>0$ , tr$P=1\}$ .

各 $P\in S$ に対し, 接空間 $T_{P}S$ をトレースが $0$ となるエルミート行列の全体 $\mathcal{A}_{0}$

$A_{0}=\{X\in$ Herm$(d)|$ tr$X=0\}$

と同一視をする. 各ベクトル $X\in \mathcal{A}_{0}$ に対し, 対応するベクトル場を $\overline{X}$ と表記する.
各 $P\in S$ とベクトル $X\in \mathcal{A}_{0}$ に対し, $\omega_{P}(\tilde{X})\in$ Herm$(d)$ と $\xi$ を次式で定義

する.
$X= \frac{1}{2}(P\omega_{P}(\overline{X})+\omega_{P}(\overline{X})P)$, $\xi=-I_{d}$ .
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このとき, $\{\omega, \xi\}$ は等積アファイン分布になる.
誘導接続とアファイン基本形式は, それぞれ

$h_{P}(\tilde{X},\tilde{Y})$ $=$ $\frac{1}{2}$tr $(P(\omega_{P}(\overline{X})\omega_{P}(\tilde{Y})+\omega_{P}(\tilde{Y})\omega_{P}(\overline{X})))$ ,

$(\nabla_{\tilde{X}}\tilde{Y})_{P}$ $=$ $(h_{P}( \overline{X},\tilde{Y})P-\frac{1}{2}(X\omega_{P}(\tilde{Y})+\omega_{P}(\tilde{Y})X))^{-}$

となる. $h$ は量子情報理論において SLD Fisher 計量とよばれているものである
(SLD: 対称対数微分 (symmetric logarithmic derivative)). また $\nabla$ が振れを持つこ
ともすぐに確かめられる.

さて, 命題 42で示したように, 準 Weyl 多様体からは自然に振れをゆるす統計
多様体が構成できる. このことから次の定理が成り立つ.

定理 63準 Weyl 多様体 $(M, \nabla, h, \tau)$ がアファインはめ込みによって $R^{n+1}$ に実現
されるとすると, $(M, \nabla, h, \tau)$ に付随する振れをゆるす統計多様体 $(\Lambda f, \nabla’, h)$ はア

ファイン分布によって実現される.

最後にアファイン分布から定まる幾何学的前ダイバージェンスを定義しよう.
$\{\omega, \xi\}$ を $R^{n+1}$ への等積アファイン分布とし, $R_{n+1}$ を $R^{n+1}$ の双対空間とする.

ここで $M$ の各点 $p$ に対し $v$ : $Marrow R_{n+}i$ を次の式で定義する.

$\{v(p), \xi_{\rho}\}=1$ , $\{v(p),$ $\omega_{p}(X)\rangle=0$ . (6.1)

$v$ を $\{\omega, \xi\}$ の余法線写像とよぶ. もともと余法線写像は接平面の動き方を記述する
写像であるから, アファイン分布の場合でもこれが定義できる.
等積アファイン分布 $\{\omega, \xi\}$ とその余法線写像 $v$ に対し, $M\cross\Gamma(TM)$ 上の関数 $\rho$

を

$p(X, q)=\langle v(p),$ $\omega_{p}(X)\}$

によって定義する. $\rho$ を $M$ の幾何学的前ダイバージェンスとよぶ.
前ダイバージェンスに対しても, 3垂線の定理などダイバージェンスに対して成

り立つ性質が同様に成り立っ [Ku-2]. しかしながら, 情報幾何学におけるアファイ
ン分布の幾何学の役割は, 今のところわかっていない. 尤度関数の存在しない不可
積分系の推定理論などへの応用が考えられる.

本研究は科学研究費補助金 ( 若手研究 $(B)$ ) No.19740033の援助により行なわれ
ている.
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