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1 序

$(z0, z_{1})$ を $\mathbb{C}^{2}$ の標準的な正則座標とするとき,

$\omega=-\frac{i}{2}(dz_{0}\wedge d\overline{z}_{0}+dz_{1}\wedge d\overline{z}_{1})$

は標準的なシンプレクテイック構造である. 複素構造を $J^{M}$ とするリーマン面 $(M, J^{M})$

から $(\mathbb{C}^{2},\omega)$ への弱共形はめ込み $\psi:(M, J^{M})arrow(\mathbb{C}^{2},\omega)$ を曲面という. 曲面で $\psi^{*}\omega=0$

であるものをラグランジュ曲面であるという. $\{\psi_{t};M_{t}arrow \mathbb{C}^{2}\}$ を $\psi$ の変形族とする.
$\psi_{0}=\psi$ である. $\{\psi_{t}.\}$ にたいして, $M_{t}$ 上の滑らかな関数 $H_{t}$ があって

$\psi_{t}^{*}(\frac{d\psi_{t}}{dt}J\omega)=d$瓦

となるとき, $\{\psi_{t}\}$ はハミルトン変形であるという. 二つのラグランジュ曲面 $\xi$ と $\eta$ は, そ

れらを結ぶハミルトン変形 $\{\psi_{t}\},$ $\psi_{0}=\xi,$ $\psi_{1}=\eta$ が存在するとき, ハミルトン的アイソト
ピックであるという. $\mathcal{A}$ を面積汎関数とする.

$\frac{d}{dt}\mathcal{A}(\psi_{t}).|_{t=0}=0$

が $\psi$ の任意のハミルトン変形 $\{\psi_{t}\}$ でなりたっとき, $\psi$ はハミルトン的極小であるという.

写像 $f;\mathbb{R}^{2}arrow \mathbb{C}^{2},$ $f(x, y)=(r_{1}e^{xi}, r_{2}e^{yi})(r_{1}, r_{2}>0)$ を輪環面とみなすとき, $f$ を等

質輪環面という.

Oh は, 曲面は埋め込まれているという仮定の下で, 埋め込まれた等質輪環面 $f$ は, それ

とハミルトン的アイソトピックなもののなかで面積極小であり, 等質輪環面 $f$ のハミルト

ン的変形の, $f$ における面積の第二変分が零になるのは, 変分ベクトル場が $\mathbb{C}^{2}$ の正則等長

無限小変換の $f$ による引き戻しとなる場合であることを示している (Oh [5]). そこで Oh
は次の予想を提示した.
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予想 (Oh [5]). 埋め込まれた標準輪環面はそれとハミルトン的にアイソトピックなものの
なかで面積最小である.

この予想について, 弱共形はめ込みの範疇で曲面の四元数的形式主義を用いて考える
(Bursatall, Ferus, Leschke, Pedit, and Pinkall [1], Ferus, Leschke, Pedit, and Pinkall
[2], Pedit and Pinka11 [6] $)$ . 最初にやるべきことは, 等質輪環面の特徴づけである. 四元数

的形式主義では, 曲面は, リーマン面上の四元数的自明直線束の四元数的接続の平行切断
とみなす. この四元数的接続を用いてハミルトン的極小ラグランジュ輪環面が等質輪環面
になるための次の条件を得た.

定理 1.1 ([4]). ハミルトン極小ラグランジュ輪環面の四元数的接続が平坦であり, その反
正則構造が四元数的自明接続の反正則構造と一致するならば, そのハミルトン極小ラグラ
ンジュ輪環面は等質輪環面である.

より一般のラグランジュ曲面に対しては, 接続を用いて面積についての不等式が得られ
る. 本稿ではこれらの概略を述べる.

2 四元数的形式主義

2.1 右法ベクトル

$\mathbb{C}^{2}$ と $\mathbb{H}$ を $\mathbb{H}=\mathbb{C}\oplus j\mathbb{C}\cong \mathbb{C}^{2}$ で同一視する. ここで,

$\mathbb{H}=\{a_{0}+a_{1}i+a_{2}j+a_{3}k|a_{0}, a_{1}, a_{2}, a_{3}\in \mathbb{R}\}$ ,
$i^{2}=j^{2}=k^{2}=-1_{J}$

$ij=-ji=k,$ $jk=-kj=i,$ $ki=-ik=j$ ,

である. このとき, 次が成り立っ.

補題 21. $\psi;(M, J^{M})arrow \mathbb{H}$ にたいして, $\psi$ がラグランジュ曲面であることと, $\beta:Marrow$

$\mathbb{R}/2\pi \mathbb{Z}$ があって,

$*(d\psi);=(d\psi)\circ J^{M}=-(d\psi)e^{-\beta i}j$

となることが同値である (H\’elein and Romon [3]). さらに $\psi$ がハミルトン極小であるこ

とと $\beta$ が調和的であることが同値である.

$e^{-\beta i}j:Marrow \mathbb{H}$ を $\psi$ の右法ベクトルという.

31



2.2 四元数的平坦接続

$\psi;Marrow \mathbb{H}$ を $e^{-\beta i}j$ を右法ベクトルとするラグランジュ曲面とする. $\underline{\mathbb{H}}=M\cross \mathbb{H}$ を

左四元数的自明直線束とする. このとき $M$ から $\mathbb{H}$ への滑らかな写像全体は, $\underline{\mathbb{H}}$ の滑らか

な切断全体 $\Gamma(\underline{\mathbb{H}})$ と同 $-$ 視される. $M$ を閉リーマン面とし, $\psi$ が $0$ にならないように平行

移動し, 四元数的接続 $\nabla;\Gamma(\underline{\mathbb{H}})arrow\Gamma(T^{*}M\otimes\underline{\mathbb{H}})$ を

$\nabla\psi=0$ , $\nabla(\lambda\psi)=(d\lambda)\psi$

で定義する. ここで, $\lambda:Marrow \mathbb{H}$ である. $\nabla$ を $\psi$ の接続とよぶ. 任意の $\phi\in\Gamma(\underline{\mathbb{H}})$ にたい

して, $\nabla\phi=d\phi+\phi$ となる四元数値一次微分形式 $\omega$ を $\nabla$ の接続形式とよぶ. $\nabla$ は平坦

であり, $d\omega-\omega\wedge\omega=0$ となる.

2.3 複棄構造による分解 1

$J\in\Gamma$ (End $(\underline{\mathbb{H}})$ ) を $J\phi=-\phi e^{-\beta i}j(\phi\in\Gamma(\underline{\mathbb{H}}))$ で定義する. $J$ を $\psi$ の複素構造という.

この複素構造により $\psi$ の接続 $\nabla$ を次のように分解する.

$\nabla=\nabla’+\nabla’’$ ,
$*\nabla’\emptyset=J\nabla’\phi$ , $*\nabla’’\phi=-J\nabla’’\phi$ $(\phi\in\Gamma(\underline{\mathbb{H}}))$ .

とくに,

$d”\phi=\frac{1}{2}[(d\phi)+*(d\phi)e^{-\beta i}j]$

であるから, 次が成り立っ.

補題 22. $\nabla$ を曲面 $\phi$ の接続とする. $\phi$ が, 右法ベクトルが $e^{-\beta i}j$ であるラグランジュ曲

面であることと, $\nabla’’=d^{\prime/}$ であることが同値である.

これより, $\nabla$ と $\tilde{\nabla}$ をそれぞれ右法ベクトルが同じラグランジュ曲面 $\psi,\tilde{\psi}$ の接続である

とするとき, $\nabla’\neq\tilde{\nabla}’$ ならば, $\psi\neq\tilde{\psi}$ である. 逆は必ずしも正しくない.

24 複素構造による分解 11

$\nabla’$ を複素構造 $J$ により, 次のように分解する.

$\nabla’=\partial^{\nabla}+A^{\nabla}$ ,
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$J\partial^{\nabla}\phi=\partial^{\nabla}J\phi$ , $JA^{\nabla}\phi=-A^{\nabla}J\phi$ $(\phi\in\Gamma(\underline{\mathbb{H}}))$ .

$\partial^{\nabla}$ は璽を複素ベクトル束 $E\oplus jE\cong E\oplus E$ とみなしたときの反正則構造となる. ここ

で, $E=\{\phi\in\underline{\mathbb{H}}|J\phi=i\phi\}$ であり, $\partial^{\nabla}$ が反正則構造であるとは,

$\partial^{\nabla}(\lambda\phi)=(\partial\lambda)\phi+\lambda(\partial^{\nabla}\phi)$

が任意の $\phi\in\Gamma(\underline{\mathbb{H}})$ と任意の $\lambda:Marrow \mathbb{C}$ にたいして成り立っことである.

定理 11は, あるハミルトン極小ラグランジュ輪環面の四元数的接続 $\nabla$ が平坦であり,
$\partial^{\nabla}=\partial^{d}$ を満たすならばそのハミルトン極小ラグラシジュ輪環面は等質輪環面であると
主張する.

3 不等式

この節では $\phi;Marrow \mathbb{H}$ を右法ベクトルが $e^{-\beta i}j$ であるラグランジュ曲面であるとし,
$\nabla$ をその接続, $\omega$ をその接続形式とする. このとき, $M$ 上の複素数値微分形式 $\omega_{0}$ が存在

して,
$\omega=\omega_{0}+*\omega_{0}e^{-\beta i}j$

と書ける. $(d\phi)=-\phi v$ であり,

$\mathcal{A}(\phi)=-\frac{1}{2}\int_{M}(d\phi)\wedge(d\hat{\phi})$

であることを用いると, $r_{-}= \min\{|\phi(p)||p\in M\},$ $r+= \max\{|\phi(p)||p\in M\}$ とおいて

$-r_{-}^{2} \int_{M}\omega_{0}\wedge*\overline{\omega}_{0}\leq \mathcal{A}(\phi)\leq-r_{+}^{2}\int_{\Lambda i}\omega_{0}\wedge*\overline{\omega}_{0}$

を得る. 等号は $|\phi|=r_{-}=r+$ のときすなわち, $\phi$ が三次元球面内の曲面である場合に成

り立つ. このとき, $\phi$ は等質輪環面になることが分かる. 従って, $\phi$ が等質輪環面ではない

場合は,

$-r^{\underline{2}} \int_{M}\omega_{0}\wedge*\overline{\omega}_{0}<\mathcal{A}(\phi)<-r_{+}^{2}\int_{M}\omega_{0}\wedge*\overline{\omega}_{0}$

である. もし, $\phi$ が等質輪環面 $\psi$ のハミルトン変形であるとき,

$\mathcal{A}(\psi)<-r_{-}^{2}\int_{M}\omega_{0}\wedge*\overline{\omega}_{0}$

がなりたつならば, Oh 予想が成り立つ.
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