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1 はじめに

近年, 立地理論において順序メディアン問題が熱心に研究されている. この新しい立地モデルはご
く一般的な形で定式化されており, 実問題への応用性も高い. 実際, ウェーバー問題やセンター問題

といった多くの有名な立地モデルもこのモデルの特別な場合と見なすことができるのである. 順序メ
デイアン問題については, 最近の本では Nickel and Puerto[5] に詳しい. このフレームにおいては連
続空間におけるさまざまな距離が用いられてきた. 一方で Nickel et al.[6] の調査にあるように, 立

地解析においても急速な数理計画の進歩とともに, 2つ以上の目的関数を最適化する多目的アプロー
チが用いられるようになった.

本稿では, 二乗距離を用いた順序メディアン問題を複数組合せた多目的問題の, 統一的記述とその
解法を示す.

本研究では, 距離尺度として二乗距離 (直線距離の二乗) を用いる. 第一の理由は, 解析的な解を
得るためである. ユークリッド距離を用いたほうがより現実的ではあるが, ほとんど解析的結果を得
ることができない. また例外的ではあるが, いくつかの問題においては二乗距離とユークリッド距離
を用いた目的関数が等価となる. 二つ目の理由は, 二次式による定式化により目的関数の等高線が円
弧から構成されることである. これにより地理的に有用な情報を提供することが可能となる. すなわ
ちこの定式化は, 順序メディアン問題の本質を理解する上で極めて有用なものとなる.
最初に, ボロノイ図に基づく一目的二乗距離順序メディアン問題の解を特徴付ける. 次に, 2つの

順序メディアン問題を組み合わせた二目的問題のパレート最適集合とそれに対応するトレードオフ曲
線を検出する方法を示す. Nickel and Puerto[5] などの既存研究においては, 目的関数が凸であるよ
うな問題の組合せしか議論されていなかった. 我々はこの困難を, ボロノイ図や包絡線といった計算
幾何学の手法を用いて克服し, 領域や目的関数が非凸なものも含め, すべての二乗距離二目的順序メ
ディアン問題の解法を示す. 最後に, 2次元平面におけるすべての多目的二乗距離凸順序メディアン
問題について, パレート最適集合とその計算量を示す.
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2 一目的モデル

2.1 定式化

ユークリッド空間の閉じた領域 $\Omega$ に施設を建設することを考える. ただしその境界 $\partial\Omega$ は折れ線

によって構成されているものとする. 住民の位置を $\{p_{1}, p_{2}, \ldots, p_{|I|}\}$ , その添字集合を $I$ としよう.

正または負の値をとる, $i$ 番目の住民に対応する重みを $\alpha_{i}$ とする

対象領域 $\Omega$ 内に施設を立地する次の二乗距離順序メディアン問題を考える:

$\min_{x\in\Omega}(F(x)\equiv\sum_{i\in I}\alpha_{i}\Vert x-p_{(i)}\Vert^{2})$ , (1)

ここで (i) は地点 $x$ から $i$ 番目に近い住民を表す添字であり, すなわち (i) は $x$ に依存する. 問

題 (1) は, $x$ からの距離の順序に依存する, 施設と住民との間の重み付き二乗距離の和を最小にす

る地点を求める問題である. 表 1は, Nickel and Puerto[4] の表にもとづき, や $Mu\tilde{n}oz$-P\’erez and
Saameno-Rodr\’iguez[3] で示された例やいくつかの新規提案を加えたものである. ここに示されたよ

うに, 順序メディアン立地問題は多くの標準的な問題を一般化している. 一般にこれらの問題は, す

べての $i\in I$ に対して $\alpha_{i}>0$ であるときプル型の目的関数であり便益施設の適用され, すべての
$i\in I$ に対して $\alpha_{i}<0$ であるときはプッシュ型の目的関数であり, 迷惑施設に適用される. また,

$\alpha_{1}=-\alpha_{|I|}>0$ and $\alpha_{2}=\cdots=\alpha_{|I|-1}=0$ のとき問題は平等性最大化に対応する.

表 1 二乗距離一目的順序メディアン問題

種類 問題

er
重み

$(\alpha_{1}, \alpha_{2}, \cdots, \alpha_{|I|})$

$A$ の符号
$c$

凸
$\text{性_{}X}$

$($ 1, 1, $\cdots,$ $1,1)$

center $(0,0, \cdots, 0,1)$ $+$ convex
$k$

k-centrum $(0, \cdots, 0,\hat{1,\cdots,1})$
$+$ convex

ce$nt$-dian $(\omega,$ $\omega,$ $\cdots$ $\omega,$ $1)$ , $(0\leq\omega\leq 1)$ 十 convex
$n$
十

partial center $(0, \cdots, 0,1,\hat{0,\cdots,0})$
$+$

$m$ $m$

$\frac{trimmedmean\frac{0,,0}{},1,\cdots,1,\tilde{0,\cdots,0})+-}{pushanti- Weber-con}$
$(-1, -1, \cdots, -1, -1)$

anticenter $(-1,0, \cdots, 0,0)$
$k$

anti-k-centrum $(\tilde{-1,\cdots,-1},0, \cdots, 0)$

anticenter-maxian $(-1, -\omega, \cdots , -\omega, -\omega)$ , $(0\leq\omega\leq 1)$

$–$
–

partial anticenter
$(\hat{0,\cdots,0}, -1,0, \cdots, 0)n^{-}$

$-$

$m$ $m$

$\frac{anti- trimmedmean(\hat{0,\cdots,0},-1,\cdot\cdot.\cdot.’-1,\hat{0,\cdots,0})-}{equitymeandifference(1-|I|,3-|I|,\cdot,|I|-3,|I|-1)0con}$

range $(-1,0,$ $\cdots,$ $0,1)$ $0$ convex

trimmed range $(\hat{0,\cdot\cdot 0}, -1,0, \cdots, 0,1,\hat{0,\cdot\cdot 0})m$. $,m$. , $0$ –
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2.2 特性

ボロノイ図は計算幾何学分野で多く研究されている概念である: Okabe et al.[11] 等を参照.
$V_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$ を順序ボロノイ領域としよう. 数学的には次のように記述できる

$V_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}\equiv\{x\in \mathbb{R}^{2}|\Vert x-p_{i_{1}}\Vert\leq\Vert x-p_{i_{2}}\Vert\leq ...\leq\Vert x-p_{i_{|I|}}\Vert\}$. (2)

完全 $|$1頂序ボロノイ図は空でない $V_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$ の集積として定義される. ボロノイ領域の境界は pi, $PJ$

のあらゆる組合せに対する垂直二等分線からなる. $\Omega$ の中にある $V_{i,i_{2},\ldots,i_{|I|}}l$ の境界を $\partial V$ と表す.

ボロノイ領域 (2) を用いて, 式 (1) の $F(x)$ は次のように書き直すことができる

$F( x)\equiv\sum_{k\in I}\alpha_{k}\Vert x-p_{i_{k}}\Vert^{2}$
, $x\in V_{i_{1},i_{3},\cdots,i_{|I|}}$ . (3)

ボロノイ領域内部においては, 添字 $i_{k}$ は $x$ によって変化しない. すなわち $V_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$ に限れば, 順

序二乗距離問題はただの二乗距離問題となる.
$A$ を $A \equiv\sum_{k\in I}\alpha_{k}$ と定義する. $A=0$ のとき, 式 (3) は次のように書き直すことができる.

$F( x)=\langle x;\hat{p}_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}\rangle+\sum_{k\in I}\alpha_{k}\Vert p_{i_{k}}\Vert^{2}$
, $x\in V_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$ , (4)

ここで

$\hat{p}_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}\equiv-2\sum_{k\in I}\alpha_{k}p_{i_{k}}$
. (5)

である. すなわち, $F(x)$ は区分線形であり, ボロノイ領域 $V_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$ 内部での等高線は $\hat{p}_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$

と直行する平行線になる. $A\neq 0$ のときには, 式 (3) は以下の式と等価である (Francis and
White[l] $)$ .

$F( x)=A\Vert x-\overline{p}_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}\Vert^{2}+\sum_{k\in I}\alpha_{k}\Vert p_{i_{k}}-\overline{p}_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}\Vert^{2}$
, $x\in V_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$ , (6)

ここで,

$\overline{P}i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}\equiv\frac{1}{A}\sum_{k\in I}\alpha_{k}p_{i_{k}}=-\frac{1}{2A}\hat{p}_{i_{1},i_{2}}$ ..., $i_{|I|}$ . (7)

である. すなわち $F(x)$ を最小化することは, $A>0$ のとき $\Vert x-\overline{p}_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}\Vert^{2}$ を最小化すること

と, $A<0$ のときには最大化することと等価である. ここから以下のことが分かる. 第一に, $A\neq 0$

のときには鷲 l,i2, $\cdot\cdot\cdot$ ,i $|$ l $|$

内部での $F(x)$ の等高線は, 重心 $\overline{p}_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$ を中心とする半径

の円弧となる. 第二に, $A>0$ のとき $F(x)$ はボロノイ領域内部において狭義に凸であり, $A<0$ の

とき $F(x)$ は狭義に凹である. つまり $A$ の符号が重要な意味を持つことが分かる. $A>0$ のときに

は $F(x)$ は距離 $\Vert x-\overline{p}_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}\Vert\}$こよって増加するが, $A<0$ のときには減少する. よって, 施設
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計画の観点から見ると, $A>0$ のときは便益施設に, $A>0$ のときには迷惑施設にそれぞれ対応して
いる. 第三に, 目的関数 $F(x)$ は一般に非凸であり複数の最適解が存在しうる.

添字集合のすべての順列に対し, $\overline{P}t_{1},t_{2},\cdots,t_{|I|}$ もしくは $\overline{P}t_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}$ から最も近い $V_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}\cap\Omega$

上の点からなる集合を $\overline{P}$ と定義する.

命題 1 $A>0$ のとき, $F(x)$ を最小にする点 $f^{*}$ は $\overline{P}$ 上に存在する. $A\leq 0$ のとき, $f^{*}$ は $\partial V\cup\partial\Omega$

上のいずれかの頂点に存在する.

証明 $A>0$ のとき, 目的関数 $F(x)$ は $V_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$ 上では狭義に凸であるので, その領域内で $F(x)$

を最小にする地点 $f^{*}$ は一意に定まり, かつ $\overline{P}$ に存在する. したがって大域的最適解 $f^{*}$ は集合戸の
要素である. $A\leq 0$ のとき $F(x)$ は凹である. すなわち $V_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$ 上では, $F(x)$ は端点で最適値を
とる. そのような端点は必ず $\partial V\cup\partial\Omega$ の頂点である. $\blacksquare$

最適解は常に $\overline{p}_{i_{1J2},\cdots,i_{|I|}}$ もしくは $\partial V\cup\partial\Omega$ に存在することになる.

2.3 解法

命題 1から有限集合である候補地点を調べればよいので, 最適立地点を求める以下の手法を導くこ
とができる.

$\blacksquare$ァルゴリズム 1

ステップ 1. 平面グラフ $\partial V\cup\partial\Omega$ を構築する.

ステップ 2. $A>0$ のときには $\overline{P}$ の中から, $A\leq 0$ の場合には $\partial V\cup\partial\Omega$ の頂点の中から, それぞれ
$F(x)$ を最小にする地点を見つける.

命題 2 最適解 $f^{*}$ は $O(|I|^{5}+|I|^{3}|\partial\Omega|)$ の計算時間で見つけることができる.

ただし対象領域 $\Omega$ が凸ならば, 計算量は $O(|I|^{5}+|I||\partial\Omega|)$ に減る :Ohsawa et al[9] 参照.

3 二目的モデル

3.1 定式化

式 (1) の順序メディアン問題に加えて, 以下の 2つめの順序メディアン問題を考える

$\min_{x\in\Omega}(G(x)\equiv\sum_{i\in I}\beta_{i}\Vert x-p_{(i)}\Vert^{2})$ . (8)

$f^{*},$ $A,\hat{P}i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|},\overline{P}i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}$ と同様に, $G(x)$ に対して $g^{*},$ $B,\hat{q}_{i_{1},i_{2},\cdots,t_{|I|}},\overline{q}_{i_{1},t_{2},\cdots,i_{|I|}}$ をそれぞ

れ定義する.

ここで, 式 (1) と式 (8) の 2問題を組み合わせることで得られる以下の二乗距離二目的順序メディ
アン問題を考える:

$\min_{x\in\Omega}\{F(x), G(x)\}$ . (9)
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パレート最適立地点とは, その地点よりも二つの目的関数がともに優れているような地点がな
い, という地点である. 以降これをパレート集合と呼び $E^{*}$ で表す. $S\subseteq\Omega$ に対する $(F, G)(S)\equiv$

$\{(F(x), G(x))|x\in S\}$ という表記を用いると, 目的空間 $(F, G)(\Omega)$ において左下側包絡線をとった
ものがトレードオフ曲線 $(F, G)(E^{*})$ である. 一般に $E^{*}$ は両端点に $f^{*}$ と $g^{*}$ をもつ軌跡となる.

表 2 二乗二目的順序メディアン問題

$\frac{criteria.sing1e- objectiveproblemsconvexityreference}{pu11vspullWebervs.centerconvex[7]}$

pull vs. push center vs. anti-center [8]

$\frac{partia1anti- centervs.partialcenter[10]}{pullvs.equityWebervs.meandifferenceconvex[9]}$

push vs. equity anti-Weber vs. mean difference concave [9]

表 2に, 定式化 (9) の特別な場合と見なすことができる既存研究をまとめる.
特殊なケースを除くことで考慮する場合の数を減らすために, $p_{i_{1},i_{2},\ldots,i_{|I|}}$ 地点は次の意味におい
て一般の位置にあることを仮定する :

(a-1) $F(x)$ の等高線は $G(x)$ の等高線と点で交わる ;
(a-2) $F(x)$ と $G(x)$ はともに一意な最小解を持つ.

事実我々が用いる実世界の例では, この仮定はほとんどの場合成り立つ.

32 特性

$V_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$ ごとに, 直線 $L_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$ を次のように定義する:

$\overline{P}i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}$ と $\overline{q}_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$ とを通る直線, $- AB\neq 0$ のとき,
$L_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}=$ $\{$

$\overline{q}_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$ を通り $\hat{p}_{i_{1},i_{2},\ldots,i_{|I|}}$ と平行な直線, $A=0$ かっ $B\neq 0$ のとき,
$\overline{P}i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}$ を通り $\hat{q}i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}$ , と平行な直線 $A\neq 0$ かつ $B=0$ のとき.

集合 $L$ を, $V_{i_{1},\iota \text{可}\cdots,i_{|I|}}\neq\emptyset$ である添字集合の順列に対するすべての集合 $L_{i_{1},i_{2},\ldots,i_{|I|}}\cap V_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}\cap\Omega$

の和集合として定義する.

命題 3 パレート集合 $E^{*}$ は $\partial V\cup L\cup\partial\Omega$ の部分集合である.

証明パレート最適立地は, ボロノイ領域の境界 $\partial V\cup\partial\Omega$ でない限り $F(x)$ の等高線と $G(x)$ の等
高線が接する地点である. $F(x)$ の等高線は, $A\neq 0$ の場合 $\overline{p}_{i\text{、},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$ を中心とする円の一部であ
り, そうでない場合は $\hat{p}_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$ に直交する線分である. 同様に $G(x)$ の等高線は, $B\neq 0$ のとき

$\overline{q}_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$ を中心とする円弧であり, それ以外のときには $\hat{q}_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$ に直交する線分となる. 仮定
(a-1) より, そのような 2つの等高線が接する場所は $L_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$ である. $\blacksquare$

$AB>0$ のときには, より正確には候補点は $\overline{p}_{i_{1,2},\ldots,i_{|I|}}$ と $\overline{q}_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$ を結ぶ線分に絞られる.
$AB<0$ のときには, 2点を通る直線のうち 2点を結ぶ線分の以外の外側部分に限定できる. しか
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し, このような詳細な分類は計算量にほとんど影響しない. 命題 3により, 探索領域を平面グラフ
$\partial V\cup L\cup\partial\Omega$ の辺に絞ることができる. すなわち, パレート集合 $E^{*}$ は折れ線のパスになる.

33 解法

明らかに $\partial V\cup\partial\Omega\cup L$ はパレート最適でない地点を含んでいる. したがって $\partial V\cup\partial\Omega\cup L$からパ

レート集合を構築しなければならない. トレードオフ曲線は $(F, G)(\partial V\cup\partial\Omega\cup L)$ の左下包絡線と

して与えられる. よって, パレート集合 $E^{*}$ と対応するトレードオフ曲線はは以下のアルゴリズムに

より得られる.

$\blacksquare$アルゴリズム 2

ステップ 1. 平面グラフ $\partial V\cup L\cup\partial\Omega$ を構成する.

ステップ 2. 目的空間に $(F, G)(\partial V\cup L\cup\partial\Omega)$ の軌跡を描く.

ステップ 3. 軌跡の左下包絡線を検出する.

ステップ 4. 包絡線に対応する地理空間の地点を特定する.

命題 4 パレート集合とトレードオフ曲線 $(F, G)(E^{*})$ は $O((|I|^{4}+|I|^{2}|\partial\Omega|)(|I|+\log|\partial\Omega|))$ の計

算時間で見つけることができる.

さらに以下の知見を得ることができる. 第一に, $\Omega$ が凸領域ならば計算時間は $O((|I|^{4}+|\partial\Omega|)(|I|+$

$\log|\partial\Omega|))$ に短縮できる. 第二に, $F(x)$ と $G(x)$ がともに凸ならば, アルゴリズム 2よりも計算量

の少ないアルゴリズムを設計できる (この点については, 4章で簡単に触れる). 最後に, アルゴリ

ズム 2は 2つの目的関数の凸性に依存しない. したがって, このアルゴリズムはこれまで研究されて

きたさまざまな準迷惑施設立地問題に適用できる.

4 凸多目的モデル

4.1 定式化

この節では, 凸である対象領域内に施設立地場所を決める際に, 評価に用いる凸二乗順序メディア

ン指標を 3つ以上用いることを考える. $Q$ を二乗順序メディアン指標の添字集合としよう. すなわ
ち $|Q|$ は目的関数の数である. 添字 $q$ は $Q$ の中の $q$ 番目の指標を表すものとする. ここで次の $|Q|$

個の異なった二乗凸順序メディアン問題が与えられたとする.

$\min_{x\in\Omega}F^{q}(x)\equiv\sum_{i\in I}\alpha_{i}^{q}\Vert x-p_{(i)}\Vert^{2}$
, $q\in Q$ , (10)

ここで $\alpha_{1}^{q},$ $\alpha_{2}^{q},$

$\cdots,$ $\alpha_{|I|}^{q}$ は $q$ 番目の指標に対する重みである. $A^{q} \equiv\sum_{i\in I}\alpha_{i}^{q}$ を定義する. $F^{q}(x)$ が

凸であるという仮定から, すべての $q\in Q$ に対して $A^{q}\geq 0$ である.

これらの $|Q|$ 個の (10) に示される単一目的問題を統合することで, 次の二乗距離凸多目的順序メ

ディアン問題を得る :

$\min_{x\in\Omega}\{F^{1}(x),$ $F^{2}(x),$
$\cdots,$ $F^{|Q|}(x)\}$ . (11)
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これまでのように, 式 (11) のパレート解 $E^{*}$ を構成したいのだが, 通常これを直接求めることは
簡単ではない. そこで, 弱パレート解の集合, すなわち, どんな点集合 $y\in\Omega$ に対してもいくっかの

$q\in Q$ において $F^{q}(y)\geq F^{q}(x)$ である点集合 $x\in\Omega$ を示そう. 等価な解が存在しない (すなわちす

べての $q\in Q$ に対して $F^{q}(y)=F^{q}(x)$ のとき $x=y$) と言う緩い条件のもとでは, パレート解と弱
パレート解は一致する. 以下ではこれが成り立つことを仮定する. 特にすべての目的関数 $F^{q}(x)$ が

狭義に凸 (すなわち $A_{q}>0$), あるいは点 $p_{i}$ が一般の位置にあるときには (前節での仮定を拡張し

ている), これが当てはまることは容易に分かる:

(b-1) どの 2つの目的関数の等高線も 1点で交わる;
(b-2) すべての $F^{q}$ は $\Omega$ に一意な最小解 $f_{q}^{*}$ をもつ.

以上から, 問題 (11) の (弱) パレート集合をやはり $E^{*}$ と表すこととする. $F^{q}(x)$ と $F^{r}(x)$ から

なる 2目的問題パレート集合を $E_{qr}^{*},$ $F^{q}(x),$ $F^{r}(x)$ および $F^{s}(x)$ からなる 3目的問題のパレート集
合を $E_{qrs}^{*}$ と表す.

42 特性

次の制約なし凸ベクトル最小化問題を考える:

$\min_{x\in \mathbb{R}^{2}}\{F^{1}(x),$ $F^{2}(x),$ $\cdots,$ $F^{|Q|}(x)\}$ .

空間 $\mathbb{R}^{2}$ 上に定義されるコンパクトな目的関数をもつこの制約なし問題の弱パレート解
WE$(F^{1}, F^{2}, \cdots, F^{|Q|})$ に関する以下の事実が知られている.

(r-1) 二目的の場合: WE$(F^{q}, F^{r})$ はそれぞれの単一目的問題の極小解 $f_{q}^{*}$ と $f_{r}^{*}$ を結ぶ連結集合と
なる (Hansen et al.[2] を参照). 上で述べた仮定のもとでは, より正確には 2つの点を結ぶ連
続曲線となる.

(r-2) 3目的の場合: WE$(F^{q}, F^{r}, F^{B})$ は部分問題WE$(F^{q}, F^{r}),$ $WE(F^{r}, F^{s})$ およびWE$(F^{s}, F^{q})$

の弱パレート集合によって囲まれた領域となる (Rodr\’iguez-Ch\’ia and Puerto[13] を参照)

(r-3) 4目的以上の場合:

$WE$
$(F^{1},F^{2}, \cdots, F^{|Q|})=\bigcup_{Q’\subset Q,|Q’|=3}WE(F^{q},q\in Q’)$

.

となる (Plastria and Carrizosa[12], Rodr\’iguez-Ch\’ia and Puerto[13] を参照).

しかしながら, 同じ結果が凸コンパクト部分集合 $S\subset \mathbb{R}^{2}$ に制約された多目的問題に対しても成り立
つことが, 以下の補助定理 (証明は省略) から容易に導かれる.

補助定理 41 $S$ を $\mathbb{R}^{d}$ のコンパクトな凸部分集合としよう. 次の制約多目的問題 (P) を考える:

$\min\{F^{1}, F^{2}, \cdots, F^{|Q|}|x\in S\}$ ,

ここですべての $F^{q}(x)$ は $\mathbb{R}^{d}$ 上で定義される凸コンパクト関数である. すると, 制約なし多目的問

題 (P’)
$\min\{G^{1}, G^{2}, \cdots, G^{|Q|}|x\in \mathbb{R}^{d}\}$
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の (弱) パレート集合が (P) の (弱) パレート集合と等しくなるような $\mathbb{R}^{d}$ 上の凸コンパクト関数
$G^{q}(x)$ を見つけることができる.

$q,$ $r\in Q$ によって定義される凸二目的問題に対して, 3節の結果から, (弱) パレート集合 $E_{qr}^{*}$ は

グラフ $\partial V\cup L^{qr}\cup\partial\Omega$ の辺から構成される. (r-1) より, 凸の目的関数に対して $E_{qr}^{*}$ は $f_{q}^{*}$ と $f_{r}^{*}$ をつ

なぐ連続曲線になるので, Ohsawa et al.[9] で示された考えである 「最急降下パス」の一般化によっ
てこの曲線を構成する線分を以下のように直接決定することができる.

$f_{q}^{*}$ から (後で述べるように, より一般にはグラフ $\partial V\cup L^{qr}\cup\partial\Omega$ の頂点 a から) 始め, 最終的に

翠に到達する辺を選ばなければならないが, この過程で $F^{r}(x)$ の値は常に減少し, $F^{q}(x)$ の値は増
加する. 頂点 a から先の辺は, $(F^{q}(a), F^{r}(a))$ から先の $(F^{q}(x), F^{r}(x))$ -図上の曲線に対応し, それ

らの中から支配されていいないものを選ばなければならない. 頂点 a の先のすべての辺は何らかの
方向 $e\neq 0$ を持つ線分であり, $(F^{q}, F^{r})$ -図での $(F^{q}(a), F^{r}(a))$ における傾きは, a から方向 $e$ へ動
くときの $F^{r}(x)$ の $F^{q}(x)$ に対する相対的な変化量

$\frac{DF^{r}(a)(e)}{DF^{q}(a)(e)}$ , (12)

である. ここで $DF^{q}(a)(e)$ は a における方向 $e$ の $F^{q}(x)$ に関する方向微分係数を表す. したがっ

て頂点 a において, $DF^{r}(a)(e)<0$ かつ $DF^{q}(a)(e)>0$ を満たす方向 $e$ の中から, (12) を最小化
する $e$ を選ばなければならない. 頂点 a において複数の辺が最小の値をとるという例外的な場合に
おいては, $F^{q}(x)$ が二次なので $F^{q}(x)$ の二次方向微分を用いることで最急降下パスを見つけること
ができる. 以下では, そのように構成されたパスを $f_{q}^{*}$ から $f_{r}^{*}$ への最急降下パスと呼ぽう.

方向微分係数の計算は簡単である. 地点 a と方向 $e$ が与えられたとき, 領域 $V_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}$ において

は $A^{q}=0$ のときには (4) 式の, $A^{q}>0$ のときには (6) 式の表現が有効である. よって

$DF^{q}(a)(e)=\{\begin{array}{ll}\langle e;\hat{p}_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}^{q}\rangle, if A^{q}=0,2A^{q}\langle e;\overline{p}_{i_{1},i_{2},\cdots,i_{|I|}}^{q}-a\}, if A^{q}>0,\end{array}$

となる. ここで定義 (5) and (7) が $\alpha_{k}^{q}$ を使って $F^{q}(x)$ に適用されている.

命題 5 パレート集合 $E^{*}$ は平面グラフ $\partial V\cup(\bigcup_{q\in Q}\bigcup_{r\in Q,q>r}L^{qr})\cup\partial\Omega$の連結面から構成される.

証明 (r-2) および (r-3) から, パレート集合 $E^{*}$ は $E_{qr}^{*}$ のようなタイプのパレート集合によって閉じ
られる. このことおよび命題 3は, $E^{*}$ は平面グラフ $\partial V\cup(\bigcup_{q\in Q}\bigcup_{r\in Q,q>r}L^{qr})\cup\partial\Omega$の連結面か

ら構成されることを意味する. $\blacksquare$

43 解法

命題 3および命題 5から, 凸多目的順序メディアン問題 (11) に対するパレート集合」野を構築す
る以下のアルゴリズムが得られる.

$\blacksquare$アルゴリズム 3

ステップ 1. 平面グラフ $\partial V\cup\partial\Omega$ を構築し. すべての $q\in Q$ について最適解 $f_{q}^{*}$ を求める.
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ステップ 2. すべての $q$ と $r(\neq q)$ に対して平面グラフ $\partial V\cup L^{qr}\cup\partial\Omega$ を定義し, $E_{qr}^{*}$ すなわち
$\partial V\cup L^{qr}\cup\partial\Omega$ . 上の $f_{q}^{*}$ から $f_{r}^{*}$ へ至る最急降下バスを見つける.

ステップ 3. すべての $q,$ $r$ および $s$ に対して, $E_{qrs}^{*}$ すなわち $E_{qr}^{*},$ $E_{rs}^{*}$ および $E_{sq}^{*}$ によって閉じら
れた領域を見つける.

ステップ 4. $E^{*}$ はすべての $E_{qrs}^{*}$ の和集合である.

命題 6 狭義凸性もしくは一般の位置の仮定の下で, かつ $|Q|$ が与えられたとき, パレート集合 $E^{*}$

は $O(|I|^{5}+|I||\partial\Omega|)$ の計算量で検出できる.

5 結論

これまで順序メディアン立地問題に関して多くの研究が行われてきたが, 多目的問題, 特に非凸な
目的関数を扱うものは比較的少ない. 本稿では, ボロノイ図や包絡線といった計算幾何学の手法を援
用して多くの順序メディアン問題からなるパレート最適解を, 多項式時間で導出するアルゴリズムを
示した. 本稿では二乗距離を用いた分析のみを行ったが, ここでの結果は比較的容易にレクティリニ
ア距離など他の距離に拡張できる. ただしその際にはパレート解と弱パレート解の差に注意を払わな
ければならない.
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