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概要

非線形最適化のヒューリスティクスの一っである Nelder-Mead法は、 対象とする
問題の目的関数がブラ $\grave$ノ$\grave$ クボックスであってもよいという利点があるが、 多峰性を有
するような問題の場合、 得られる解は局所的最適解にすぎない。本稿では探索領域
における目的関数の下界に関する情報が既知であることを仮定し、 リブシッツ条件と
Nelder-Mead法に基づいた分枝限定法によって非線形計画問題の大域的な最適化を試
みる。

1 はじめに

数理計画法のうち、線形計画問題や凸非線形計画問題に関しては十分に実用的なアル
ゴリズムが既に整備されている o しかし現実の応用に現れる最適化問題の多くは非線形
かっ多峰性を有し、 これらのアルゴリズムで大域的な最適解の得られる保証はない。本
稿では、非線形計画問題のためのヒューリスティクスの 1つである Nelder-Mead法 (単体
法 $)$ [3] を用いて、多峰関数の大域的な最適化を試みる。一般に、Nelder-Mead法によって
得られる解は局所的最適解である。そこで、複数の異なる初期点から Nelder-Mead法を実
行し、解を改善していくマルチスタート法を用いる。 目的関数はブラックボ $\backslash \backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}$ クスである
が、 探索領域における目的関数の下界に関する情報が分かっているような関数を想定し、
リプシッツ条件と Nelder-Mead法に基づいた分枝限定法を提案する。
第 2節では、本研究で対象としている問題について述べる。第 3節では、非線形最適化
のヒューリスティクスである Nelder-Mead法とマルチスタート法について述べる。第 4節
では、マルチスタート単体法とリプシッツ条件に基づいた分枝限定法を提案する。第 5節
では、提案する方法と初期点をランダムに与える方法の比較実験を行う。第 6節では、本
稿での結果を総括する。
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2 多峰関数の最適化問題
関数 $f,g_{i}(i=1, \cdots, m),$ $h_{J}(j=1, \cdots, l)$ を $n$次元空間 $\Re^{n}$で定義された実数値関数とす

る。このとき Y 制約条件 $g_{i}(x)\leq 0$ および $h_{j}(x)=0$ を満たすベクトノレ $x=(x_{1},x_{2}, \cdots,x_{n})$

のなかで、 目的関数 $f(x)$ を最小にする $x$ を求める数理計画問題を考える。
本稿では関数 $f$ と $g_{j},$ $h_{k}$ に非線形な関数が含まれるものとし、実行可能集合を

$D=\{x\in\Re^{n}|g_{i}(x)\leq 0, i=1, \cdots, m;h_{J}(x)=0, j=1, \cdots, l\}$

で表す。したがって、対象となる問題は次の非線形計画問題として定式化できる :

$\min$ . $f(x)$

$st$ . $x=(x_{1}, \cdots,x_{n})\in D$
(1)

この問題 (1) $\}’$.対して、
$f(x^{*})\leq f(x)$ $\forall x\in D$

を満足する $x^{*}\in D$ を大域的最適解という [2]。問題 (1) には一般に $x^{*}$ 以外の局所的最適
解も存在する。例えば、 $D$が矩形の場合であっても $f$が次の例のように複数の極値をも
つ場合、図 1のように 4つの局所的最適解が存在する。

$f(x)= \sum_{i=1}^{n}(0.3x_{i^{4}}+0.4x_{i^{3}}-1.2x_{i^{2}})+10$

この例では、大域的最適解は $x^{*}=(-2, -2)$ , 大域的最適解 36となる。

$os\cdot(X^{\cdot}.4*y..4)+0\iota\cdot(x^{\alpha}8+r\cdot s)- 1R.(x^{r}2+r\cdot a)+10-$
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図 1: 2次元多峰関数の例
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3 非線形最適化のヒューリスティクス

3. 1 Nelder-Mead法

非線形最適化の手法は、大まかに分けると関数の微分を用いる手法 (勾配法) と用い
ない手法 (直接探索法) がある。本研究では直接探索法である Nelder-Mead法を用いる。
Nelder-Mead法は $D$上に与えられる $n$次元単体の各端点における目的関数 $f$ の値のみを用
いて最適化を行う。与えられた初期単体に対して、終了条件が満たされるまで、Reflect, Ex-
pand, Contract, Shrink の各基本操作を行い、単体を更新して、解を改善していく。
以下に Nelder-Mead法のアルゴリズム [5] を示す。

Step $0$ 単体の各頂点を目的関数の値順に $f(x_{1})\leq f(x_{2})\leq\cdots\leq f(x_{n+1})$ とし、 終了条
件を満たしていなければ Steplへ、満たしていれば点 $x_{1}$ を解として終了。

Step 1 (Try to Reflect the simplex)
$x_{0}$ : 点 $x_{1}\cdots x_{n}$ による重心
$x_{r}$ : 点 $x_{n+1}$ の、重心 $x_{0}$ に関して対称な方向へ移した点

$x_{r}:=x_{0}+\alpha(x_{0}-x_{n+1})$

を求める。

Step 2

Case 1 (Accept Reflect)
$f(x_{r})<f(x_{n})$ であれば

$x_{n+1}:=x_{r}$

とし、 Step $0$ へ。

Case 2 (Expand)
$f(x_{r})<f(x_{1})$ であれば点 $x_{n+1}$ と対称な方向に更に伸ばした点 $x_{e}$

$x_{e}:=x_{0}+\gamma(x_{r}-x_{0})$

を求め、 $f(x_{e})<f(x_{r})$ であれば

$x_{n+1}=x_{e}$

とし、 Step O へ、 それ以外は

$x_{n+1}:=x_{r}$

とし、 Step $0$ へ。

Case 3 (Contract)
$f(x_{r})\geq f(x_{n})$ のとき
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Case 3-1 (Outside Contract)
$f(x_{r})<f(x_{n+1})$ であれば

$x_{c}:=x_{0}+\beta(x_{r}-x_{0})$

を求め、 Step3へ。
Case 3-2 (Inside Contract)

それ以外のとき、
$x_{c}:=x_{0}+\beta(x_{n+1}-x_{0})$

を求め、 Step3へ。

Step 3

Case 1 (Accept Contract)
$f(x_{c})< \min\{f(x_{r}), f(x_{n+1})\}$であれば、

$x_{n+1}:=x_{c}$

とし、 Step $0$ へ。

Case 2 (Shrink)
$f(x_{C}) \geq\min\{f(x_{r}), f(x_{n+1})\}$ 単体の全ての辺を点 $X_{1}$ 方向に縮める、すなわち

$x_{i}:=x_{1}+\delta(x_{i}-x_{1})$ $(i\neq 1)$

とし、 Step $0$ へ。

$x2$

x3 $x1$

図 2: 初期単体

口

図 3: Reflect

Nelder-Mead法の終了条件には、 目的関数値の評価回数や、単体の最良点と最悪点の目
的関数値の差等が用いられる [5]。本研究では単体の体積によって終了判定を行う。Nelder-
Mead法の各操作による単体への変形の種類で、変形後の単体 $S’$ の体積 $V(S’)$ は以下のよ
うに決まる :
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$x2$

図 4: Expand 図 5: Outside Contract

$x2$

図 6: Inside Contract 図 7: Shrink
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$\frac{V(S)}{V(S)}=\{\begin{array}{ll}\alpha Reflect\beta Inside Contract\alpha\cdot\beta Outside Contract\alpha\cdot\gamma Expand\delta^{n} Shirink\end{array}$

これを基に、初期単体の体積より十分小さくなったとき、具体的には許容誤差 $\epsilon>0$に対
して $\frac{V(S)}{V(S)}<\epsilon$が満たされればアルゴリズムを終了する。

3.2 マルチスタート法

Nelder-Mead法によって得られる解は局所的最適解にすぎない。そこで本研究では、複
数の異なる点を基準に初期単体を与えて、Nelder-Mead法を複数回実行し、解を改善して
いくマルチスタート法を併用する。初期単体をランダムに与える通常のマルチスタート法
では大域的最適解を得る保証はないので、Nelder-Mead法を体系的に制御し、 より精度の
高い解を得る方法を提案する。

4 分枝限定法によるスタート制御
対象とする問題は、 目的関数 $f$ に多峰性を想定し、実行可能領域は $D=\Re^{n}$ とする。解
の探索領域は、基点 $s_{0}$ から各方向成分にある長さ isz だけ伸ばした単体上とし、 この単体
上で $f$はリプシッツ連続であることを仮定する。以下に、 マルチスタート単体法と、 リプ
シッツ条件に基づいた分枝限定法で、この探索領域から $f$ の大域的最小点を求める方法を
述べる。

4.1 リプシッツ条件
ある 2点 $x,$ $y$ において、関数値の差が、変数値の差に比例する値で抑えられるとき、 す

なわち

$\exists L>0$ $\forall x,$ $y\in\Re^{n}$ $||f(x)-f(y)\Vert<L\cdot\Vert x-y\Vert$

を満たすとき、 $f$ をリプシッツ連続であるといい、 $L>0$ をリプシッツ定数 (Lipschitz
constant) という。 ある閉領域上で成り立つときは局所リプシヅッ連続であるという。
探索領域である単体上で、 目的関数がリプシヅッ連続であれば、以下を単体上での $f$ の
下界値とすることができる :

$\max(l^{\max})(-L)+f(v_{\max})$

ここで、 $v_{\max}$ は単体の端点の中で、 $f$ の値が最も大きい点を表し 、
$l^{\max}$ は $v_{\max}$ に接続す

る単体の辺の長さの集合を表す。
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4.2 分枝限定法

提案するアルゴリズムは、Nelder-Mead法とリプシヅツ定数によって定まる下界値を用
いて以下のように記述できる。

Step 0.1基点 $s_{0}$ と単体の各辺の長さ iszから探索領域となる単体を作る。

Step 0.2探索領域となる単体上で Nelder-Mead法を実行し、得られる解における $f$ の

値を暫定値 $V$ とする。

Step 0.3単体を、最長の辺で二等分する。

Step 0.4分割された単体それぞれについて、その単体上での $f$ の下界値を求め、下界値
が $V$ よりも小さい値であれば探索候補に加える。

Step 1探索候補の中で、下界値が最も小さいものを選択し、その単体を初期単体として
Nelder-Mead法を実行する。得られた解の値が $V$ よりも良い値であれば Step2へ、
そうでなければ Step3へ。

Step 2得られた解で暫定値 $V$ を更新し、探索候補の中で下界値が $V$以上の値になって
いるものを探索候補から外す。 Step3へ。

Step 3 Nelder-Mead法を実行した単体を、最長の辺で二等分する。 Step4へ。

Step 4分割された単体それぞれについて、その単体内での $f$ の下界値を求め、下界値が
$V$以下の値であれば探索候補に加える。 Step5へ。

Step 5探索候補が空でなければ Step l へ。 空ならば終了。 $\square$

5 数値実験
2次元のテスト問題 1 $\sim$ 3に対して提案する方法 1と、探索領域内からランダムに初期

点を与えて、その点を基点に探索領域と同じ大きさの単体を初期単体として Nelder-Mead
法を実行していく方法 2を比較する。後者は、頂点評価回数が前者の実行結果と等しく
なるまで繰り返し初期点を与えて実行した。 Nelder-Mead法の各基本操作に必要なパラ
メータは、 $\alpha=1,$ $\beta=0.5,$ $\gamma=2,$ $\delta=0.5$ とし、 終了条件の許容誤差は方法 1で $\epsilon=2^{-3\text{、}}$

方法 2では $\epsilon=2^{-10}$ とした。 これは、 方法 1では反復が進むに従って Nelder-Mead法に
渡す初期単体が小さくなるのに対し、方法 2では毎回の反復で同じ大きさの初期単体に
Nelder-Mead法を実行する点を考慮したものである。各問題のリプシッツ定数 $L$は、探索
領域で最大の導関数の絶対値とした [4]。実装には GNU Octave を用いた。
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問題 1

$f_{1}(x)= \sum_{i=1}^{n}(0.3x_{i^{4}}+0.4x_{i^{3}}-1.2x_{i^{2}})+10$

基点 $s_{0}=(-3, -3)$ , isz $=5$ , $L=28.8$

探索領域内での大域的最適解 36 $x=(-2, -2)$

問題 2

$f_{2}(x)= \sum_{i=1}^{n}(x_{i^{3}}-3x_{i})+2$

基点 $s_{0}=(-1.5, -1,5)$ , isz $=5$ , $L=37.5$

探索領域内での大域的最適解 $-2$ $x=(1,1)$

問題 3 $[$4$]$

$f_{3}(x)$ $=$ $-25\exp\{-20(x_{1}-0.3)^{2}-18(x_{2}-0.7)^{2}\}$

$-23\exp\{-17(x_{1}-0.65)^{2}-19(x_{2}-0.25)^{2}\}$

基点 $s_{0}=(0,0)$ , isz $=1$ , $L=52.93$

探索領域内での大域的最適解 25062 $x=(O.301,0.699)$

図 8: 問題 2 図 9: 問題 3
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表 1: 問題 1の実験結果

表 2: 問題 2の実験結果

6 まとめと課題

本稿では、非線形で多峰性を有する問題に対し、Nelder-Mead法を用いた二つの方法で
大域的な最適化を試みた。問題 1と 2については大きな差は見られなかったが、問題 3の
ように適切なリプシヅツ定数が与えられた問題に対しては、分枝限定法が有効に働き、方
法 2よりも解の精度、実行時間の両方で勝っていることが確認できた。
課題としては、 10次元程度の問題に対して既に Nelder-Mead法が有効に働かない場

合があることと、方法 1の終了条件である。問題 1と 2においても、分枝限定法が収束す
るよりも遥かに早い段階で良い解が得られているものと推測される。しかし、反復が進
むにつれて、実際の下界値に対してリプシヅッ定数が相対的に大きくなっていくせいで、
探索領域を効果的に減らすことができていない。適当な反復回数で強制終了させるなど、
新たなヒューリスティクスを用いた実用性の向上が期待される。
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表 3: 問題 3の実験結果
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