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概要

本研究では, 非負行列分解を利用した画像の構成部品抽出を行う. 効率的に非負行列
分解を行うため, 交互に行列を求める問題を線形計画問題に帰着し, 加えて, 画像の構成
部品をうまく抽出するためのいくつかの制約式を導入する. 計算実験では, その工夫が
画像の構成部品抽出に役立つことを示す. また, Earth Mover’s Distance を画像の非類
似度とした非負行列分解を提案する.

1 はじめに

大量のデータから有意義な知見を得たり, データの潜在的な構造を理解することは, 非常
に重要なことである. 特に, 分析対象のデータが画像である場合, 画像の構成部品を抽出す
ることが, データの解釈に役立つ可能性がある. Lee and Seung [6] は, 非負の行列を, 非負の
行列の積に分解する手法を利用し, 顔画像データベースを使った実験で, 眉や口などの顔を
構成する部品を抽出している. 一枚の画像は, 非負の要素で構成され, 画像はいくつかの部
品の足し合わせでできていると考えると, 非負の要素で構成された部品の非負結合によって
各画像が再現されることが望ましい.

2 非負行列分解

非負行列分解とは, 非負の要素で構成されるデータ行列 $F\in \mathbb{R}^{mxn}$ を, 非負の行列 $U\in$

$\mathbb{R}^{mxr}$ と $W\in \mathbb{R}^{r\cross n}$ の積 $UW$ に分解する手法である. このとき, 行列 $U$ の列数であり行列
$W$ の行数である $r$ は, $r< \min\{m, n\}$ となるように決め, 前もって与えるものとする.

図 1: データ $F$ を行列の積 $UW$ に分解する.

非負行列分解の応用範囲は広く, 画像の構成部品抽出以外にもテキストマイニングや要因
分析, テキストのクラスタリングに利用されている [1], 本研究では, Donoho and Stodden
[3] が使用した Swimmer Data と呼ばれる画像データを用いる. その一部を, 図 2に示す.
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図 2: Swimmer Data の一部

Swimmer Data は, 人が泳いでいる様子を模した複数の画像から成っている. 一枚の画像
は, 0,1の値を持つ $32\cross 32$ ピクセルからできている. 各画像は, 1の値を持つ胴体・右手・左
手右足左足と $0$ の値を持つ背景から構成され, 左右の手足は, それぞれ 4種類の異なる
位置を持つ. よって, 画像枚数は 256枚である.
本研究の目的は, この Swimmer Data から, 画像の構成部品を抽出することである. 4つ

の部位が 4か所の位置を持つことから, 左右の手足として, 16個の部品が抽出できる. これ
にどの画像にも現れる胴体を加え, 合計で 17個の部品を抽出することを目的とする.
一枚の画像を 0,1の要素を持つ行列とみなし, 各行を順に並べることでベクトルを構成す

る. こうしてできたベクトルをデータ行列 $F$ の一列とする. Swimn$\sim er$ Data は 256枚の画
像で構成されるため, データ行列 $F$ のサイズは $1024\cross 256$ となる. $F=UW$ と分解できた
と仮定すると, 一枚の画像に対応する $F$ の各列は $U$ の各列の非負結合によって構成される.
よって, $U$ の各列は画像を構成する部品と解釈でき, $W$ の一列は, 一枚の画像を再現するた
めの各部品の重みとみなすことができる. このことから, 今後, $U$ を部品行列, $W$ を重み行
列と呼ぶ.

3 非負行列分解のアルゴリズム

情報の縮約が目的であれば, 部品の個数である $r$ はなるべく少なくしたいと考えられる. し

かしながら, 部品の個数 $r$ が少ないと, 厳密に $F$ を $UW$ に分解することができない. そのた
め, 非負行列分解の既存の研究では, F-UW のフロベニウスノルムの最小化を考えている.

フロベニウスノルムの定義

$A=(a_{ij})\in \mathbb{R}^{mxn}$ ,

フロベニウスノルムを用いた非負行列分解の問題

$\min_{U\geq 0,W\geq 0}||F-UW||_{F}^{2}$

また, 非負行列分解の多くのアルゴリズムは, 部品行列 $U$ と重み行列 $W$ を交互に求めてい
る [4] [6]. つまり, 重み行列 $W$ が与えられている下で, 次の問題を解いて目的関数を最小化
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する部品行列 $U$ を求め

$\min_{U\geq 0}||F-UW||_{F}^{2}$ ,

次に, こうして得られた部品行列 $U$ の下で, 次の間題を解いて目的関数を最小化する重み行
列 $W$ を求める.

$\min_{W\geq 0}||F-UW||_{F}^{2}$

以上の操作を繰り返し, $||F-UW||_{F}^{2}$ がなるべく小さくなる $U$ と $W$ を求めていく.

41-ノルム, $\infty-$ノルムを利用した非負行列分解
部品行列 $U$ と重み行列 $W$ を交互に求める問題でも, フロベニウスノルムを用いた定式化

では, 2次の最適化問題を解く必要がある. 一方で, 1-ノルムと $\infty-$ノルムを利用した定式化
を行うことにより, 片方の行列を固定したときの問題は, 線形計画問題に帰着でき, 効率的に
求解が可能である.
次 こ, $\mathcal{M}:=\{1, \ldots, m\},\mathcal{N}:=\{1, \ldots, n\},$ $\mathcal{R}:=\{1, \ldots,r\}$ とし, 1-ノルムと $\infty\succ$ ノルムを

利用した定式化を示す.

4.1 1-ノルムによる非負行列分解

データ行列 $F$ と重み行列 $W$ を与え, 1-ノルムを用いて部品行列 $U$ を求める問題の定式化
を Pl $(F, W)$ に示す.

$P_{1}(F, W)\Vert s.t\min_{u_{sk}}$ $u_{sk} \geq\sum_{s\in \mathcal{M}}\sum_{t\in \mathcal{N}}|f_{st}-$$\sum_{k\in R,0}u_{\epsilon k}w_{kt1}$

$\forall s\in \mathcal{M},\forall k\in \mathcal{R}$

Pl $(F, W)$ は, 変数 $\phi_{\epsilon t}(s\in \mathcal{M}, t\in \mathcal{N})$ を導入し, 線形計画問題 LPl $(F, W)$ に帰着できる.

LPl $(F, W) \Vert s.t\min_{u_{h}.’\phi_{*t}}$ $u_{ok} \geq-\phi_{\iota t}\sum_{s\in \mathcal{M}}\sum_{t\in N}\phi_{st}\leq f_{st}-$

$\sum_{k\in \mathcal{R},0}u_{sk}w_{kt}\leq\phi_{st}$

,
$\forall s\in \mathcal{M},\forall k\in \mathcal{R}\forall s\in \mathcal{M},\forall t\in \mathcal{N}$

42 $\infty-$ノルムによる非負行列分解

$\infty\sim$ノルムを用いた場合には, 問題は次の $P_{\infty}(F, W)$ となる.

$P_{\infty}(F, W)\Vert s.t\min_{u_{ek}}$

$u_{sk}\geq 0\epsilon\in \mathcal{M},t\in Nmax,$

$|f_{\epsilon t}- \sum_{k\in R}u_{\epsilon k}w_{kt}|$

$\forall s\in \mathcal{M},\forall k\in \mathcal{R}$
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$P_{\infty}(F, W)$ は, 変数 $\psi$ を導入し, 線形計画問題に帰着すると LP$\infty(F, W)$ となる.

$LP_{\infty}(F, W)\Vert s.t\min_{u_{k}.’\psi}$ $u_{sk} \geq 0\psi-\psi\leq f_{st}-\sum_{k\in \mathcal{R}}u_{sk}w_{kt}\leq\psi$,
$\forall s\in \mathcal{M},\forall k\in \mathcal{R}\forall s\in \mathcal{M},\forall t\in \mathcal{N}$

データ行列 $F$ と部品行列 $U$ を与え, 重み行列 $W$ を求める問題も, 同様に定式化ができるの
で割愛する.

5 Earth Mover’sDistance による画像の非類似度の計算
上記のフロベニウスノルム, 1-ノルム, $\infty-$ノルムを利用した定式化では, 画像間で同一座

標の要素の値の差から 2枚の画像の非類似度を計算しており, その座標の位置については考
慮していない. しかし, 図 2に示したような画像データでは, あるピクセルが一枚の画像の
どの位置にあるかという情報に意味があり, その座標を考慮しながら非負行列分解を行う必
要性が考えられる. この座標の情報を考慮しながら画像の非類似度を計算する方法として,
Rubner et al.[8] によって Earth Mover‘sDistance(以下, EMD) が提案されている.
今, ある画像の座標の集合を $\mathcal{E}:=\{(i,j)|1\leq i\leq m_{1},1\leq i\leq m_{2}\}$ とし, 比べる画像を

$P=(P(i,j)),$ $Q=(q(i,j))$ とする. また, $d_{(i,j)(k,l)}$ は, 座標 $(i,j)$ と $(k, l)$ 間の距離とし, EMD
の定式化を以下に示す.

Earth Mover’s Distance の定式化

EMD $(P, Q) \Vert stx\min_{(i,j)(hl)}$

,

$x(i(k(i \sum_{\sum}^{\sum_{j)\in \mathcal{E}(}}\sum_{=p_{(i,j)}}(i,j)(k,lj)\in \mathcal{E}^{X}\iota)\in \mathcal{E}^{X}k,l)\in \mathcal{E})(i_{1}j)(k,l)(i,j)(k,l)_{=q_{(k,l)}’}\geq 0,d_{(i_{t}j)(k,l)^{X}(i,j)(k_{t}l)}$

$\forall(i,j),\forall(k, l)\in \mathcal{E}\forall(k,l)\in \mathcal{E}\forall(i,j)\in \mathcal{E}$

この問題は, ヒッチコック型の輸送問題とよばれ, EMD は, この最小化問題の最適値を画
像 $P$ と $Q$ の非類似度と定義する.
本研究では, 非負行列分解にこの EMD を導入し, 座標の情報を考慮した非負行列分解を

提案する. しかしながら, EMD の定式化は, 座標の個数 $m_{1}\cross m_{2}$ の 2乗個, っまり, $m_{1}^{2}\cross m_{2}^{2}$

個の変数を含んでいる. 本研究の画像データでは, $m_{1}=m_{2}=32$ であるので, 変数は約 100
万となり, 計算の負担が大きい. そこで, Ling and Okada [7] によって提案された, 変数と制
約を削減した EMD$L1$ を用いて非負行列分解を行う. Ling and Okada [7] による次の定式化
では, EMD の座標 $(i,j)(k, l)$ 間の距離を $L1$ -距離で定義した時, 変数を $4\cross m_{1}\cross m_{2}$ に減ら
すことが可能である. $\mathcal{E}_{1}(i,j):=\{(k, l)\in \mathcal{E}||i-k|+|j-l|=1\}$ とすると, EMD$L1$ は, 次
のように定式化される.
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EMD$L1$ の定式化

EMD$L1(P, Q) \Vert st\min_{g_{(\cdot,j)(kl)}}$ $g_{(\dot{\iota},j}(i,j) \sum_{(k_{2}l)}\sum_{\geq 0}^{g_{(i,j)(k,l)}}\in \mathcal{E}_{l(i,j)}\in \mathcal{E}(k,l)\in \mathcal{E}_{1}(i,j))(k,l)\sum(g_{(1,j)(k,l)}-g(k,l)(i,j))=p_{(\dot{\iota},j)}-q(i,j)\forall(i,j)\in \mathcal{E},\forall(k,l)\in \mathcal{E}_{1}(i,j)\forall(i,j)\in \mathcal{E}$

EMD$L1$ の変数は, Swimmer Data で約 4000に減少する. 加えて, Takano and Yamamoto
[9] は, 座標 $(i,j)(k, l)$ 間の距離として Ll.距離以外を用いた場合にも変数と制約を削減でき
ることを示している.

6 提案手法

今, $\mathcal{E}:=\{(i,j)|1\leq i\leq m_{1},1\leq j\leq m_{2}\}$ の要素を

(1, 1), (1, 2), $\cdots,$ $(1, m_{2}),$ $(2,1),$ $\cdots,$ $(2, m_{2}),$ $\cdots\cdots,$ $(m_{1},1),$ $(m_{1},2),$ $\cdots,$ $(m_{1}, m_{2})$

と並べて $\mathcal{M}:=\{1, \ldots, m\}$ に対応させる. ここで, $m=m_{1}\cross m_{2}$ である. また, $\mathcal{E}_{1}(i,j):=$

$\{(k, l)||i-k|+|j-l|=1\}$ に対応して, $\mathcal{M}_{1}(s):=\{t\in \mathcal{M}|d_{st}=1\}$ とする. ここで, $d$
。$t$ は

座標 $(i,j),$ $(k, l)$ に対応する $s,$ $t\in \mathcal{M}$ 間の距離である. このとき, EMD$L1$ を利用した非負行
列分解の定式化は, 次に示す $PL_{EMDL1}(F, U),$ $PL_{EMDL1}(F, W)$ となる.

6.1 $EMD_{L1}$ を利用した非負行列分解

$U$ を固定し $W$ を求める問題と, $W$ を固定して $U$ を求める問題は, 以下の様に定式化され
る. 両者の違いは, $w_{kt}$ が変数であるか $u_{sk}$ が変数であるかの点だけである.

重み行列 $W$ を求める問題 ( $U$ は固定)

$PL_{EkfDL1}(F, U)\Vert s.t.\min_{g_{ht},w_{kt}}$ $g_{e}uw_{k}e \in \mathcal{M}h\in\sum_{\mathcal{M}_{1}(s)}^{\sum}\ell\geq 0\geq 0h\in \mathcal{M}_{1}(e)\sum_{(g_{\epsilon ht}}\sum_{k\in n_{\forall s\in \mathcal{M},\forall t\in \mathcal{N}}}t\in N-g_{h\epsilon t})=f_{\epsilon t}-\sum u_{sk}w_{kt}\forall s\in \mathcal{M},\forall h\in \mathcal{M}_{1}(s),\forall t\in \mathcal{N}g_{sht}\forall k\in \mathcal{R},\forall t\in \mathcal{N}$

’
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部晶行列 $U$ を求める問題 ( $W$ は固定)

$PL_{EMDL1}(F,$ $W) \Vert s.t.\min_{g_{oht},u_{*k}}$ $g_{sh}u_{sk}s \in \mathcal{M}\sum_{h\in \mathcal{M}}\sum_{1(\epsilon)}^{\sum},(g_{sht}-g_{hst})=f_{st}-\sum u_{sk}w_{kt}t\geq 0\geq 0h\in \mathcal{M}_{1}(s)t\in N\sum_{k\in R_{\forall s\in \mathcal{M},\forall t}}\forall s\in \mathcal{M},\forall h\in \mathcal{M}_{1}(s),\forall t\in \mathcal{N}g_{sht}\forall s\in \mathcal{M},\forall k\in \mathcal{R}’\in \mathcal{N}$

7 部品抽出のためのェ夫

7.1 制約式の追加

$U$ と $W$ が満足してほしい等式条件 $F=UW$ を緩和した, 以下の制約式を追加する. $U$ を
求める問題は, 対応する行の行和, $W$ を求める問題は, 対応する列の列和を等しくさせる制
約式を追加する.

$U$ を求める問題に追加する制約式 ( $F$ と $UW$ の対応する行の行和が等しい)

・各 $s\in \mathcal{M}$ について制約式に,

$\sum_{t\in N}f_{st}=\sum_{t\in N}\sum_{k\in \mathcal{R}}u$。$kw_{kt}$

を加える.

$W$ を求める問題に追加する制約式 ( $F$ と $UW$ の対応する列の列和が等しい). 各 $j\in \mathcal{N}$ について制約式に,

$\sum_{s\in \mathcal{M}}f_{st}=\sum_{\epsilon\in \mathcal{M}}\sum_{k\in \mathcal{R}}u_{sk}w_{kt}$

を加える.

Swimmer Data の各要素は, $0$ か 1の整数である. そのため, 画像を構成する部品の要素
は, $0$ か 1の値であることが好ましい. ここでは, 整数であるという条件を緩和した $0$ 以上 1
以下という制約式をさらに緩和し, 以下の制約式を追加する.

$U$ を求める問題に追加する制約式 ( $U$ の各行の行和は, 列数以下). 各 $s\in \mathcal{M}$ について,

を加える.

$\sum_{k\in R}u_{sk}\leq r$
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分解された $r$ 個の部品は, データ行列 $F$ を表現するのに必ず利用されることが望ましい.
そこで, $W$ を解く問題に, 以下の制約式を追加することにより, どの構成部品も必ず使われ
るようにする.

$W$ を求める問題に追加する制約式 ( $W$ の各行は, 和が一定値以上). 各 $k\in \mathcal{R}$ について制約式に,

$\sum_{t\in N}w_{kt}\geq\rho$

を加える $(_{\rho>0}$ は, パラメータ) .

72 人工変数の導入 (部品行列 $U$ を解く問題)

一対の画像に対して非類似度を計算する際, EMD の定式化では,

$\sum_{(i,j)\in \mathcal{E}}p_{(i,j)}=\sum_{(i,j)\in \mathcal{E}}q_{(i,j)}$

という条件を満たしている必要がある. 部品行列 $U$ を求める際, 与えられた重み行列 $W$ の

値によってこの条件が満たされない場合が存在する. そこで, 人工変数を導入し, 重み $\lambda$ を

乗じた人工変数を目的関数に足し込み, 人工変数はできるだけ値が $0$ に近づくようにする.

部晶行列 $U$ を求めるために, 人工変数 $(\alpha_{st}, \beta_{st})$ を導入した EMD$Li$ の問題

$PL_{EMDL1}^{/}(F,$ $W) \Vert s.t.\min_{g_{\epsilon ht},u_{ak},\alpha_{t},\beta_{t}}.$

.
$g_{sh}u_{s}h \in s\in \mathcal{M}\alpha_{s}t^{t},\sum_{\geq k0}^{\sum},(g_{sht}-g_{hs\ell})=f_{S}t_{\in \mathcal{M}}\sum_{\mathcal{M}}^{t\in N}\mathcal{M}_{1}(s)\beta_{st}\geq\geq 0h\in \mathcal{M}_{1}(s)\sum_{0},\sum_{\forall s}t\in N\forall s\in \mathcal{M}g_{sht}+\lambda,\sum_{k}\sum_{\forall s\in \mathcal{M},\forall t\in \mathcal{N}}\forall s^{-}\in s\in \mathcal{M}\forall h\in\in n_{\forall k\in \mathcal{R}}^{u_{sk}w_{kt}+\alpha_{st}-\beta_{st}}\mathcal{M}_{1}(s)\forall t\in \mathcal{N}\forall t\in’ \mathcal{N}(\alpha_{st}+\beta_{\epsilon t})$

,

8 計算実験

本稿では, 1-ノルムと $\infty-$ノルムを利用した非負行列分解の結果を示す. EMD を利用した
非負行列分解については, 実験が継続中なため, その結果は改めて後日報告する.

81 実験結果

繰り返し回数を 20回とし, 得られた部品行列 $U$ の各列に対応する画像を示す. (b) 制約式
の工夫ありとした実験結果は, 7.1制約式の追加で示した制約式の工夫をすべて利用したア
ルゴリズムによって得られた結果である.
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図 3: 1-ノルムを利用した実験結果
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図 4: $\infty-$ノルムを利用した実験結果

図 3(a) に示す 1-ノルムを利用した非負行列分解では, すべての画像の共通部分である胴体
のみが現れ, 手足を抽出できていない. 図 3(b) の結果は, 制約式の工夫を加えると, より良
く構成部品を抽出できることを示している. しかしながら, 現在の工夫では共通部分である
胴体だけの部品画像を作ることができず, 一枚が背景だけの画像となり, 16枚の構成部品へ
の分解となった. なお, 1-ノルムの実験結果は, 制約式の工夫なし, あり共に, 部品行列 $U$ と
重み行列 $W$ の更新が行われなくなった時点で得られた結果である.
一方, $\infty-$ノルムを利用した非負行列分解では, 一枚の画像に多くの部位が現れ, うまく部
品の抽出ができていない. 制約式を追加すると, 解の性質は良くなった. しかしながら, 1- ノ
ルムと比べると, うまく分解できているとは言えない. ただし, $\infty-$ノルムを利用した場合, 繰
り返し回数が上限の 20回に達し, 途中で計算を終了させている.
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9 おわりに

1-ノルムを利用した非負行列分解は, 部品行列 $U$ , 重み行列 $W$ を交互に求める定式化によ
り, うまく構成部品を抽出することに何度か成功した. しかしながら, 重み行列 $W$ の値によ
り, 最終的に得られる部品行列 $U$ が変化する. 従って, 性質の良い初期行列をつくることが
必要であり, 今後の課題となる.
また, 本稿で提案に留まった EMD を利用した非負行列分解の計算実験を進め, 画像の非

類似度を EMD で測ることにより, うまく構成部品を抽出できるかどうかを検証したい. 特
に, 位置のずれた画像が混在するデータ画像から部品抽出を行い, EMD を利用した非負行列
分解の効果を検証することが必要である.
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