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概要 連続な実数値関数を目的関数とし, 閉集合を実行可能集合とする最適化問題を考える.
この問題の大域的最適解を求めるアルゴリズムの 1つに矩形分枝限定法がある. しかし, 矩
形分枝限定法はいくつもの矩形データを記憶するため, 多くのメモリが必要となる. 本研究
では, 矩形分割木がもっ性質を利用して使用メモリ量を問題規模の多項式に抑えるアルゴリ
ズムを提案する.

1. はじめに

ユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n}$ 上で定義された連続な実数値関数 $f$ を目的関数とし, $\mathbb{R}^{n}$ の閉部分集
合 $D$ を実行可能集合とする最適化問題

最小化 $f(X)$

条 件 $X=(x_{1}, \ldots, x_{n})\in D$

を考える. 目的関数 $f$ と実行可能集合 $D$が凸である凸計画問題ならば, 任意の局所解が大域
的最適解となるので局所探索によって容易に答を求めることができる. 一方, 目的関数 $f$ や
実行可能集合 $D$が凸でない非凸計画問題では, 局所解が複数存在し, 大域的な最適解を求め
るのが困難であることが多い $[$ 1, 3, 4$]$ . その例を図 1の目的関数 $f$ と図 2の実行可能集合 $D$

で示す. この目的関数に等高線を引くと, 原点からのユークリッド距離が大きいほど解が改
善され, $D$ の 5つの端点で $f$ は局所的に最適化されることが分かる. したがって, 局所探索
では初期解によって得られる解が変わり, この局所解が最適解であることを保証できない.
しかし, 図 1, 2の例のように実行可能集合 $D$が凸多面体の場合, 最適解が $D$ の端点に現

れるので, このことを求解に利用することができる. 特に, 目的関数 $f$が複数の 1変数関数
の和に分離可能な場合, 現実的な計算時間で最適解を求めることが可能である. 本研究では,
このような最小化問題を問題規模の多項式の記憶量で解くアルゴリズムを提案する. 2節で既
存のアルゴリズムである矩形分枝限定法を説明し, 3節で提案するアルゴリズムに必要な矩形
分割の性質を挙げる. 4節で提案するアルゴリズムを説明し, 5節で計算実験により既存アル
ゴリズムと計算効率を比較する.
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図 1: 凹関数の例 $(f(x)=-x_{1}^{2}-x_{2}^{2})$

2. 矩形分枝限定法

2.1 既存アルゴリズム

$X1$

図 2: 凸多面体の例

非凸計画問題の最適解を求めるアルゴリズムの 1つに分枝限定法がある. 分枝限定法は一
種の列挙法で, 実行可能領域を分割する操作の反復によって部分問題を生成し (分枝操作), 最
適値の上下界値の情報を用いて最適解の出現する見込みのない部分問題を省く (限定操作) こ
とで, 組合せ的爆発を克服するアルゴリズムである. 凹最小化問題で分枝限定法を使う場合,
目的関数 $f$が $f(x)= \sum_{i=1}^{n}f_{i}(x_{i})$ のように 1変数凹関数ゐに分離可能なときには, 矩形分枝
限定法 [2] が最も効力を発揮する. 実行可能集合 $D$ を含むような矩形 $M$ を,

$M=\{X\in \mathbb{R}^{n}|p_{i}\leq x_{i}\leq q_{i}, i=1, \ldots, n\}$

と定義し, これを小さな矩形

$M^{k}=\{x\in \mathbb{R}^{n}|p_{i}^{k}\leq x_{i}\leq q_{i}^{k}\}$ , $k=1,$ $\ldots,$
$K$,

に分割していく.
基本となる操作は, まず $M^{k}$ を選んで,
限定操作 : $D\cap M^{k}$ 上における $f$ の下界値 $f’$ を計算し, その値がそれまでに得られた最も小
さな目的関数値 $f^{o}$ 以上ならば, $M^{k}$ を考察の対象から外す ;
分枝操作 : $f^{l}<f^{o}$ならば, $M^{k}$ を 2つの矩形 $M^{k_{1}},$ $M^{k_{2}}$ $\iota$こ分割する
を繰り返し, その部分問題を解く [2, 3, 4].

195



2.2 既存アルゴリズムの短所

しかし, このようなアルゴリズムを計算機で実装する場合, いくつもの矩形のデータを分
割木として記憶するため, 非常に多くのメモリが必要となる. しかし, 分割した矩形 $M^{k_{1}}$ あ
るいは $M^{k_{2}}$ から分割前の矩形 $M^{k}$ を再現できれば, $M^{k}$ のデータをメモリ上に記憶する必要
はない.
そこで, 本研究では矩形の分割木が持つ性質をを利用し, 分枝限定法で使用するメモリを
問題規模の多項式に抑えるアルゴリズムを提案する.

3. 矩形の分割と性質

分枝限定法で分割の対象となる矩形を,

$M=\{x\in \mathbb{R}^{n}|p_{i}\leq x_{i}\leq q_{i}, i=1, \ldots, n\}$

として, その表し方と分割方法を定める.

3.1 矩形の表現

$n$ 次元矩形を,
$X$ : 矩形の中で各成分が最小となる頂点の座標 (以後, ベースと呼ぶ). $X\in \mathbb{R}^{n}$

$l$ : 各方向の辺の長さ. $l\in \mathbb{R}^{n}$

となる $X,$ $l$ で定義する.
また, 分割前の初期矩形 $M$ (以後, ルートと呼ぶ) を $x^{0},$ $l^{0}$ とする. ただし, ルートにつ

いて, どの辺も他の辺の 2倍未満. すなわち,

$\forall i,j(1\leq i,j\leq n)$ ; $l_{i}^{0}<2l_{j}^{0}$

であることを仮定する.

3.2 矩形分割手続き

矩形の分割方法を以下のように定義する.. 最も長い辺を 2等分して 2つの矩形に分割する.

$\bullet$ 最も長い辺が複数存在する場合は, 添字が小さいものを分割する.. 最も長い辺がしきい値 $\epsilon>0$以下になるまでこれを繰り返す.

分割でできる 2つの矩形を子として, 2分木を作る. 以下に, この 2分木のノードの列挙を,
少ない記憶量で行う方法を説明する.
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3.3 矩形分割木の性質
次に, 矩形の分割木が持つ性質を挙げる.

命題 1 木に含まれる任意の矩形に対して,

$\forall i,j(1\leq i<j\leq n)$ ; $\frac{1}{2}l_{j}\leq l_{i}<2l_{j}$

が成り立っ.

(証明) 矩形 $X,$ $l$ の子の矩形を $x’,$ $l’$ とする.
i $)$ 前提条件より,

$\forall i,$ $j(1\leq i<j\leq n)$ ; $\frac{1}{2}l_{j}^{0}\leq l_{i}^{0}<2l_{j}^{0}$

ii $)$ $\frac{1}{2}l_{j}\leq l_{i}<2l_{j}$ のとき,
$l_{i}\geq l_{j}$ の場合,

$l_{i}^{/}=l_{i}$ or $\frac{1}{2}l_{i}$

$l^{/}\cdot=l$ .
$J$ $g$

よって, $\frac{1}{2}l_{j}’\leq l_{i}’<2l_{j}^{/}$

$l_{i}<$ らの場合,
$l_{i}^{/}=l_{i}$

$l_{j}^{/}=l_{j}$ or $\frac{1}{2}l_{j}$

よって, $\frac{1}{2}l_{j}’\leq l_{i}’<2l_{j}^{f}$

ロ

命題 2 木に含まれる任意の矩形に対して,

$\forall i(1\leq i\leq n)$ ; $x_{i}-x_{i}^{0}$は $l_{i}$の整数倍

が成り立っ.

(証明)

i$)$ 初期矩形に対し,
$\forall i(1\leq i\leq n)$ ; $x_{i}^{0_{-X_{i}^{0}=0=0\cdot l_{i}^{0}}}$

ii) $\forall i(1\leq i\leq n)$ ; $x_{i}-x_{i}^{0}$が $l_{i}$ の整数倍のとき,
$i$が分割する方向の場合,

$l_{i}^{/}=l_{i}$

$x_{i}’=x_{i}$
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よって, $x_{i}’-x_{i}^{0}$ は $l_{i}’$ の整数倍.
$i$ が分割する方向でない場合,

$l_{i}^{/}= \frac{1}{2}l_{i}$

$x_{i}^{l}=x_{i}$ , $x_{i}+ \frac{1}{2}l_{i}$

$x_{i}’-x_{i}^{0}=x_{i}-x_{i}^{0}$ , $x_{i}-x_{i}^{0}+ \frac{1}{2}lt$

$x_{i}^{/}-x_{i}^{0}$ は $l_{i}=2l_{i}’$ の整数倍, $2^{l_{i}=l_{i}’}1$ であるから,
$x_{i}’-x_{i}^{0}$ は $l_{i}^{/}$ の整数倍.

口

4. アルゴリズムの改訂

4.1 子ノードの生成

矩形 $x,l$ の子を求める.
分割手続きにより, 分割する辺の添字 $i$ は,

$i \in\arg_{k}\max l_{k}$

$\arg_{k}\max l_{k}$が複数存在する場合はその中で最も小さいものである.
同じく, 分割手続きにより,

$l_{i}’= \frac{1}{2}l_{i}$

$x_{i}^{l}=x_{i}$ , $x_{i}+l_{i}^{/}$

となる. また, $j\neq i,$ $1\leq j\leq n$ をみたす $j$ に対し,

$l_{j}^{/}=l_{j}$

$x_{j}’=x_{j}$

となる.

4.2 親ノードの再現

木に含まれるルートでない矩形 $x,$
$l$ の親を求める.

矩形 $x,$
$l$ の親の矩形を $pr(x),$ $pr(l)$ とする.
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(a) 前節より, ある $i(1\leq i\leq n)$ に対して,

$pr(l_{i})=2l_{i}$

$pr(x_{i})=x_{i}$ $or$ $x_{i}-l_{i}$ $(j\neq i, 1\leq J\leq n)$

$pr(l_{j})=l_{j}$

$pr(x_{j})=x_{j}$

となる矩形以外は親の可能性はない.
(b) 命題 1と分割手順より,

$i= \max\arg_{k}m:nl_{k}$

である.

(c) 命題 2より,
$(x_{i}-x_{i}^{0})$ が $l_{i}$の偶数倍ならば,

$pr(x_{i})=x_{i}$

$(x_{i}-x_{i}^{0})$ がちの奇数倍ならば,

$pr(x_{i})=x_{i}-l_{i}$

(a), (b), (c) より, 親の矩形を一意に求めることができる.
しかし, 2分木を列挙するには, 親を求めた矩形がその親の左の子, 右の子のどちらであ

るかを明らかにする必要がある. そこで, $x_{i}^{r}=x_{i},$ $x_{i}+ \frac{1}{2}l_{i}$ から, $x_{i}^{/}=x_{i}$ となる矩形を左の
子と定めれば, ベースの一致/不一致により, どちらの子であるかがわかる.

4.3 矩形列挙アルゴリズム

子ノードから親のノードを求めることができるようになり, 左右どちらの子ノードから親
ノ - ト Pが再現されたかも明らかになったので, ここで記憶量を抑えた列挙アルゴリズムを提
案する. 縦型探索と同様の経路をたどるようにすると,

$\bullet$ 最初はルートから左の子ノードへ移動する.. 子へ移動した次は, 子が存在すれば左の子へ移動する.
$\bullet$ 子が存在しなければ親ノードへ移動する.
$\bullet$ 左の子から親へ移動した次は, 右の子へ移動する.

$\bullet$ 右の子から親へ移動した次は, 親が存在すれば親へ移動する.
$\bullet$ 右の子から親へ移動した次に, 親が存在しなければ終了する.

という規則に従うことで, 深さ 1以上の完全 2分木をたどることができる. また, 最初に訪
れた子ノードでその矩形情報を表示すれば, 分割矩形の列挙も可能である.
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5. 数値実験

初期矩形としきい値を与えて, 矩形分割木のノードの列挙問題を, 前章のアルゴリズムを
用いた縦型探索, 一般の縦型探索, 横型探索で行い, 実行時間と使用メモリを比較した.
また, 分離可能な凹最小化問題を, 提案するアルゴリズムと縦型探索での既存アルゴリズ

ムで解かせて, 実行時間と使用メモリを比較した. 以下では $n$ を次元とする.

5.1 実験結果 (矩形分割木の列挙)

初期矩形 $l^{0}=(4,4, \ldots,4),$ $\epsilon=1$ として実験を行った. その結果, 実行時間は表 1, 使用メ
モリは表 2のようになった. CP は本研究で提案するアルゴリズム, DFS は縦型探索, BFS
は横型探索である. この表から, 本研究のアルゴリズムが縦型探索, 横型探索の定数倍の時
間で実行できることが読み取れる. また, 次元が増えるに従って使用メモリの差が顕著になっ
ていくことが分かる.

表 1: 実行時間 (秒)

表 2: 使用メモリ (バイト)

5.2 分離可能凹最小化問題

次の凹最小化問題を提案するアルゴリズムで解いた .
最小化 $- \sum_{i=1}^{n}QX_{i}^{2}$ , $C>0$
条 件 $Ax\leq 1$

$x\geq 0$

$(A\in \mathbb{R}^{mxn}, c\in \mathbb{R}^{n})$

この目的関数 $f$ は,

$f(x)=$
れ

$f_{i}(x_{i})$

$i=1$
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図 3: 線形緩和の例

のように $f_{i}(x_{i})=c_{i}x_{i}^{2}$ の和に分離可能である. よって, $M$ 上で $f$ の下界値を与える関数 $g$ は

$g(x)= \sum g_{i}(x_{i})n$

$i=1$

$g_{i}$ : 区間 $|p_{i},$ $q_{i}]$ 上における $f_{i}$の線形下界値関数

として簡単に求めることができる (図 3).

矩形 $M^{k}$ における部分間題は,. $M^{k}$ と目的関数 $f$ から下界値関数 $g$ を計算する.

$\bullet$ $D\cap M$ 内で $g$ を最小化する解を求め. $X^{*}$ とする.

ことで得られるげにおける $f$の関数値を評価する. $g$ は線形関数, $D\cap M$ は凸集合であるか
ら, $X^{*}$ はシンプレックス法などで効率よく求めることができる. その後, 以下のようにして
矩形を移動する.

$\bullet$ 暫定最適値 $z\leq g(x^{*})$ なら限定操作として, 親の矩形を計算する.

$\bullet$ $z>f(X^{*})$ なら $z$ を更新.

$\bullet$ $z>g(x^{*})$ なら分枝操作として, 子の矩形を計算する.

目的関数の $c_{i}$ を区間 $(0,1)$ からランダムに選び, 計算実験を行ったところ, 以下のような結
果が得られた. 表 3は実行時間, 表 4は使用メモリ量を表す. CP は提案アルゴリズム, DFS
は既存アルゴリズムである. これらの表から, 提案するアルゴリズムが定数倍の実行時間し
か必要とせず, その一方, 使用メモリは大幅に抑えられることが分かる.
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表 3: 実行時間 (秒)

表 4: 使用メモリ (バイト)

6. まとめと今後の課題

本研究では, 既存の分枝限定法の使用メモリ量が多いという短所を解消する方法として, 矩
形の分割木の性質を利用し, 使用メモリ量を問題の次元の多項式で抑える分枝限定法を提案
した. 今後の課題としては, 提案したアルゴリズムの高速化や, 一般化した問題への応用な
どを考えている.
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