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概要

Sumllyan は, 書換え規則 $Oxyarrow y(xy)$ を持つ組合せ子 $O$ を提案した. 本稿では
Waldmann と同様の手法により組合せ子 $O$ は非基礎ループ性を持つことを示す.

1 はじめに

組合せ子 $S$ のみからなる計算体系は停止性を持たない [1]. そこで Bergstra らは組合せ
子 $S$ が非循環性 (acyclic) を持つことを示した [2]. 近年, Waldmann は, 循環性より強い
性質である基礎ループ性 (ground loop) を提案し, 組合せ子 $S$ が非基礎ループ性を持つこ
とを示した [16].
一般の項を扱う計算モデルとして, 項書換えシステム (TRS) がよく知られている. 組

合せ子論理や組合せ子の書換え規則は, TRS として見倣すことができる. TRS に対する
非ループ性 (non-loop) についても様々な研究が行われている. Middeldorp らは書換え規
則が 1つの TRS の場合でさえ非ループ性が決定不能であることを示している [8]. 彼らの
非ループ性の決定不能性の証明から, 書換え規則が 1つの TRS の非基礎ループ性も決定
不能であることが分かる. また, 部分システムの性質から全体システムの性質が導かれ
ることをモジュラ性と呼ぶが, (等式付)TRS の非ループ性のモジュラ性に関する研究も
Middeldorp らにより行われている [9].
単純な書換え規則を持つ組合せ子であるが停止性を持たない組合せ子として, 書換え
規則 $Lxyarrow x(yy)$ を持つ組合せ子 $L$ がある [12]. 組合せ子 $L$ が停止性を持たないことは
Sprenger ら等により示されており [13, 14], 非循環性を持つことは我々により示されている
[5]. また, 単純な書換え規則 $Oxyarrow y(xy)$ を持つ組合せ子 $O[12]$ は停止性を持たない [6, 7].
本稿では, Waldmannが非基礎ループ性を示すために提案した手法 [16] を適用し, 組合

せ子 $O$ が非基礎ループ性を持つことを示す.

*This paper is an extended abstract and the detailed version will be published elsewhere.
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2 準備
本稿の定義は文献 [2], [16], [15] に準ずる. 本節では, 組合せ子論理と項書換えシステム
の定義を与える.

2.1 組合せ子論理

組合せ子論理ついては文献 [1] の第 7章及び文献 [3], $[$4] を参照して頂きたい.
以下では, 記号 $Z$ をある組合せ子とする. 構文的等式を $\equiv$ で表す. 変数の可算無限

集合を $\mathcal{V}$ とする $(\{Z\}\cap \mathcal{V}=\emptyset)$ . 組合せ子 $Z$ 上の項の集合 $CL(Z, \mathcal{V})$ を次のように帰
納的に定義する. (1) $\mathcal{V}\subseteq CL(Z, \mathcal{V}),$ (2) $Z\in CL(Z, \mathcal{V}),$ (3) $s,$ $t\in CL(Z, \mathcal{V})$ ならば
$(st)\in CL(Z, \mathcal{V})$ . 集合 $CL(Z, \mathcal{V})$ の項を $Z$-項という. また, 変数を含まない $Z$項を基礎 $Z-$

項といい, 基礎 $Z$-項全体の集合を $CL(Z)$ で表す. $Z$-文脈, すなわち, $0$個以上のホールロを
含む $Z$-項の集合 $CL(\{Z, \square \}, \mathcal{V})$ を次のように帰納的に定義する. (1) $\mathcal{V}\subseteq CL(\{Z,$ ロ $\}, \mathcal{V})$ ,
(2) $Z\in CL(\{Z,$ ロ $\}, \mathcal{V}),$ (3) ロ $\in CL(\{Z,$ ロ $\}, \mathcal{V}),$ (4) $s,$ $t\in CL(\{Z,$ ロ $\}, \mathcal{V})$ ならば $(st)\in$

$CL(\{Z$, ロ $\}$ , $\mathcal{V})$ . $1$ つのホールロを含む $Z$-文脈を $C[]$ で表す. $C[t]$ は $Z$-文脈 $C[]$ のホールロ
を $Z$-項 $t$ で置き換えた結果である. $(st)$ を括弧を省略して単に $st$ と書く. 括弧は左結合で
ある, すなわち, $s_{1}s_{2}\cdots s_{n}$ は $((s_{1}s_{2})\cdots s_{n})$ を意味する. $Z$-項 $t$ に含まれている変数の集
合を $Var(t)$ と表す. 代入 $\sigma$ を $\mathcal{V}$ から $CL(Z, \mathcal{V})$ への定義域 $Dom(\sigma)=\{x\in \mathcal{V}|\sigma(x)\not\equiv x\}$

が有限である写像とする. 代入 $\sigma$ を $\{xarrow\sigma(x)|x\in Dom(\sigma)\}$ と表す. すべての代入 $\sigma$

はある組合せ子 $Z$ と $Z$-項 $B_{1},$ $\cdots,$ $B_{n}$ に対して, $\sigma(ZB_{1}\cdots B_{n})=Z\sigma(B_{1})\cdots\sigma(B_{n})$ を満
たす写像 $\sigma$ : $CL(Z,$ $\mathcal{V})arrow CL(Z, \mathcal{V})$ へ拡張できる. 以下では, $\sigma(t)$ の代わりに $t\sigma$ という記
法を使用する. 書換え規則 $Zx_{1}\cdots x_{n}arrow t$は組合せ子 $Z$ が持つ方向付けられた等式であり,
次の条件を満たす :(1) 変数 $x_{1},$ $\cdots,$ $x_{n}$ は互いに相異なる, (2) $Var(t)\subseteq\{x_{1}, \cdots, x_{n}\},$ $(3)$

組合せ子 $Z$ は $Z$-項 $t$ に出現しない. 書換え規則 $Zx_{1}\cdots x_{n}arrow t$ による $CL(Z, \mathcal{V})$ 上の書換
え $arrow$ を次のように定義する : $sarrow t\Leftrightarrow$ ある $Z$-文脈 $C[],$ $B_{1},$ $\cdots,$ $B_{n}\in CL(Z, \mathcal{V})$ に対し
て, $s\equiv C[ZB_{1}\cdots B_{n}]$ かつ $t\equiv C[t\{x_{1}arrow B_{1}, \cdots, x_{n}arrow B_{n}\}]$ . このとき, $ZB_{1}\cdots B_{n}$ を Z-
リデックスという. 書換え $arrow$ が無限書換え列 $t_{0}arrow t_{1}arrow t_{2}arrow\cdots$ を持たないとき, 停止性を
持つという. 書換え $arrow$ の推移的閉包を $arrow^{+}$ で表す. 書換え $tarrow^{+}t$ を循環 (cyclic) である
という. 書換え $arrow$ が循環書換えを持たないとき, 組合せ子 $Z$ は非循環性を持つ (acyclic)
という. $C[]$ を $Z$-文脈, $\sigma$ を代入とする. 書換え $tarrow^{+}C[t\sigma]$ をループ (IOOP) という. 書換
え $arrow$ がループを持たないとき, 組合せ子 $Z$ は非ループ性を持つという. 書換え $tarrow^{+}C[t]$

を基礎ループ (ground loop) という. 書換え $arrow$ が基礎ループを持たないとき, 組合せ子
$Z$ は非基礎ループ性を持つという. 組合せ子 $Z$ が停止性を持つならば非ループ性を持つ.
逆に, 組合せ子 $Z$ が非ループ性を持つとき停止性を持つとは限らない. また, 組合せ子
$Z$ が非ループ性を持つならば非基礎ループ性を持つ. さらに, 組合せ子 $Z$ が非基礎ルー
プ性を持つならば非循環性を持つ. 本稿では文献 [12] に掲載されている停止性を持たない
組合せ子 1 と組合せ子 $K,$ $I,$ $J$ 2 のみを取り扱う. 本稿で使用する組合せ子と書換え規則
を次の表 1にまとめる.

$\iota$ただし, Turing の不動点組合せ子 $U$ は本稿では取り扱わない.
2停止性を持つ代表的な組合せ子として $K,$ $I,$ $J$ を取り扱う.
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表 1: 組合せ子と書換え規則 ([12])

2.2 項書換えシステム

項書換えシステムの詳細については文献 [10], [15] を参照して頂きたい.
シグネチャ $\mathcal{F}$ を引数を持つ関数記号の集合とする. 引数が $0$ の関数記号を定数と呼ぶ.

変数の可算無限集合を $\mathcal{V}$ とする $(\mathcal{F}\cap \mathcal{V}=\emptyset)$ . 構文的等式を $\equiv$ で表す. $\mathcal{F}$上の項の集
合 $T(\mathcal{F}, \mathcal{V})$ を次のように帰納的に定義する. (1) $\mathcal{V}\subseteq T(\mathcal{F}, \mathcal{V})(2)f$ を $n$ 引数関数記号
$(n\geq 0),$ $t_{1},$ $\cdots,$ $t_{n}\in T(\mathcal{F}, \mathcal{V})$ ならば $f(t_{1}, \cdots, t_{n})\in T(\mathcal{F}, \mathcal{V})$ . 変数を含まない項を基礎
項といい, 基礎項全体の集合を $T(\mathcal{F})$ により表す. シグネチャ $\mathcal{F}\cup\{$ロ $\}$ 上の項を文脈と
いう. すなわち, $0$ 個以上のホールロを含む項の集合 $T(\mathcal{F}\cup\{$ロ $\}, \mathcal{V})$ を次のように帰納
的に定義する. (1) $\mathcal{V}\subseteq T(\mathcal{F}\cup\{$ロ $\}, \mathcal{V}),$ (2) ロ $\in T(\mathcal{F}\cup\{$ロ $\}, \mathcal{V}),$ (3) $f$ を $n$ 引数関数記
号 $(n\geq 0),$ $t_{1},$ $\cdots,$ $t_{n}\in T(\mathcal{F}\cup\{\square \}, \mathcal{V})$ ならば $f(t_{1}, \cdots, t_{n})\in T(\mathcal{F}\cup\{$ ロ $\}, \mathcal{V})$ . 文脈 $C$ が
ホールロを 1つだけ含むとき, $C[]$ と表す. $C[t]$ は文脈 $C[]$ のホールロを項 $t$ で置き換え
た結果である. $t\equiv C[s]$ として表すことができるならば, $s$ は $t$ の部分項であるといい,

$s\underline{\triangleleft}t$ と表す. 項 $t$ に出現する変数の集合を $Var(t)$ と表す. 代入 $\sigma$ を $\mathcal{V}$ から $T(\mathcal{F}, \mathcal{V})$ へ

の定義域 $Dom(\sigma)=\{x\in \mathcal{V}|\sigma(x)\not\equiv x\}$ が有限である写像とする. すべての代入 $\sigma$ は

項 $f(t_{1}, \cdots, t_{n})\in T(\mathcal{F}, \mathcal{V})$ に対して, $\sigma(f(t_{1}, \cdots,t_{n}))=f(\sigma(t_{1}), \cdots, \sigma(t_{n}))$ を満たす写
像 $\sigma$ : $T(\mathcal{F}, \mathcal{V})arrow T(\mathcal{F}, \mathcal{V})$へ拡張できる. 以下では, $\sigma(t)$ の代わりに $t\sigma$ という記法を使用
する. 書換え規則 $larrow r$ $F$は $T(\mathcal{F}, \mathcal{V})$ 上の方向付けられた等式であり, 次の条件を満たす :
$l\not\in \mathcal{V}$ かつ $Var(r)\subseteq Var(l)$ . 項書換えシステム (TRS) は書換え規則の集合である. TRS
$\mathcal{R}$ により項 $s$ が $t$ に書換えられるとは, ある代入 $\sigma$ , 文脈 $C[]$ と書換え規則 $larrow r\in \mathcal{R}$ が
存在し $s\equiv C[l\sigma|$ かつ $t\equiv C[r\sigma]$ を満たすときをいい, $sarrow_{\mathcal{R}}t$ と表す. 項 $l\sigma$ をリデックス
という. 項 $s$ 中のリデックス $\Delta$ を書換えることにより $t$ が得られるとき, $sarrow^{\Delta}t$ と表す.
項 $t$ の根記号を次のように定義する : $t$ が変数のとき root $(t)\equiv t,$ $t\equiv f(t_{1}, \cdots , t_{n})(n\geq 0)$

のとき root$(t)\equiv f$ . TRS $\mathcal{R}$ が無限書換え列 $t_{0}arrow nt_{1}arrow nt_{2^{arrow \mathcal{R}}}\cdots$ を持たないとき, 停止性
を持つという. TRS $\mathcal{R}$ の書換え $arrow n$ の推移的閉包を $arrow_{R}^{+}$ で表す. TRS $\mathcal{R}$ において, 書
換え t $arrow$存を循環であるという. TRS $\mathcal{R}$ が循環書換えを持たないとき, 非循環性を持つ
という. $C[]$ を文脈, $\sigma$ を代入とする. TRS $\mathcal{R}$ において, 書換え $tarrow_{R}+C[t\sigma]$ を/ $\triangleright$–プとい
う. TRS $\mathcal{R}$ がループを持たないとき, 非ループ性を持つという. TRS $\mathcal{R}$ において, 書換え

$tarrow_{R}+C[t]$ を基礎ループという. TRS $\mathcal{R}$が基礎ループを持たないとき, 非基礎ループ性を持
つという.
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3 組合せ子 $O$の非基礎ループ性
書換え規則が 1つの場合でさえ TRS の非ループ性は, 決定不能である [8]. Middeldorp
らの非ループ性の決定不能性の証明から, 書換え規則が 1つの場合でさえ TRS の非基礎
ループ性も決定不能である. Waldmann は組合せ子 $S$ の非循環性 [2] を拡張し, 組合せ子
$S$ の非基礎ループ性を示し, さらに, 基礎 $S$-項が正規形を持つことが決定可能であること
を示している $[$ 16$]$ .
本節では, Waldmannが組合せ子 $S$ の非基礎)I$\vdash$プ性を示すのに提案した手法 [16] を適

用して組合せ子 $O$ の非基礎ループ性を示す.

定義 3.1 $TRS\mathcal{R}(O)$ のシグネチャ $\mathcal{F}(\mathcal{R}(O))$ を定数 $O$ と 2引数関数記号 $\circ$ から成る集合
とし, $TRS\mathcal{R}(O)$ を次のように定義する :

$\mathcal{R}(O)=\{(O\circ x)\circ yarrow y\circ(x\circ y)\}$ .

定義 3.2次のように定義されるラベル付 $TRS\mathcal{R}_{n}(O)$ は無限シグネチャ $\mathcal{F}$( $\mathcal{R}$n(0)) $=\{O_{l}$

$\circ_{1},$ $\circ_{2_{1}}\cdots,$ $\circ_{n},$ $\circ_{n+1},$ $\cdots\}$ を持つ (ここで $\circ_{i}(1\leq i)$ はラベル付 2引数関数記号である) :
$\mathcal{R}_{n}(O)=\{(O\circ_{l}x)\circ_{k}yarrow y\circ_{k+1}(x\circ_{k}y)|1\leq k\leq n, 1\leq l\}$ .

注意: $0_{n+1}$ を左辺の根記号とする書換え規則は存在しない. また, $i\leq j$ ならば, $\mathcal{R}_{i}(O)\subseteq$

$\mathcal{R}_{j}(O)$ .

補題 33任意の $n(\geq 1)$ に対して, $\mathcal{R}_{n}(O)$ は停止性を持つ.

次に, 文献 [16] に倣って, 組合せ子 $O$ に対する右側の深さを定義する.

定義 3.4 $T(\mathcal{F}(\mathcal{R}(O)))$ 又は $T(\mathcal{F}(\mathcal{R}_{n}(O)))$ における項の右側の深ざ (right depth) を次
のように定義する :

$d_{r}(O)=0,$ $d_{r}(Xo_{l}Y)=1+d_{r}(Y)$ .

補題 3.5 $T(\mathcal{F}(\mathcal{R}_{n}(0)))\ni Xarrow \mathcal{R}.(O)Y$ ならば f $d_{r}(X)\leq d_{r}(Y)$ .
定義 3.6 $T(\mathcal{F}(\mathcal{R}_{n}(O)))\backslash \{O\}$ におけるラベル付項の根記号のラベルを次のように定義
する :

root $(t)\equiv 0_{k}$ のとき, label $(t)=k$ .

定義 3.7 $(fl\theta])$ 次の条件が成立するとき, ラベル付項 $X$ が無矛盾 (consistent) である
という.

$\forall X’\underline{\triangleleft}X(X’\not\equiv O)$ に対して, $d_{r}(X’)\geq label(X’)$ .

定義より, 無矛盾な項の部分項は明らかに無矛盾である. また, 以下で示すように, 無
矛盾性は TRS $\mathcal{R}_{n}(O)$ における書換えで保存される.

補題 3.8 $X(\in T(\mathcal{F}(\mathcal{R}_{n}(O))))$ が無矛盾かつ $Xarrow \mathcal{R}_{n}(O)Y$ ならば, $Y$ は無矛盾である.

定義 3.9写像 tag : $T(\mathcal{F}(\mathcal{R}(O)))arrow T(\mathcal{F}(\mathcal{R}_{n}(O)))$ を, 葉ではない任意の部分項 $X$

の根記号 $\circ$ をラベル付記号 $\circ_{d_{r}(X)}$ で置き換えると定義する.
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定義 3.10写像 forget : $T(\mathcal{F}(\mathcal{R}_{n}(O)))arrow T(\mathcal{F}(\mathcal{R}(O)))$を, すべてのラベル付記号 $\circ_{l}$ を
$\circ$ で置き換えると定義する.

補題 3.11ある $n(\geq 1)$ に対して, $T(\mathcal{F}(\mathcal{R}_{n}(O)))\ni Xarrow \mathcal{R}_{n}(O)Y$ ならば, forget (X)
$arrow R(O)$ forget $(Y)$ .

補題 312 $\mathcal{R}(O)$ 上の有限又は無限書換え列 $T(\mathcal{F}(\mathcal{R}(O)))\ni X_{1}arrow R(O)\Delta_{1}X_{2}arrow R(O)\Delta_{2}X_{\theta}$

$arrow \mathcal{R}(O)\Delta_{3}\ldots$ が存在し, 任意の $k(\geq 1)$ に対して, $d_{r}(\Delta_{k})\leq n$ と仮定する. このとき, $X_{1}’\equiv$

$tag(X_{1})$ かつ任意の $k(\geq 1)$ に対して forget $(X_{k}’)\equiv X_{k}$ を満たす $\mathcal{R}_{n}(O)$ 上の有限又は無
限書換え列 $X_{1}^{l}arrow \mathcal{R}_{n}(O)X_{2}’arrow \mathcal{R}_{n}(O)X_{3}^{l}arrow \mathcal{R}_{n}(O)\ldots$ が存在する.

補題 3.13 $\mathcal{R}(O)$ 上の無限書換え列 $T(\mathcal{F}(\mathcal{R}(O)))\ni X_{1}arrow \mathcal{R}(O)\Delta_{1}X_{2}arrow \mathcal{R}(O)\Delta_{2}X_{3}arrow \mathcal{R}(O)\Delta_{3}\ldots$

が存在すると仮定する. このとき, $d_{r}(\Delta_{k})(k=1,2, \cdots)$ は有界ではない.

定理 3.14 $TRS\mathcal{R}(O)$ は, 非基礎ループ性を持つ.

系 3.15 $CL(O)$ は非基礎ループ性を持つ.

補題 316組合せ子 $O$ が $CL(O, \mathcal{V})$ 上で非基礎ループ性を持つことと $CL(O)$ 上で非基礎
ループ性を持つことは同値である.

したがって, 系 3.15と補題 3.16から次の系が得られる.

系 317 $CL(O, \mathcal{V})$ は非基礎ループ性を持つ.

4 むすび
本稿では組合せ子 $O$ に対して, 非基礎ループ性を示した. 本稿および先行研究の結果を
以下の表 2にまとめる.
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