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1 はじめに

最適停止問題の預言者 (prophet) の不等式とは, 期待値 $E[ \sup_{n}X(n)]$ と最適値 $\sup_{T:t*kffl\partial\Downarrow E[X(T)]}$

の間の不等式のことであり, 最適停止問題に対する 1 っのトピックである.
前者の期待値は完全に将来を見通せる洞察力をもったプレイヤーの期待利得を, 後者の最適値は

過去の情報のみに依存する停止規則のみを用いることが出来るプレイヤーの期待利得を表すと解
釈される. 明らかに,

$\sup_{T}E[X(T)]\leq E[\sup_{n}X(n)]$

は常に成立する. Krengel と Sucheston [10] が, amart に関連してこれらの値の間の関係式を研究
したことが最初の研究とされている. その後, 確率過程の満たす条件や利得のいろいろな型に応じ
て多くの研究がされている (例えば,[5],[6],[7],[8],[9]).
以下では, 従来の最適停止問題を 1 パラメータ最適停止問題とよぶこととする. 1 パラメータ最適

停止問題の預言者の不等式の基本となるものは比の評価 ([6], [8],[10]) と差の評価 ([7],[8]) である.

定理 1.1 ([6], [8],[10]) $\{X(n)\}$ を非負値, 独立な確率過程とする. このとき,

$E[ \sup_{n}X(n)]\leq 2\sup_{T}E[X(T)]$

が成立し, 定数 2は

$\sup_{\{X(n)\}}\frac{E[\sup_{n}X(n)]}{\sup_{T}E[X(T)]}=2$

という意味において最良である.

定理 12([7], [8]) $\{X(n)\}$ を区間 $[0,1]$ に値をとる独立な確率過程とする. このとき,

$E[ \sup_{n}X(n)]-\sup_{T}E[X(T)]\leq\frac{1}{4}$

が成立し, 定数 $\frac{1}{4}$ は

$\sup_{\{X(n)\}}(E[\sup_{n}X(n)]-\sup_{T}E[X(T)])=\frac{1}{4}$

という意味において最良である.

定理 1.3 ([6]) $\{X(n), n=1,2, \ldots, k\}$ を非負値, 有限期間の確率過程とする. このとき,

$E[ \sup_{n}X(n)]\leq k\sup_{T}E[X(T)]$

が成立し, 定数 $k$ は

$\sup_{\{X(n)\}}\frac{E[\sup_{n}X(n)]}{\sup_{T}E[X(T)]}=k$

という意味において最良である.

2次元時間変数をもつ確率過程に対する最適停止問題 (以下では,2 パラメータ最適停止問題と
よぶ) に対して, 預言者の不等式を導くことを目的とする. ここでは, 2 パラメータ最適停止問題
(例えば,[2],[11],[12],[13],[14],[15]) に関する預言者の不等式, 特に, 比の評価について述べる.

Krengel と Sucheston[11, PP225-226] では, 一般の $d$パラメータ最適停止問題, つまり, $d$ 次元時
間変数をもつ確率過程に対する最適停止問題の枠組みで, 無限期間, 独立な $d$ パラメータ確率過
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程に対する最適停止問題の預言者の不等式について考察し, 無限期間確率過程に対しては, 定理 1.1
に対応する不等式は成立しない, つまり, 定理 1.1におけるような普遍的な定数は存在しないこと
が示されている. ここでは, 固定された有限期間において, 定理 1.1と定理 13に対応する不等式
と普遍的な定数を見つけることを目的とする. 但し, 有限期間確率過程を考えるため, この普遍的
な定数は時間変数の期間に依存する定数となる.
また, 対象とする確率過程は, 定理 1.1と定理 13と同様に, 非負値, 独立な 2 パラメータ離散時

間確率過程を考える.

2 2パラメータ最適停止問題 ([2])
$N_{0}$ を非負整数の全体の集合, $N_{0}^{2}=N_{0}\cross N_{0}$ とし, $N_{0}^{2}$ には次の半順序を入れる : $s=(s_{1}, s_{2}),$ $t=$

$(t_{1}, t_{2})\in N_{0}^{2}$ こ対して, $s_{1}\leq t_{1}$ かつ $s_{2}\leq t_{2}$ のとき $s\leq t$ と定める.
また, $s\wedge t:=(s_{1}\wedge t_{1}, s_{2}\wedge t_{2}),$ $|s|:=s_{1}+s_{2},0:=(0,0),$ $e_{1}:=(1,0),$ $e2:=(0,1)$ と定める.
$(\Omega, \mathcal{F}, P)$ を完備確率空間とする. $\{\mathcal{F}_{t}, t\in N_{0}^{2}\}$ を filtration とする : 次を満たす $\mathcal{F}$ の部分 $\sigma$-集

合体の族である.
$\bullet \mathcal{F}$。は $\mathcal{F}$ のすべての零集合を含む.. $s\leq t$ ならば $\mathcal{F}_{s}\subseteq \mathcal{F}_{t}$ .

定義 2.1 (1) $T$ : $\Omegaarrow N_{0}^{2}$ が, 任意の $t\in N_{0}^{2}$ に対して, $\{T\leq t\}\in \mathcal{F}_{t}$ を満たすとき, $T$ を
stopping point とよぶ.

(2) stopping point の列 $\{\sigma(n), n\geq 0\}$ と確率変数 $\tau$ : $\Omegaarrow N_{0}$ の組 $(\{\sigma(n), n\geq 0\}, \tau)$ が次を
満たすとき, この組を tactic とよぶ.. $\sigma(0)=oP-a.e$ .. $\sigma(n+1)\in d(\sigma(n))P-a.e.,$ $\forall n$ .. $\sigma(n+1)$ : $\mathcal{F}_{\sigma(n)}$ -measurable, $\forall n$ .. $\tau$ : $\{\mathcal{F}_{\sigma(n)}, n\geq 0\}$ -stopping time.
$|\underline{B}$ し, $d(s):=\{t|t\geq s, |t-s|=1\},$ $\mathcal{F}_{\sigma(n)};=\{A\in \mathcal{F}|A\cap\{\sigma(n)=t\}\in \mathcal{F}_{t}, \forall t\}$ .

(3) stopping point $T$ に対して, $T=\sigma(\tau)P-a.e$ . となる tactic $(\{\sigma(n)\}, \tau)$ が存在するとき, $T$

は accessible であるとよぶ. すべての accessible stopping point の集合を A で表すとする.

accessible stopping point に関して, 次の重要な結果が知られている.

定理 21 $\{\mathcal{F}_{t}, t\in N_{0}^{2}\}$ が条件付独立性を満たすとする : 任意の $s,$ $t\in N_{0}^{2},$ $C\in \mathcal{F}_{s},$ $D\in \mathcal{F}_{t}$ に対
して,

$P(C\cap D|\mathcal{F}_{s\wedge t})=P(C|\mathcal{F}_{s\wedge t})P(D|\mathcal{F}_{s\wedge t})$ .
このとき, すべての stopping point は accessible である.

$\{\mathcal{F}_{t}, t\in N_{0}^{2}\}$ が独立な確率過程 $\{X(t), t\in N_{0}^{2}\}$ から生成される部分 $\sigma$-集合体の族であるとき,
条件付独立性を満たす.

確率過程 $\{X(t), t\in N_{0}^{2}\}$ に対して,

$E[X(T^{*})]= \sup_{T\in A}E[X(T)]$

となる $T^{*}$ を見つけ, 最適値 $E[X(T^{*})]$ を特徴付けること, または,
$E[X(\sigma^{*}(\tau^{*}))]=$ $\sup$ $E[X(\sigma(\tau))]$

$(\{\sigma(n)\},\tau)$

となる $(\{\sigma^{*}(n)\}, \tau^{*})$ を見つけ, 最適値 $E[X(\sigma^{*}(\tau^{*}))]$ を特徴付けることが 2 パラメータ最適停止
問題である.

$u\in N_{0}^{2}$ を固定し, $I:=\{t\in N_{0}^{2}:t\leq u\}$ とおく. 以下では主に, 時間変数の空間を $I$ (有限期
間 $)$ とし, 確率過程の時間変数や Stopping point の値域は $I$ に制限したものを考える.
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有限期間の場合は, 動的計画法の backward induction によって解析することができる.

定義 22 $\{X(t), t\in I\}$ に対して, 次式で定義される確率過程 $\{Z(t),$ $t\in I\}$ を Snell 包とよぶ.

$Z(t):= ess\sup_{T\geq\ell,T\in A}E[X(T)|\mathcal{F}_{t}]$ .

$\{X(t), t\in I\}$ に対して, 確率過程 $\{W(t), t\in I\}$ を次式で定義する.. $W(u):=X(u)$ .. $s<u$ とし, $s+e_{i}$ に対して $W(s+e_{i})$ が定義されているとき,

$W(s):=$ mo $\{X(s),$ $\max_{i}E[W(s+e_{i})|\mathcal{F}_{s}]\}$

とおく.

このとき, 任意の $t\in I$ に対して, $Z(t)=W(t)$ であることが知られている. また, stopping point
の列 $\{T(t), t\in I\}$ を次式で定義する.. $T(u):=u$ .

$\bullet$ $s<u$ とし, $s+e_{i}$ に対して $T(s+e_{i})$ が定義されているとき,

$T(s):=\{$
$s$ on $\{W(s)=X(s)\}$
$T(D(s))$ on $\{W(s)>X(s)\}$ ,

但し, $D(s)$ は $E[W(s+e_{k})| \mathcal{F}_{s}]=\max_{i}E[W(s+e_{i})|\mathcal{F}_{s}]$ となる $s+e_{k}$ を表す.

このとき, $T(t)\geq t,$ $T(t)\in A$ である.

定理 2.2 ([2] ) 任意の stopping point $T(\geq t, \in A)$ に対して f $Z(t)=E[X(T(t))|\mathcal{F}_{t}]\geq E[X(T)|\mathcal{F}_{t}]$

が成立する 特 $F$ニ, 任意の stopping point $T(\geq 0, \in A)\ovalbox{\tt\small REJECT}$こ対して, $E[Z(0)]=E[X(T(0))]>$
$E[X(T)]$ が成立し, $T(0)$ が最適な stopping point, $E[Z(0)]$ が最適{直である.

3 預言者の不等式 : 非負値, 独立の場合
3.1 無限期間確率過程に対する不等式
定理 3.1 ([11]) $\{X(t)_{/}.t\in N_{0}^{2}\}$ を非負値,独立な確率過程とする. $\mathcal{F}_{t}^{*}:=\sigma(X(s), t+(1,1)\not\leq s)$ ,
$\mathcal{F}_{t}^{**}:=\sigma(X(s), s_{1}\leq t_{1})$ によって部分 $\sigma$ -集合体の族 $\{\mathcal{F}_{t}^{*}, t\},$ $\{\mathcal{F}_{t}^{**}, t\}$ を定める. $\{\mathcal{F}_{t}^{*}, t\}$ に関す
るすべての stopping point の集合を $A^{*},$ $\{\mathcal{F}_{t}^{**}, t\}$ に関するすべての stopping point の集合を $A^{**}$

とする. このとき, 次式が成立する.

$E[ \sup_{l}X(t)]\leq 2\sup_{T\in A^{**}}E[X(T)]\leq 2\sup_{T\in A^{*}}E[X(T)]$ .

以下では, $V[\{X(t),$ $t\}]$ は確率過程 $\{X(t), t\}$ に対する最適停止問題の最適値を, $\vee$ は $\max$ を表
すとする. また, 与えられた確率空間 $(\Omega, \mathcal{F}, P)$ 上に, 与えられた確率過程 (確率変数列) とは独立
になる確率変数列が構成出来ると仮定する.
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32 タイプ 1
$n\geq 2$ とする. この節では, $\{t:|t|\leq n\}$ を時間変数の空間とし, 非負値, 独立な確率過程 $\{X(t)\}$

は正かつ有限な期待値をもつ場合を考える.
$v^{i}(i=0,1, \ldots, n)$ を $|t|=n$ となる点 (時間) とする. $V^{i}:=V[\{X(v^{i}-e_{2}),$ $X(v^{i}),$ $X(v^{i+1})\}]$

とし, $p_{i}(i=0,1, \ldots, n-1)$ は

$0<p_{i}<1$ , $\frac{V^{0}}{p0}<\frac{V^{1}}{p_{1}}<\cdots<\frac{V^{n-1}}{p_{n-1}}$

を満たすとする. $L_{p_{i}}(i=0,1, \ldots, n-1)$ は互いに独立, $\{X(t), |t|\leq n-2\}$ とも独立, $P(L_{p_{i}}=$

$\frac{V^{i}}{p_{i}})=p_{i}=1-P(L_{p_{i}}=0)$ を満たす確率変数とする. $\lambda:=\max_{i=1,2}V[\{X(t),$ $t\geq e_{i},$ $|t|\leq n\}]$ と

おく.

補題 31 次式が成立する.

$\lambda=V[\{\lambda(t=0),$ $X(t)(0<|t|\leq n)\}]=V[\{\lambda(t=0),$ $X(t)(0<|t|\leq n-2),$ $L_{p_{i}}(0\leq i\leq n-1)\}]$ .

補題 32次式を満たす $p_{i}(i=0,1, \ldots, n-1)$ が存在する.

$E[\lambda\vee X(t)(0<|t|\leq n-2)\vee L_{p_{i}}(0\leq i\leq n-1)]$

$>$ $E[\lambda\vee X(t)(0<|t|\leq n-1)\vee X(v^{i})(0\leq i\leq n-1)]$ ,
$E[\lambda\vee X(t)(0<|t|\leq n-2)\vee L_{p_{i}}(0\leq i\leq n-1)]$

$>$ $E[\lambda\vee X(t)(0<|t|\leq n-1)\vee X(v^{i+1})(0\leq i\leq n-1)]$ .

補題 33

$R( \{X(t)(0\leq|t|\leq n)\}):=\frac{E[\vee X(t)(0\leq|t|\leq n)]}{V[\{X(t)(0\leq|t|\leq n)\}]}$

とおく. このとき, 次式を満たす $p_{i}(i=0,1, \ldots, n-1)$ が存在する.

$R(\{X(t)(0\leq|t|\leq n)\})<R(\{\lambda(t=0), X(t)(0<|t|\leq n-2), L_{p_{i}}(0\leq i\leq n-1)\})+1$ .

定理 32次式が成立する.

$E[ \sup_{t}X(t)]<(n+2)\sup_{T\in A}E[X(T)]$ .

さらに, $n+2$ は

$\sup_{\{X(t)\}}\frac{E[\sup_{t}X(t)]}{\sup_{T}E[X(T)]}=n+2$

という意味において最良である.

33 タイプ 2
この節と次節では, $I$ を時間変数の空間とし, 非負値, 独立な確率過程 $\{X(t)\}$ は正かつ有限な期

待値をもつ場合を考える. 固定した $u=(u_{1}, u_{2})$ は $u_{1}\geq u_{2}$ と仮定する.
自然数 $\ell(u_{1}<\ell\leq|u|)$ に対して, $v^{i}(i=0,1, \ldots, k)$ を $|t|=\ell$ となる点とする.

$V^{0}:=V[\{X(v^{0}-e_{1}),$ $X(v^{0})\}]$ ,
$V^{i}:=V[\{X(v^{i}-e_{1}),$ $X(v^{i}),$ $X(v^{i-1})\}]$ ,
$V^{k+1}:=V[\{X(v^{k}-e_{2}),$ $X(v^{k})\}]$
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とおく. $p_{i}(i=0,1, \ldots, k+1)$ は

$0<p_{i}<1$ , $\frac{V^{0}}{p_{0}}<\frac{\mathcal{V}^{-1}}{p_{1}}<\cdots<\frac{T/^{\prime k+1}}{p_{k+1}}$

を満たすとする. $L_{p_{i}}(i=0,1, \ldots, k+1)$ は互いに独立, $\{X(t), |t|\leq\ell-1\}$ とも独立, $P(L_{p_{i}}=$

$\frac{\iota/^{i}}{p_{i}})=p_{i}=1-P(L_{p_{i}}=0)$ を満たす確率変数とする. $\lambda:=\max_{i=1,2}V[\{X(t),$ $t\geq e_{i},$ $t\in I\}]$ と
おく.

補題 34次式が成立する.

$\lambda=V[\{\lambda(t=0),$ $X(t)(0<|t|\leq\ell)\}]=V[\{\lambda(t=0),$ $X(t)(0<|t|\leq\ell-2),$ $L_{p_{t}}(0\leq i\leq k+1)\}]$ .
補題 35次式を満たす $p_{i}(i=0,1, \ldots, k+1)$ が存在する.

$E[\lambda\vee X(t)(0<|t|\leq P-2)\vee L_{p_{i}}(0\leq i\leq k+1)]$

$>$ $E[\lambda\vee X(t)(0<|t|\leq\ell)]+E[X(v^{k})]$ ,
$E[\lambda\vee X(t)(0<|t|\leq\ell-2)\vee L_{p_{i}}(0\leq i\leq k+1)]$

$>$ $E[\lambda\vee X(t)(0<|t|\leq\ell)]+E[X(v^{0})]$ .
補題 36

$R[\{X(t),$ $t\in I,$ $|t| \leq\ell\}]:=\frac{E[\vee X(t)(t\in I,|t|\leq\ell)]}{V[\{X(t),t\in I,|t|\leq\ell\}]}$

とおく. このとき, 次式を満たす $p_{i}(i=0,1, \ldots, k+1)$ が存在する.
$R[\{X(t),$ $t\in I,$ $|t|\leq\ell\}]<R[\{\lambda(t=0),$ $X(t)(0<|t|\leq\ell-2),$ $L_{p_{i}}(i=0,1,$

$\ldots,$ $k+1)\}]$ .

34 タイプ 3

自然数 $\ell(u_{2}<\ell\leq u_{1})$ に対して, $v^{i}(i=0,1, \ldots, k)$ を $|t|=\ell$ となる点とする.

$V^{0}:=V[\{X(v^{0}-e_{1}),$ $X(v^{0})\}]$ ,
$V^{i}:=V[\{X(v^{i}-e_{1}),$ $X(v^{i}),$ $X(v^{i-1})\}]$

とおく. $p_{i}(i=0,1, \ldots, k)$ は

$0<p_{i}<1$ , $\frac{V^{0}}{p_{0}}<\frac{V^{1}}{p_{1}}<\cdots<\frac{V^{k}}{p_{k}}$

を満たすとする. $L_{p_{i}}(i=0,1, \ldots, k)$ は互いに独立, $\{X(t), |t|\leq\ell-2\}$ とも独立, $P(L_{p_{i}}= \frac{V^{i}}{p_{i}})=$

$p_{i}=1-P(L_{p_{i}}=0)$ を満たす確率変数とする. $\lambda:=\max_{i=1,2}V[\{X(t),$ $t\geq e_{i},$ $t\in I,$ $|t|\leq\ell\}]$ と
おく.

補題 37次式が成立する.
$\lambda=V[\{\lambda(t=0),$ $X(t)(0<|t|\leq\ell)\}]=T^{r}’[\{\lambda(t=0),$ $X(t)(0<|t|\leq P-2),$ $L_{p_{i}}(0\leq i\leq k)\}]$ .

補題 38次式を満たす $p_{i}(i=0,1, \ldots, k)$ が存在する.

$E[\lambda\vee X(t)(0<|t|\leq\ell-2)\vee L_{p_{i}}(i=0,1, \ldots, k)]$

$>$ $E[\lambda\vee X(t)(0<|t|\leq l)]$ .
補題 39

$R[\{X(t),$ $t\in I,$ $|t| \leq l\}]:=\frac{E[\vee X(t)(t\in I,|t|\leq\ell)]}{V[\{X(t),t\in I,|t|\leq\ell\}]}$

とおく. このとき, 次式を満たす $p_{i}(i=0,1, \ldots, k)$ が存在する.
$R[\{X(t),$ $t\in I,$ $|t|\leq\ell\}]<R[\{\lambda(t=0),$ $X(t)(0<|t|\leq\ell-2),$ $L_{p_{i}}(i=0,1,$

$\ldots,$
$k)\}]$ .
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35 有限期間確率過程に対する預言者の不等式

定理 33次式が成立する.

$E[ \sup_{t}X(t)]<(\min\{u_{1}, u_{2}\}+2)\sup_{T\in A}E[X(T)]$ .

さらに, $\min\{u_{1}, u_{2}\}+2$ は

$\sup_{\{X(t)\}}\frac{E[\sup_{t}X(t)]}{\sup_{T}E[X(T)]}=\min\{u_{1}, u_{2}\}+2$

という意味において最良である.

4 預言者の不等式 : 非負値の場合
この章では, $I$ を時間変数の空間とし, 非負値の確率過程 $\{X(t)\}$ を考える.

定理 41次式が成立する.

$E[ \sup_{t}X(t)]\leq(1+u_{1})(1+u_{2})\sup_{T\in A}E[X(T)]$ .

さら $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ こ
$,$

$(1+u_{1})(1+u_{2})\ovalbox{\tt\small REJECT}h$

$\sup_{\{X(t)\}}\frac{E[\sup_{t}X(t)]}{\sup_{T}E[X(T)]}=(1+u_{1})(1+u_{2})$

という意味において最良である.
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