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1 はじめに

BIBD (balanced incomplete block design : つり合い不完備ブロック計画 [11, [2] $)$ は $v$ 行 $b$ 列の 0-1行
列で, (i) 各行の 1の数は $r$ 個, (ii) 各列の 1の数は $k$個, (iii) 異なる任意 2行の交差数は $\lambda$ , を満たす
ものをさす. ここに, 2つの行の交差数とは, それら 2行のベクトルとしての内積を意味する. これを
パラメータ $v,$ $b,$ $r,k,$ $\lambda$ を有する BIBD と呼び, BIBD$(v, b, r, k, \lambda)$ と記す. BIBD$(v, b,r,k, \lambda)$ を $X=(x_{ij})$ と

表記すると, $(i)\sim(iii)$ より以下が成立する.

$\sum_{l\overline{-}1}^{b}x_{il}=r,$ $i=1,$ $\cdots,v$, (1)

$\sum_{i\cdot 1}^{\nu}x_{il}=k,$ $l=1,$ $\cdots,b$ , (2)

$\sum_{l\cdot 1}^{b}x_{il}x_{jl}=\lambda,$ $i,j=1,$ $\cdots,v,$ $i<j$, (3)

$x_{ll}\in\{0,1\},i=1,$ $\cdots,v,$ $t=1,\cdots,b$ . (4)

$X$が BIBD であるとき, その行, 列を任意に並べ換えて得られる行列 $Y$ も明らかに BIBD である. こ

のような場合, $X$ と $Y$ は同型 (isomoiphic) であるという. パラメータ $(v, b,r,k,\lambda)$ に対して, 一般には
同型でない複数の BIBD が存在するが. 本稿では (1) $\sim(4)$ を満たす 1 っの行列 $X$を見い出すことの
みを問題とし, 同型でない BIBD をすべて列挙する問題等は対象としない.

BIBD は統計学において, 実験計画法 [3] の基本的なツールであり, 薬品の効果の判定, 農作物の品種
改良, 工業製品の品質改善等においてデータの取得・分析の効率化に大きく貢献している. また. 同様
の考え方を符号理論, 暗号理論などに適用する試みや欠陥品の検査, 宝くじ (ロト 6) の買い方に利用
しようとする提案もなされている [4].

2 BIBDの存在条件と構成法
(1) $\sim(4)$ より. 直ちに次の必要条件が導かれる.
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定理 1[5] BIBD$(v, b, r, k, \lambda)$ において, 次が成り立つ.

$vr=bk$, (5)

$r(k-1)=\lambda(v-1)$ . (6)

また, 次は Fisher の不等式と呼ばれる.

定理 2[51 BIBD$(v, b, r,k, \lambda)$ においては

$b\geq v,$ $r\geq k$ (7)

特に $b=v,$ $r=k$ である BIBD を対称 BIBD という.

BIBD の存在のための一般性のある十分条件は知られていないが, 特別なケースとして次が知られて

いる.

定理 3[5] パラメータ $v,$
$\lambda$ と $k=3$ の BIBD$(v,b,r,3, \lambda)$ が存在するための必要十分条件は

$b= \frac{\langle v-1)}{6}\lambda,$ $r= \frac{\lambda(v-1)}{2}$ (8)

が自然数であることである.

系 1[5] パラメータ $v$ と $k=3,$ $\lambda=1$ の BIBD$(v, b,r, 3,1)$ が存在するための必要十分条件は $b=$

$v(v-1)/6,$ $r=(v-1)/2$ で,

$v\equiv$ lor3 mod6 (9)

が成り立つことである.

定理 3の BIBD, すなわち $k=3$ の場合を 3重システム (triple system: TS) といい, 系 1の BIBD は

シュタイナー 3重システム (Steiner rmple system) といって, STS(v) と記す.
(5) $\sim(7)$ を満たすパラメータ $(v, b,r,k,\lambda)$ に対し, BIBD$(v, b,r,k,\lambda)$ を構成する一般的な方法は知

られていないが, シュタイナー 3重システムについては, 19世紀に Kixkman [6] が, さらに $k=3,4$ の

場合には $Han-[7]$ が BIBD の存在のための必要十分条件と構成法を示している. これら以外の場合に
ついては有限射影幾何 (finite projective geometry:FPG)や有限アフィン幾何 (finite affine geometry:FAG),

差集合 (difference set:DS) 等を用いた代数学的手法で, 個別に BIBD$(V, b,r,k, \lambda)$ を構成する試みがなさ

れてきた [3].

これに対して, 最近ではコンピュータの計算パワーを利用して BIBD を探索するアプローチも試みら
れている. これについては, 制約プログラミング (constraint programming: CP) [8], ニューラルネットワー

ク (ANN) [91, シミュレーテッド・アニーリング (SA) [101,局所探索法 (LS) [11] などの方法がある. これ

らの方法のなかでは, 今までのところ局所探索法が最も良い成績を上げているが, これらのアプローチ
によって (代数学的方法で見つけることが出来なかった) 新しい BIBD が発見されたという例はない.

3 バックトラック法

(1) $\sim(4)$ を満たす行列 $X=(\chi_{j})$ を求める問題は一種の制約充足問題であるが, これを次の非線形

0-1計画問題-P に変換する.
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$\overline{P}$ : $\max\sum_{i=1}^{v}(\sum_{l=1}^{b}x_{il})+\sum_{l\underline{-}1}^{b}(\sum_{i=I}^{v}x_{il})+\sum_{i\overline{-}1j}^{w1}\sum_{i+1}^{v}(\sum_{l\cdot 1}^{b}x_{il}x_{jl})$

$s.t$ . $\sum_{l=1}^{b}x_{il}\leq r,$ $i=1\cdots v$,

(10)

(11)

$\sum_{l\overline{-}1}^{v}x_{i}i\leq k,$ $l=1,$ $\cdots,b$ , (12)

$\sum_{l\cdot 1}^{b}x_{ll}x_{jl}\leq\lambda,$ $i,j=1,$ $\cdots,v,$ $i<j$, (13)

$x_{il}\in\{0,1|,$ $i=1,$ $\cdots,v,$ $l=1,$ $\cdots,b$. (14)

ここで, 制約式が不等号に緩和されていることと, 目的関数が各制約式の左辺の総和であることに注
意する. このことから, 次が言える.

定理 4

(i) $\overline{P}$ は常に実行可能である.

(ii) $\overline{P}$ の任意の実行可能解 $X=(x_{ij})$ に対し, 目的関数値を $z(X)$ とすると,

$z(X) \leq vr+bk+\frac{v(v-1)\lambda}{2}$ (15)

(iii) (15) 式が等号で成立する場合, (1) $\sim(4)$ 式が満足される. すなわち, $X$ は BIBD である.

従って, 問題 $\overline{P}$ を解き (15) 式で等号が成立した場合は $X$ が BIBD$(v, b,r,k,\lambda)$ を与え, (15) 式が不
等号の場合は BIBD が存在しないことが結論される. しかし, $P$ は非線形の数理計画問題であるので,
一般には厳密解を得ることが困難である. そこで, 以下では $X$を上から順に 1行ずつ決定していくアプ
ローチを試みる.
今, $X$が $i$行目まで求まっているとし, これを $\overline{X}_{j}=(\overline{x}_{il})(i=1,2, \cdots,j)$ と記して第 $j$ ステップにおけ
る部分解と呼ぶ. (1) $\sim(4)$ より, これは

$\sum_{l\cdot 1}^{b}\overline{x}_{ll}=r,$ $i=1,2\cdots,j$, (16)

$\sum_{i=1}^{j}\overline{x}_{il}\leq k,$ $l=1,2\cdots,$ $b$ , (17)

$\sum_{l\Rightarrow 1}^{b}\overline{x}_{hl}\overline{x}_{ll}=\lambda$ . $h,$ $i=1,$ $\cdots,j,$ $h<i$. (18)

を満たす $jxb$ の 0-1行列でなければならない. $\overline{X}_{J}$ をもとに, 第 $j+1$ ステップの部分解を得るには,

$\sum_{l\cdot 1}^{b}x_{l}=r$ (19)

$x_{l} \leq k-\sum_{i\cdot 1}^{j}\overline{x}_{ll},$ $l=1,2,$ $\cdots,b$ (20)

$\sum_{l\cdot 1}^{b}\overline{x}_{il}x_{l}.=\lambda,$ $l=1,2,$ $\cdots,j$ (21)
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を満たすベクトル $x=(x_{l})$ を求め, これを $\overline{X}_{j}$ の最下行に付加して

$\overline{X}_{/+1}=(\begin{array}{l}\overline{X}_{j}x\end{array})$ (22)

とすればよい. このために, 問題 $\overline{P}$ と同様に (19), (21) の左辺の総和を目的関数とする次の問題を考
える.

$P_{j}(X_{j})$ : $\max\sum_{l=1}^{b}x_{l}+\sum_{l=1}^{b}(\sum_{i=1}^{j}\overline{x}_{il})x_{l}$ (23)

$s.t$ . $\sum_{l\cdot 1}^{b}x_{l}\leq r$, (24)

$x_{l} \leq k-\sum_{l=1}^{j}\overline{x}_{il},l=1,2,$ $\cdots,b$, (25)

$\sum_{l\cdot 1}^{b}\overline{x}_{ll}x_{l}\leq\lambda,i=1,2,$ $\cdots,j$, (26)

$x’\in\{0,1|$ . (27)

$\overline{P}$ と異なり, この問題は線形の 0-1計画問題なので, CPLEX[12] などの MIP ソルバーで厳密に解け
る可能性が高い. このときの最適目的関数値を $z_{/}(X_{j})$ とすると, 定理 4と同様に,

$z_{j}(X_{j})=r+j\lambda$ (28)

の場合, そのときのみに (19) $\sim(21)$ が満たされる. そこで, (28) が成立する場合には前述のように
(22) 式より $\overline{X}_{j+1}$ を得て第 $j+1$ ステップに移行する.

$X$の最初の 2行は

$\frac{r}{11\cdots 11\cdots 1}0\cdots 00\cdots 0$

$X_{2}=(11\cdots 10\cdot 01\cdots 10\cdots 0)\vee\cdot\cdot\vee$
(29)

$\lambda$ $r-\lambda$

として一般性を失わないので, これから出発し, $X_{2}arrow X_{3}arrow\cdotsarrow X_{v}$ と $v$ 段まで移行すれば BIBD が
得られたことになる. しかし, 一般には途中で (28) が成立しない場合が生じるので, このような場合
も含め解を得るための方法を以下に述べる.
最初に注意すべき点は, 問題 $P_{j}(X_{j})$ の最適解は一般に複数個存在するので, たとえ (28) 式が成立し

ても X の第 $j+1$ 行目にそれらのうちのどれを取り込むのが適当かは事前には分からないという事実で
ある. そこで部分解 $X_{j}$ に対し (28) 式を満たす $P_{j}(X_{j})$ の最適解を全列挙し, これらを第 $j+1$ 行目に代

入して得られる部分解のそれぞれを $X_{j}$ の子部分解と呼ぷ. これより, 乃からスタートして部分解とそ
の子部分解から成る木が得られ, BIBD が存在する場合には $X_{2}$ からその BIBD までのパスが必ず存在す
る. 部分解勾で (28) 式が成立しない場合, すなわち $z_{j}(X_{j})<r+j\lambda$ のときは, $X_{j}$ 以降で BIBD が得
られる可能性はないので $X_{j}$ を終端する. BIBD が存在しない場合には部分解が第 $v$ ステップに到達する
ことなく, すべて途中で終端されてしまう.
以上より, $X_{2}$ を根とする部分解の木を深さ優先法などによりくまなく走査すれば BIBD が得られるか$\searrow$

またはその非存在が証明される. このためには, 標準的なバックトラック法を用いる. すなわち, 部分

解 $X_{j}$ が終端された場合, 1 ステップ上の Xj-l へ戻り, $i$ ステップ目の部分解でまだ走査されていないも
のへ移って走査を続行する. $i$ ステップ目の部分解がすべて終端され, 未走査のものが残っていない場
合には Xj-l も終端し. さらに 1 ステップ上に逆上る.
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4 分枝限定法

前節のバックトラック法を実装するには, i) $P_{j}(X_{j})$ の最適解の全列挙法, ii) 部分解の効率的な枝払い
法, iii) 部分解の探索戦略等を考慮する必要がある. 以下これらについて検討を加える.
まず, CPLEX[12] 等を用いて $P_{j}(X_{j})$ を解き, 最適解 $x^{*}$ と最適値 $z_{j}(X_{j})$ を得たとする. このような最

適解は $x^{*}$ 以外にも存在しうるので, それらを全列挙するために, 以下では $P_{j}(X_{j})$ にさらに制約条件を
付加した次の子問題を導入する.

$P_{j}(X_{j},F,R)$ : $\max(23)$

$s$ . t. (24)$\sim(27)$ ,

$x_{i}=1$ , $i\in F$ (30)

$x_{i}=0$ , $i\in R$ . (31)

ここに, F. $R$ はそれぞれ 1または $0$ に固定する変数の添え字の集合で, これをうまく設定することに
よって $P_{j}(X_{j})$ の最適解を全列挙するアルゴリズムを再帰的に構成することができる. これを BIBD を見
出すための分枝限定法の枠組みに組み込んだものが次ページの BABJ IBD である.
アルゴリズム中で, $P_{j}(X_{j},F,R)$ は 0-1計画問題 (IP 問題) なのでこれを厳密に解くことは必ずしも容

易ではない. この部分を連続緩和し, LP 問題を解いた場合にも (28) 式が不成立であればこの子問題を
終端することが出来るが, アルゴリズム中では Step2(i) がこれに相当する. もちろん, LP 問題の解が
0-1解でない場合には Step2(ii) のように改めて IP 問題を解く必要がある. 以下では Step2(i), (ii) を
この順に実行する方法を BABiBIBD(LP), (i) を省略して (ii) のみを実行する方法を BABBIBD(IP) と

記す.
最後に, 分枝木の走査法であるが, Step4において添字集合 $U$ を昇順に整列した場合と逆順の場合で

は (Step5で再帰呼び出しされる部分解が異なるため) 生成される分枝木とその走査順序が異なってく
る. 本稿で前者を BABBIBD(FORWARD), 後者を BABJ IBD(BACKWARD) と記し, IPIP と併せて
BABBIBD(FORWARD, LP) など 4種類の戦略を検討する.

5 計算例

前節までのアルゴリズムを ANSIC 言語で実装し, DELL Precision670 (CPU:Xeon3.$8GHz$, メモリー
: $512MB)$ 上で MIP ソルバー ILOG CPLEX10. 100 [12] を用いて実験を行った. 表 1は他の文献 ([10],
[111など) でとりあげられている 63例について, BABi IBD(FORWARD, LP) の計算結果を示したもの
で, BAB の欄が今回の方法による計算時間を秒単位で表しており, Time over とあるのは 3600秒以内に
解けなかったことを示している. 他の欄は制約プログラミング (CP, [8】), ニューラル・ネットワーク
(ANN, [9]), シミュレーテッドアニーリング (SA, [10]), 局所探索法 (LS, [111) による結果を示し
たもので, このうち LS は DEC Alphaserver i00OA 5/300 $(300MHz)$ 上での CPU 時間 (秒) を示してい
るが. ANN, SA については計算時間は不明である. これらの欄の空欄は計算が行われていないことを,
ハイフン $(-)$ は解が得られなかったことを示している.
一部の問題について, 本稿の方法は非常に長い計算時間を要することがあるが, 全般的には CP, ANN,

SA よりもはるかに優れ, LS とは (使用コンピュータの能力を勘案しても) 同等以上であるように思わ
れる.
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アルゴリズム BABBIBD
input: $j,X,F,R$

Step 1. $j=v$ ならば $X$が BIBD なのでこれを出力して終了.

Step 2. (i) LP 問題 $\overline{P}_{j}(X,F,R)$ を解く.

(a) $\overline{z}_{j}(X,F,R)<r+\lambda$ なら retum.

(b) 解 $x_{j}(X,F,R)$ が整数解なら step3へ, そうでなければ (ii) へ進む.

(ii)IP 問題 $P_{j}(X, F,R)$ を解く.

(a) $z(X,F,R)<r+\lambda$ なら retum.

(b) そうでなければ step3へ.

Step 3. (22) 式により. $X$に $x(X,F,R)$ を加え $j+1$ 行の行列に更新する. ついで BABBIBD$(i+$

$1,X,\emptyset,\emptyset)$ を再帰呼び出しする.
Step 4. 整数解 $x^{*}(X,F,R)$ の添字集合 $U:=\{l|x_{l}=1, l\not\in F\}$ を求め, 昇順 (または, 降順) に整

列して $U=\{u_{1},u_{2},$ $\cdots$ , up $\}$ とする.

Step 5. $l=1,2,$ $\cdots,p$ について以下を行う.. $F’:=F\cup$ { $u_{1},$ $u_{2},$ $\cdots$ , ul-l}, $R’:=R\cup(u_{l}\}$ とする.. BABBIBD$0_{1}X.F’,R’$) を再帰呼び出しする.

Step 6. $0^{\chi)}$ 以降の BIBD は存在しないので終了.

6 むすび

本報告では, BIBD を求める新しいアプローチとして MIP ソルバーを利用した分枝限定法アルゴリズ

ムを提示した. 数値実験では少数個の例外を除き $v\leq 20$程度の BIBD を短時間に求めることが出来た
が, より大規模な問題を解いたり, 未知の BIBD を発見するにはさらに効率的な枝払い法や部分解に含
まれる不適切な 0-1 ベクトルを上手に見分けて部分解から排除する方法を研究してアルゴリズムを改善
して行く必要がある.
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表 1: 分枝限定法 計算結果と他の方法との比較.
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$v$ $b$ $r$ $k$ $\lambda$

表
$1:CP$ (つづき)SA LS BAB

$\overline{115515330.230.01}$
11 $5S$ 20 4 6 0.80 0.03
11 11 5 5 2 $O$ 0.04 0.02
11 110 30 360.91 0.02
12 44 11320.25 0.01
12 33 11 4 3 0.33 Time over
12 22 11 65 $O$ 1.23 0.03
12 88 22 3 4 0.94 0.03
13 26 6 3 1 $\circ$ 0.15 0.01

$\frac{1313441O\circ 0..010.00}{133915S511200.05}$

13 26 12 6 5 7.93 17.60
13 52 12 3 2 0.31 0.02
13 78 18 3 3 1.09 0.02
13 104 24 3 4 1.81 0.04
14 26 13 7 6 – 0.38
15 35 7 3 1 $\circ$ 0.54 0.02
$1S$ 42 14 5 4 42.90 0.14
15 35 14 6 5–3.29

$\frac{1515773O0..610..01}{15701432150002}$
16 80 15 3 2 2.81 0.04
16 20 5 41 0.16 0.02
16 $4S$ 15 5 4 43.20 0.11
16 16 6 6 2 $O$ 0.54 Time over
16 24 9 6 3 9.80 0.03
16 40 15 6 5 – 2.75
18 51 17 6 5 – 0.79
19 57 9 3 1 3.91 0.04

$\frac{19199949.730.21}{21215510.220.31}$
$25$ 30 6 5 1 14.30 0.05
31 31 6 61 2.04 0.06
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