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1 はじめに

コイン投げは確率論で論じられる代表的モデルである. Bruss and O’Cinneide [1] によれば PN. Bajaj は
1988年の American Mathematical Society の集会で An Open Toss Problem というタイトルの次のような
コイン投げ問題を考えた :

$N$ 人がコインを投げる. 裏を出したものは除外され, 表を出したものは再びコインを投げる. 全員が裏あ
るいは表を出したら再び同じ人数でコインを投げる. コインは公平とする. このとき, 最後の 1人が残るまで
の平均のコインを投げる回数はいくつになるだろう ?
我々はこの問題を Bajaj の一人勝ち残り公平なコイン投げ問題と呼ぶ. この問題はブロードキャストコミュ
ニケーションにおいて通信の際衝突が起きたときにも使われる. 衝突を解消するためにコイン投げモデルが使
われるのである. それは, “selection of a loser” [7] あるいは $t$ leader election” [11, 3, 4, 5] と呼ばれている
(Grabner and Prodinger [2]).

Bruss and O’Cinneide [1] はこの問題の平均回数を漸化式として求めた. その漸化式が複雑であり厳密解を
求めることが困難であることから, 母関数を用いて漸近解を求めることを試みたが, しかし漸近解を求めるこ
とはできなかった.

Prodinger [7] は PN. Bajaj や Bruss and $O$ ’Cinneide [1] とは独立に同じ問題を研究した. ただし, 実際
はタイトル “How to selecta loser” とあるように Prodinger は 1人の勝者ではなく 1人の敗者を選ぶ問題を
研究した. しかし, コインの表裏が公平であることから 1人の勝者を選ぶことと 1人の敗者を選ぶことは全く
同じ問題である. Prodinger [7] はこのコイン投げ問題の構造が Incomplete Trie (Knuth [8]) であると捉え
た. また, このコイン投げ問題は Tree Protocol (Mathys and Flajolet [9]) でも使われていると指摘した.
Prodinger [7] は漸化式の平均回数を母関数に加えて Rice’sMethod と呼ばれる高度な解析手法を用いて漸近
解を求めた.

伊藤ら [10] は前述の 2論文とは独立に同じ問題を研究した. 伊藤ら [10] は漸化式の平均回数を Bruss や
Prodinger が用いた母関数ではなくアルゴリズム解析手法の一つであるブートストラッピング [11, 12] を用
いて平均回数のオーダを求めた. また, 伊藤ら [10] は Bajaj のコイン投げ問題の発展として, コイン投げを
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じゃんけんに置き換えたじゃんけん問題を考えている. 伊藤ら [10] はこのじゃんけん問題のじゃんけんが終
わるまでの平均回数のオーダも求めている.

前述のとおり, Bajaj の一人勝ち残り公平なコイン投げ問題の平均回数の漸近解は母関数と Rice’s Method
を用いて Prodinger [7] によって求められている. しかし, Bruss and O’Cinneide [1] が母関数を用いても

正確な漸近解は求めることが出来なかったようにこの問題の漸化式は複雑な漸化式となっている. 本論文は

Bruss and O’Cinneide [1] や Prodinger[7] が用いた母関数でも解くのが容易でないこの漸化式に, 伊藤ら

[10] が用いたブートストラッピングを適用する. 伊藤ら [10] はオーダを求めたが, 我々はより精度の高い漸

近解を求める. その漸近解は Prodinger の漸近解とは異なる式の漸近解であるが, 数値計算によって $N$ が十

分に大きいと Prodinger の漸近解とも近づくことを示す.

2 Bajaj の一人勝ち残り公平なコイン投げ問題

Bajaj の一人勝ち残り公平なコイン投げ問題の定義は以下の通りである :

1. $N$ 人から 1人が残る. ここで $2\leq N$ である.

2. コインの表裏を出す確率はそれぞれ 1/2とする.

3. 各コイン投げは独立である.

4. コインにより $N$ 人から 1人が残る回数を確率変数 $C_{N}$ とする.

5. 1回のコイン投げで残った人数を変数 $m$ とする. ここで $1\leq m\leq N-1$ である.

6. 参加者全員で一斉に同種のコインを投げる.

7. 裏を出した者は除外される.

8. 表を出した者は残って再びコインを投げる.

9. 参加者が全員表あるいは裏を出したら引き分けとして, まったく同じ参加者で再びコインを投げる.

10. $m=1$ つまり残った人数が 1人ならば目的が達成されるのでコイン投げは終了する.
11. $m>1$ ならば $m$ 人から 1人が残るコイン投げ問題として続ける (再帰する).

3 平均回数とその漸近解

コイン投げ平均回数は引き分けになる場合と勝者が決まる場合の排反事象から求めることができる. 平均回
数は漸化式として

$E[C_{N}]=1+ \frac{2}{2^{N}-2}+\frac{1}{2^{N}-2}\sum_{m=1}^{N-1}(\begin{array}{l}Nm\end{array})E[C_{m}]$ (1)

となる. ただし, $E[C_{0}]=E[C_{1}]=0$ である. この種の漸化式は Patricia tree recurrence と呼ばれる
(Flajolet and Sedgewick [6]).

3.1 ブートストラッピングを用いた漸近解

ブートストラッピングとはアルゴリズム解析における複雑な漸化式の解析手法のーつであり, 一般的には厳
密解ではなく漸近解を求める解析手法である. また, ヒューリスティックな手法であり、それ故に様々な試行

錯誤が必要になる. プートストラッピングの解析手順は以下の通りである :
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1. 漸化式をいくつかの数値で計算する.

2. 1で得られた結果から上界と下界の不等式を推測する.
3. 2で推測した上界と下界の不等式を漸化式に代入する.
4. 3で得られた結果が (2) で推測した上界と下界の不等式よりも平均回数に近づいていることを証明する.
5. 3と 4を上界と下界が十分に漸近するまで繰り返し漸近解を得る.

ブートストラッピングの特徴は, 一般的性質として粗い近似からでもブートストラッピングを繰り返すことに
よって徐々に近似の精度を上げられ, やがて漸近解を求めれる点にある. ただし, 上手くブートストラッピン

グの出発点を考えなければブートストラッピングを繰り返す途中で計算が難しくなってしまう可能性がある.
このブートストラッピングを式 (1) (こ適用する. 最初に漸化式をコンピュータでいくつかの数値で計算する

と, $E[C_{2}]=2.00,$ $E[C_{4}]=2.67,$ $E[C_{8}]=3.59,$ $E[C_{16}]=4.55,$ $E[C_{32}]=5.52$ となった. 得られた結果
から本論文では試行錯誤の結果, 上界として $E[C_{N}]\leq N$ , 下界として $E[C_{N}]>0$ と推測する. この不等式
の証明は下界は自明であり, 上界は数学的帰納法を用いて容易に証明できる. 次に推測した上界を漸化式に代
入すると上界は

$E[C_{N}]=1+ \frac{2}{2^{N}-2}+\frac{1}{2^{N}-2}\sum_{m=1}^{N-1}(\begin{array}{l}Nm\end{array})E[C_{m}]$

$=1+ \frac{2}{2^{N}-2}+\frac{1}{2^{N}-2}\sum_{m=2}^{N-1}(\begin{array}{l}Nm\end{array})E[C_{m}]$

$=1+ \frac{2}{2^{N}-2}+N\frac{1}{2^{N}-2}\sum_{m=1}^{N-2}(N -1m)$

$=1+ \frac{2}{2^{N}-2}+\frac{N}{2}-\frac{N}{2^{N}-2}$

$\leq 1+\frac{2}{2^{N}-2}+\frac{1}{2^{N}-2}\sum_{m=2}^{N-1}(\begin{array}{l}Nm\end{array})m$

(2)

となる. ここで, $1+ \overline{2}v^{2}\overline{-2}+\frac{N}{2}-\overline{2}\pi_{\overline{-2}}^{N}\prec N$ であるのは明らかである.

推測した下界を漸化式に代入すると下界は

$E[C_{N}]=1+ \frac{2}{2^{N}-2}+\frac{1}{2^{N}-2}\sum_{m=1}^{N-1}(\begin{array}{l}Nm\end{array})E[C_{m}]$

$=1+ \frac{2}{2^{N}-2}+\frac{1}{2^{N}-2}\sum_{m=2}^{N-1}(\begin{array}{l}Nm\end{array})E[C_{m}]$

$>1+ \frac{2}{2^{N}-2}+\frac{1}{2^{N}-2}\sum_{m=2}^{N-1}(\begin{array}{l}Nm\end{array})0$

$=1+ \frac{2}{2^{N}-2}$ (3)

となる. ここで, $0\prec 1+\overline{2}^{T^{\frac{2}{-2}}}$ であるのは明らかである.

以上のように, 推測した上界と下界の不等式をそれぞれ漸化式に代入すると, 新しく求められた不等式が上
界も下界もより平均回数に近い不等式となる.
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ここで, 一般回数 $l$ 回のブートストラッピングをおこなうと上界は

$E[C_{N}]<l+ \frac{N}{2^{l}}$

$-Nl \sum_{i=1}^{l-1}\sum_{j=0}^{2^{1-1}-1}\frac{1}{2^{i}}[(1-\frac{2j+1}{2^{1}})^{N-1}-(1-\frac{2j+2}{2^{i}})^{N-1}]$

$+N \sum_{i=1}^{l-1}\sum_{j=0}^{2^{i-1}-1}i\frac{1}{2^{i}}[(1-\frac{2j+1}{2^{i}})^{N-1}-(1-\frac{2j+2}{2^{:}})^{N-1}]$ (4)

となる. 下界は

$E[FC_{N}]>l-Nl \sum_{:=1}^{l-1}\sum_{j=0}^{2^{i-1}-1}\frac{1}{2^{i}}[(1-\frac{2j+1}{2^{i}})^{N-1}-(1-\frac{2j+2}{2^{i}})^{N-1}]$

$+N \sum_{i=1}^{l-1}\sum_{j=0}^{2^{i-1}-1}i\frac{1}{2^{i}}[(1-\frac{2j+1}{2^{i}})^{N-1}-(1-\frac{2j+2}{2^{i}})^{N-1}]$ (5)

となる.

ここで, 上界と下界の差は $\neg 2N$ であるのでこの値が十分に小さくなればなるほど, 上界と下界は漸近して,

平均回数の漸近解が求まる. すなわち平均回数は

$E[C_{N}] \sim l-Nl\sum_{=1}^{l.-1}\sum_{j=0}^{2^{-1}-1}\frac{1}{2^{*}}[(1-\frac{2j+1}{2^{i}})^{N-1}-(1-\frac{2j+2}{2^{i}})^{N-1}]$

$+N \sum_{i=1}^{l-1}\sum_{j=0}^{2^{-1}-1}i\frac{1}{2^{1}}[(1-\frac{2j+1}{2})^{N-1}-(1-\frac{2j+2}{2^{\dot{t}}})^{N-1}]$ (6)

となる.

そこで, 本論文ではブートストラッピングをおこなう回数を $l=2\lfloor\log_{2}N\rfloor+21=2\log_{2}N-2\{\log_{2}N\}+21$

とする. すると, 上界と下界の差 $\urcorner 2N$ は

$\frac{N}{2^{l}}=\frac{N}{2^{2\log_{2}N-2\{\log_{2}N\}+21}}$

$= \frac{1}{2^{21}}\frac{N}{2^{2\log_{2}N-2\{\log_{2}N\}}}$

$= \frac{N2^{2\{\log_{2}N\}}}{2^{21}N^{2}}$

$= \frac{2^{2\{\log_{2}N\}}}{2^{2l}N}$ (7)

となる. よって $N$ が十分に大きくなれば上界と下界は漸近して, 平均回数の漸近解が求まる.

ここで, 式 (6) の

$Nl \sum_{:=1}^{l-1}\sum_{j=0}^{2^{i-1}-1}\frac{1}{2^{1}}[(1-\frac{2j+1}{2^{i}})^{N-1}-(1-\frac{2j+2}{2^{i}})^{N-1}]$ (8)
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を $i=\lfloor\log_{2}N\rfloor=\log_{2}N-\{\log_{2}N\}$ を中心とした式に変換すると

$Nl \sum_{i=1}^{l-1}\sum_{j=0}^{2^{l-1}-1}\frac{1}{2^{i}}[(1-\frac{2j+1}{2^{i}})^{N-1}-(1-\frac{2j+2}{2^{i}})^{N-1}]$

$\sim l\sum_{i=-\lfloor\log_{2}N\rfloor+1}^{\lfloor\log_{2}N\rfloor+20}\frac{(\frac{1}{2)})^{i}2^{\{\log_{2}N\}}}{e^{(i^{:_{2^{\{\log_{2}N\}}}}+1}}$

斜 $l \int_{-\lfloor\log_{2}N\rfloor e^{(i^{:_{2^{\{\log_{2}N\}}}}}+1}^{(\frac{1}{2)})^{i}2^{\{\log_{2}N\}}}\lfloor\log_{2}N\rfloor+20di+1$

$=-l \log_{2}e\int_{\frac{N}{2^{\{10*2^{N}\}_{2}}}}^{\frac{2\{1\circ\epsilon_{2^{N\}}}}{2^{l\cup}N}}\frac{2^{\{\log_{2}N\}}}{e^{2^{\{\log_{2}N\}}t}+1}dt$,

ここで積分の公式を用いて

$=-l \log_{2}e\int_{\frac{N}{22\mathfrak{g}}}^{\frac{2\{\log_{2}N\}}{2^{Z\cup}N}}\frac{2^{\{\log_{2}N\}}}{e^{2t}\{1_{0*2}N\}+1}dt$

$=-l \log_{2}e[\log_{e}\frac{e^{2^{\{l\circ g_{2}N\}}t}}{e^{2t}+1\{1og_{2}N\}}]_{\frac{N}{a^{\{C2^{N}\}_{2}}10}}^{\underline{2^{\{\log}}2}2\nabla\sigma^{\frac{N\}}{N}}$

$(2^{\{l\circ g}2^{N\}})^{2}$

$=-l \cdot\log_{2}e\log_{e}\frac{e\overline{2^{ZU}N}}{(2^{\{l\circ g_{2}N\}})^{2}}+l\cdot\log_{2}e\log_{e}\frac{e^{*}}{e^{\xi}+1}$

$e\overline{2^{zo_{N+1}}}$

$\sim-l\cdot\log_{2}e\log_{e}\frac{1}{2}+l\cdot\log_{2}e\log_{\epsilon}1$

$=l\cdot\log_{2}e\cdot\log_{e}2$

$=l$ (9)

となる.

次に式 (6) の

$N \sum_{i=1}^{l-1}\sum_{j=0}^{2^{:-1}-1}i\frac{1}{2^{i}}[(1-\frac{2j+1}{2^{i}})^{N-1}-(1-\frac{2j+2}{2^{i}})^{N-1}]$ (10)

を $i=\lfloor\log_{2}N\rfloor=\log_{2}N-\{\log_{2}N\}$ を中心とした式に変換すると

$N \sum_{1=1}^{l.-1}\sum_{j=0}^{2^{-1}-1}i\frac{1}{2^{*}}[(1-\frac{2j+1}{2^{i}})^{N-1}-(1-\frac{2j+2}{2^{i}})^{N-1}]$

$\sim\lfloor\log_{2}N\rfloor\sum_{i=-\lfloor\log_{2}N\rfloor+1}^{\lfloor\log_{2}N\rfloor+20}\frac{(\frac{1}{2)})^{i}2^{\{\log_{2}N\}}}{e^{(_{2}2}1\{\log_{2}N\}_{+1}}+\sum_{i=-[\log_{2}N\rfloor+1}^{\lfloor\log_{2}N\rfloor+20}\frac{i(\frac{1}{2)})^{i}\cdot 2^{\{\log_{2}N\}}}{e^{(^{1}\cdot 2^{\{1og_{2}N\}}}z+1}$

$\sim\lfloor\log_{2}N\rfloor+\sum_{i=-\lfloor\log_{2}N\rfloor+1}^{\lfloor\log_{2}N\rfloor+20}\frac{i(\frac{1}{2)})^{i}\cdot 2^{\{\log_{2}N\}}}{e^{(_{f}^{1}\cdot 2^{\{\log_{2}N\}_{+1}}}}$ (11)

となる.
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図 1 式 (14) を $N=2^{8},$
$\ldots,$

$2^{12}$ でプロット

式 (6) に式 (9) と式 (11) を代入すると漸近解

$E[C_{N}] \sim\lfloor\log_{2}N\rfloor+\sum_{i=-\lfloor\log_{2}N\rfloor+1}^{\lfloor\log_{2}N\rfloor+20}\frac{i(\frac{1}{2)})^{:}\cdot 2^{\{\log_{2}N\}}}{e^{(\int^{j}\cdot 2^{\{\log_{2}N\}_{+1}}}}$ (12)

が求まる.

3.2 Prod $\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ nger の漸近解との比較

Prodinger の漸近解は

$\log_{2}N+0.5-\frac{1}{L}\sum_{k\neq 0}\zeta(1-\frac{2k\pi i}{L})\Gamma(1-\frac{2k\pi i}{L})e^{2k\pi i\log_{2}N}$ (13)

である. ここで, $L=\log 2,$ $\zeta(\cdot)$ は Riemann の $\zeta$ 関数, $\Gamma(\cdot)$ は $\Gamma$ 関数, $i$ は虚数単位の $i$ である.

Prodinger の漸近解 (13) と本論文の漸近解 (12) を比較するため, 漸近解 (13) から $\log_{2}N$ を引いた

$0.5- \frac{1}{L}\sum_{k\neq 0}\zeta(1-\frac{2k\pi i}{L})\Gamma(1-\frac{2k\pi i}{L})e^{2k\pi i\log_{2}N}$ (14)

に注目する. 図 1は式 (14) を $N=2^{8},$
$\ldots,$

$2^{12}$ でプロットしたものである.

次に, 本論文の漸近解 (12) から $\log_{2}N$ を引いた

$-\{\log_{2}N\}$

$+ \sum_{i=-\lfloor\log_{2}N\rfloor+1}^{\lfloor\log_{2}N\rfloor+20}\frac{i(\frac{1}{2)})^{i}\cdot 2^{\{\log_{2}N\}}}{e^{(\}’\cdot 22}+1\{10.N\}}$ (15)

に注目する. 図 2は式 (15) を $N=2^{8},$
$\ldots,$

$2^{12}$ でプロットしたものである.

図 1と図 2は一見すると全く同じ図に見えが, 実際にどの程度の誤差があるか検証する. 図 3は Prodinger
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図 2 式 (15) を $N=2^{8},$
$\ldots,$

$2^{12}$ でプロット

図 3 式 (16) を $N=2^{8},$
$\ldots,$

$2^{12}$ でプロット

の漸近解 (13) から本論文の漸近解 (12) を引いた

0.5

$- \frac{1}{L}\sum_{k\neq 0}\zeta(1-\frac{2k\pi i}{L})\Gamma(1-\frac{2k\pi i}{L})e^{2k\pi i\log_{2}N}$

$+ \{\log_{2}N\}-\sum_{i=-\lfloor\log_{2}N\rfloor+1}^{\lfloor\log_{2}N\rfloor+20}\frac{i(\frac{1}{2)})^{i}\cdot 2^{\{\log_{2}N\}}}{e^{(2^{\{1\circ\epsilon 2^{N\}}}}8’\cdot+1}$ (16)

を $N=2^{8}$ , . . ., $2^{12}$ でプロットしたものである. 図より誤差が $\log_{2}N$ の周期で減少している. よって, 本論
文の漸近解は式は異なるが Prodinger の漸近解と $N$ が十分に大きいと近づくのである.

4 おわりに

本論文はブートストラッピングを用いて Bajaj の一人勝ち残り公平なコイン投げ問題の平均回数の漸近解
を求めた. その結果, Prodinger の漸近解とは異なる式の漸近解が求まった. ただし, 図 3より数値計算に
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よって本論文の漸近解 (12) は Prodinger の漸近解 (13) と $N$ が十分に大きいと近づくことが分かった.

また, 本論文の漸近解は式に $\lfloor\log_{2}N\rfloor$ という不連続な関数を含んでいるにもかかわらず滑らかな関数とな

る点を強調したい. すなわち, Prodinger の漸近解とは明らかに式の構成が異なっており, 別の表現になって

いるのである.

この種の漸化式, すなわち Patricia tree recurrence の解析は Mellin transform [6] が一般的であると言わ

れている (Sedgewick and Flajolet [12]). 本論文は Patricia tree recurrence の解析をブートストラッピング
でおこなったものであり, 本論文の結果よりブートストラッピングが将来のアルゴリズム解析手法の多様性の

一端になることを期待したい.
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