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Abstract
セルオートマトンは, 多様な現象の解析に用いられるが, セルオートマトン自体の性質がよく理解さ

れた上でのことではない. このため, 当該の現象に対して, どのようなセルオートマトンを利用するか.
つまりローカルルールの選定は大きな問題である. 本稿では, このような応用上の問題を念頭に. セル
オートマトン自体の性質を明確にすることをめざし, 従来からある Lapunov exponent によってセル
オートマトンが生成する時空間パターンの多様性がどの程度捉えられるかを調べる.
ルール番号 40, 168の基本セルオートマトンは Wolfram class I に属し, 生成される時空間パターン
は死滅するとされていたぶ [17], ある特定の configurations 全体の上では左シフトであり従ってカオス
性を持ち [12] [13] [14], また多様な Lyapunov exponent の値を持つことが示されている [12][13][14].

Lapunov exponent の定義については, spreading rate を基盤的な発想とするもの [6][15] 以外に,
Bagnolli’s Lyapunov exxponent[l] がある,
本稿では. 上記の基本セルオートマトンについて, Bagnoli’s Lyapunov exponent の値を具体的に求

め, この Lapunov exponent もまた, 必ずしもセルオートマトンが生成する時空間パターンの複雑性を
捉えきれないことを示唆する.

1. Introductory Prellminaries
基本セルオートマトン (elementary cellular automaton $(ECA)$ ) は, $\{0,1\}$ と $g:\{0,1\}^{3}arrow\{0,1\}$ と
の組 $(\{0,1\}, g)$ であり, 簡単に ECA $g$ と呼ぶ. $g$ は local transition function の呼ばれる. それぞれの
ECAg は. 次のようにして定義されるルール番号 $R(g)$ を持つ.

$R(g)= \sum_{(a,b,c)}g(a,b,c)2^{a*4+br2+c}$ .

local transition function $g:\{0,1\}^{3}arrow\{0,1\}$ によって, $A\equiv\{0,1\}^{z}h^{f}a^{(\text{ら}}A$ への写像 $g$ を

$x\in \mathcal{A}$ , $(g(x))_{i}=g(x_{i-1},x_{i},x_{i+1})$

として定義する. この $g$ を global transition function と呼ぶ.
$\mathcal{A}$ 上の距離 $d$ を次のように定義する.

$d( r,y)=\sum_{i=-\infty}^{\infty}\frac{|x_{i}-y_{i}|}{2|i|}$ . $x,y\in \mathcal{A}$ ,

これによって位相的な力学系 $(\mathcal{A}, g)$ が得られる.
$\mathcal{A}$ の要素は configuration と呼ばれ, 初期 configuration $x\in A$ の軌道は, 以下に定義される系列

$\{g^{t}(x)\}_{t=1}^{\infty}$ である.

$g^{0}(x)=x,$ $g^{t+1}(x)=g(g^{t}(x)),$ $t=0,1,2,\cdot\ldots$ .
$n_{j}$ : $\mathcal{A}arrow \mathcal{A}(j\in Z)$ を次のように定義する.

$x\in \mathcal{A}$, $(n_{j}(x))_{i}=\{\begin{array}{l}x_{i}, i\neq j,\overline{x_{i}}, i=j.\end{array}$
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$n_{i}$ は, configuration $x\in \mathcal{A}$ の $j$ 番目の状態を逆転させる.
セルオートマトンにおける Lyapunov exponent は.

$x,$ $g(x),$ $g^{2}(x),$ $g^{3}(x),$ $\cdots$ ,

$n_{j}(x),$ $g(n_{j}(x),$ $g^{2}(n_{j}(x)),$ $g^{3}(n_{j}(x)),$ $\cdots$ ,

の二つの軌道間の違いの時間発展を特徴づけるものとして定義され, Shereshevsky’s Lyapunov exponent,
spreading rate, strict spreading rate, Bagnoli’s Lyapunov exponent の四つがある. 前者三つはそれぞ
れ以下のように定義されている.

$x,$ $y\in \mathcal{A}$ に対して,

$DFR(x, y)= \sup\{i|x_{i}\neq y_{i}\}$ , $DFL(x, y)= \inf\{i|x_{i}\neq y_{i}\}$

とおく. また, $s\in Z$ に対して

$W_{\epsilon}^{+}(x)\equiv\{y\in \mathcal{A}|\forall i\geq s, y_{i}=x_{i}\}$ , $W_{l}^{-}(x)\equiv\{y\in \mathcal{A}|\forall i\leq s, y_{i}=x_{i}\}$

とする.

それぞれの指数は, 更に右側と左側の区別をし, 次のように定義される.
Shereshevsky’s Lyapunov exponent at a configuration $x$ ;

$\lambda^{+}(x)$ $\equiv$ lim max max$t arrow\infty j\in z_{y\in W_{J+1}^{+}(X)}\frac{DFR(g^{t}(x),g^{t}(y))-j}{t}$ ,

$\lambda^{-}(x)$ $\equiv$ lim min min$t arrow\infty j\in z_{y\in w_{j-1(X)}^{-}}\frac{DFL(g^{t}(x),g^{t}(y))-j}{t}$ .

Spreading rate at a configuration $x$ ;

$\gamma^{+}(x)$ $\equiv$ $\lim_{tarrow\infty}\max_{z}j\in\frac{DFR(g^{t}(x),g^{t}(n_{j}(x))-j}{t}$ ,

$\gamma^{-}(x)$ $\equiv$ $\lim_{tarrow\infty}\min_{j\in Z}\frac{DFL(g^{t}(x),g^{t}(n_{j}(x))-j}{t}$ .

Strict Spreading rate at a configuration $x$ ;

$s\gamma^{+}(x)$ $\equiv$ $\max\lim_{tj\in Zarrow\infty}\frac{DFR(g^{t}(x),g^{t}(n_{j}(x))-j}{t}$ ,

$s\gamma^{-}(x)$ $\equiv$ $\min_{j\in Z}\lim_{tarrow\infty}\frac{DFL(g^{t}(x),g^{t}(n_{j}(x))-j}{t}$ .

Spreading rate と Strict Spreading rate とでは, $\max$ と limit を取る順番が異なる. limit を先に取
り, 次に $\max$ を取る順は, Bagnoli’s Lyapunov exponent と同様である.
本稿では, ルール番号 40番と 168番の基本セルオートマトンについて, Bagnoli’s Lyapunov expo

nent(BLE) の値を厳密に求める.
ルール 40と 168はウルフラムクラス I に属し, Bagnoli, et al. は, 計算機シミュレーションにより,

ランダム与えられた initial configuration の BLE の値はー $\infty$ であり. このことから, これらのノレーノレ

の BLE は一 $\infty$ であるとしている.
この主張は, ある configuration のクラスに対しては正しいが, BLE の値が $0$ や $\log 2$ である config-

uration の存在が, 詳細な検討によって明らかになる. このような initial configuration は, coin tossing
によっては実現されず, 本稿での結論は, 計算機シミュレーションでは得られない.

284



また, ノレーノレ 40がルール 168の a dyanamical sub-system であり, セルオートマトン間に何らかの
内的な力学的関係が存在し得ることが示唆される.
ノレーノレ番号 40と 168の local transition function $g_{40},$ $g_{16S}$ は次の表によって与えられる.

$(a, b, c)$ (1, 1, 1) $($ 1, 1, $0)$ $(1, 0,1)$ $(1, 0,0)$ $(0,1,1)$ $(0,1,0)$ $(0,0,1)$ $(0,0,0)$
$g_{40}(a, b, c)$ $|0$ $0$ 1 $0$ 1 $0$ $0$ $0$

$g_{168}(a, b, c)$ 1 $0$ 1 $0$ 1 $0$ $0$ $0$

違いは,

$g_{40}(1,1,1)=0$ , $g_{168}(1,1,1)=1$

のみであるが, 結果に目立った差が生じることになる.
特定の型を持った configuration のクラスを次のように定義する.

$S_{0(1),1(\leq k)}$ $=$ $\{(0,1_{m_{\dot{t}}})_{i=-\infty}^{\infty}|m_{i}=1$ or 2or $\ldots$ or $k$ , $i\in Z\}\subset \mathcal{A}$ , $k=1,2,3,$ $\cdots$ ,
: $0$ 状態 site は孤立し, 1状態 site のブロック長は高々$k$ の configuration 全体
:01, ,

$01\cdots 1\check{k}$

のみからなる configuration 全体

$S_{0(1)}$ : $0$ 状態 site が孤立している configuration 全体.

注意 $\bigcup_{k\geq 1}S_{0(1),1(\leq k)}\neq S_{0(1)}$ であることに注意する. $X\in S_{0(1)}$ の 1状態 site のブロック長は, 有
界であるとは限らない. $S_{0(1)}$ 中には, 1状態 site のブロック長が有界でないものが存在する. 例えば,
次の configuration を考えればよい.

$(\cdots,0,1,0,1_{\check{2}\check{3}}1,0,1,1,1, \cdot\cdot\cdot, 0,1, \cdot\cdot 1,0,1, \cdots,1, \cdots)\check{l}.\tilde{l+1}$

$(A,g_{40})$ と $(\mathcal{A}, g_{168})$ の二つの dynamics については, 次の結果が得られている [12] [13][14].

Theorem 1.1 (ルール 40)

$\forall x\in \mathcal{A}\backslash S_{0(1),1(\leq 2)}$ , $\lim_{tarrow\infty}g_{40}^{t}(x)=0$ ,
$\forall x\in S_{0(1),1(\leq 2)}$ , $g_{40}(x)=\sigma_{L}(x)$ ,

であり, $(s_{0(1),1(\leq 2),g_{40})}$ は, Devaney chaos である. ここで $\sigma_{L}$ は, left-shif6 transformation である.

Theorem 1.2 (ルール 168) (1) $x\in S_{0(1)}$ に対して ;

$g_{168}(x)=\sigma_{L}(x)$ ,

3$i\in Z$ such that $x_{i,arrow}=1$ , and $\forall t\geq 1,$ $g_{168}^{t}(x) \neq 1,\lim_{tarrow\infty}g_{168}^{t}(x)=1$ ,
$\forall k\in N,$ $(S_{0(1),1(\leq k)}, g_{168})$ is the Devaney chaos,

$(S_{0(1)},g_{168})$ is the Devaney chaos

(2) $x\in A\backslash S_{0(1)}$ に対して ;
(2-i) もし,

3$i\in Z$ such that $x_{i,arrow}=1$ ,
$\exists j\in Z$ such that $(x_{j},x_{j+1})=(0,0)$ , which is the right most 00 block in $x$
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であれば

$\lim_{tarrow\infty}g_{168}^{t}(x)=(\cdots,0,0,\dot{0}_{2}1,1,1, \cdots)J+1$ .

(2-ii) もし $x=1$ であれば, $g_{16S}(x)=1$ であるから,

$\forall t\geq 1,$ $g_{168}^{t}(x)=1$ .

(2-iii) (2-i), (2-ii) 以外の場合
$\lim_{tarrow\infty}g_{168}^{t}(x)=0$

任意の $k\geq 2$ に対して, ($s_{0(1),1(\leq 2),g_{40})}$ は $(s_{0(1),1(\leq k),g_{168}})$ の dynamical sub-system である. )レー

ル 40に比べて, ルール 168の attractor の types は多様である. また, ルール 40が chaos になる

dynamical system は, ノレーノレ 168の sub-system である. ノレー) $\triangleright$ $168$ が chaos になる領域は, 1レーノレ

40に比べて広いことがわかる.
しかし, 素朴な直観による複雑さの観点からは, ルール 168の方がより複雑であるとは言えない. い

ずれも left-shift dynamical system でしかないのであるからである. また, いずれの場合も. attractor

への吸引は単純である.

Shereshevsky’s Lyapunov exponent, spreading rate, strict spreading rate については, 以下の結果

が得られている.

Theorem 1.3 $($ル$-)s168)$ (1) 任意の $\gamma(0\leq\gamma\leq 1)$ に対して, $s\gamma^{+}(x)=\gamma$ となる configuration
$x \in\bigcup_{k\geq 2}S_{0(1),1(\leq k)}$ が存在する.

(2) 任意の有理数 $\gamma(0\leq\gamma\leq 1)^{}\llcorner$対して, Shereshevskii’s Lyapunov exponent と Spreading rate と

が一致し, それらの値が $\gamma$ である configurationx $\in$ Uk $\geq 2s_{0(1),1(\leq k)}$ が存在する

Theorem 1.4 (ルール 40) (1) 任意の $\gamma(1/2\leq\gamma\leq 1)$ に対して, $s\gamma^{+}(x)=\gamma$ となる configuration
$x\in\cup k\geq 2S0(1),1(\leq k)$ が存在する.

(2) 任意の有理数 $\gamma(1/2\leq\gamma\leq 1)$ に対して, Shereshevskii’s Lyapunov exponent と Spreading rate
とが一致し, それらの値が $\gamma$ である configurationx $\in\bigcup_{k\geq 2}S_{0(1),1(\leq k)}$ が存在する.

ルール 168がより多様な Lyapunov exponent 及び spreading rate の値を持つ. ルール 168がカオス

的になる領域がルール 40より広いことから了解できる. しかし, これらの exponent の値は an initial
configuration $x \in\bigcup_{k\geq 2}S0(1),1(\leq k)$ における 010, 0110, $\cdots,$ $01\cdots 10\vee$ の相対頻度によって定まる. つま

り, ルール 40及び 168に関しては, time-space pattem の複雑ん性を捉えたものであるとは言い難い.
これらの exponent は, $x$ と $n_{j}(x)$ の時間発展における right-most different site number と left-most

different site number の平均変化率であり, ルール 168と 40の場合は. initial configuration における

一定のパターンの相対頻度によって定まる. つまり $g^{t}(x)\oplus g^{t}(n_{j}(x))$ の時空間パターンの複雑さを捉

えようとしたものではない. Bagnoli’sLyapunov exponent は, これを試みようとしたものである. 本

稿では, ノレーノレ 168と 40に対して, Bagnolli‘sLyapunov exponent の値を具体的に求めることを試み.

計算における基本的な考え方と, Bagnoli’sLyapunov exponent が見落としていることを明示する.

2. Bagnoli’s Lyapunov exponent
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$x,$ $y\in A$ に対して, $x\oplus y=(x_{i}\oplus y_{i})_{i}$ とする. $\oplus$ は排他的論理和を意味し, 次のようである.

$a\oplus b=\{\begin{array}{l}1, a\neq b,0, a=b.\end{array}$

ECA $g$ を考える. $x\in \mathcal{A}$ に対して. $g(x)\oplus g(n_{j}(x))$ を転置して縦の上下無限系列にしたもの
$(g(x)\oplus g(n_{j}(x)))^{T}$ を第 $i$ 列にした無限行列を

$J(x)=\{\begin{array}{lll} \vee f \cdots (g(x)\oplus g(n_{j}(x)))^{T} \cdots\end{array}\}$

とする. local ruleg に依存することから $J_{g}$ と書くべきであるが, 省略する.
$(J(x))_{i_{I}j}=1$ であれば. $(g(x)\oplus g(nj(x)))_{i}=1$ であり, configuration $x$ と $n_{j}(x)$ に対して, $(g(x))_{i}\neq$

$(g(n_{j}(x)))_{i}$ であることを意味する. つまり, $x$ における $i-$th cell の状態変化が, $g(x)$ における $i-$ th
cell の状態変化を引き起こすことを意味する.
無限行列 $J(x)$ の第 $i$ 行で 1が立っている列番番号に対応する $x$ 中の cell の状態変化が $g(x)$ にお

ける $i-$th cell の状態変化を引き起こす. つまり, $g(x)$ の $i-$ th ce旧こ影響を及ぼす cell の番号が明示
されていることになる.

$x$ を initial configuration とする trajectory を考える.

$x^{0}=x$ , $x^{t}=g(x^{t-1}),$ $t=1,2,3,$ $\cdots$ ,

(1) $J(x^{t})$ の $(i,j)$ 成分 :configuration $x^{t}$ の $i-$th site の状態を変えた場合 $X^{t+1}$ の $i-$th site に影
響を与えるかどうかを意味する.

(2) $J(x^{t+1})\cdot J(x^{t})$ の $(i,j)$ 成分 :configuration $x^{t}$ の $i-$ th site の状態を変えたとき, $x^{t+2}$ の $i-$th
site への影響の path の個数を意味する. このような path を difference path と呼ぶことにする.

(3) $\prod_{t=0}^{T}J(x^{t})$ の $(i,j)$ 成分:configuration $x=x^{0}$ で $i-$th site の状態を変えたとき, $x^{T+1}$ の $i$ -th
site への difference path の個数を意味する.

$j$

$\xi_{j}=(\cdots, 0, \cdots, 0,1,0, \cdots, 0, \cdots)^{T}$

として, $i-$th site の状態を変えることを意味する縦ベクトルであるとすると,
(4) $\prod_{t=0}^{T}J(x^{t})\cdot\xi_{j}:x=x^{0}$ で $i-$th site の状態を変えたとき, $x^{T+1}$ のそれぞれの site への difference

path の個数を与える.
(5) (4) での difference path の総数を

$| \prod_{t=0}^{T}J(x^{t})\cdot\xi_{j}|=\sum_{i=-\infty}^{\infty}(\prod_{t=0}^{T}J(x^{t})\cdot\xi_{j})_{i}$

として, 以下のように定義する.

$\lambda^{T}(x,j)$ $=$ $\frac{1}{T}\log|\prod_{t=0}^{T}J(x^{t})\cdot\xi_{j}|$ ,

$\lambda(x,j)$ $=$ $\lim_{Tarrow\infty}\lambda^{T}(x,j)$ ,

$\lambda(x)$ $\overline{\neg}$

$\sup_{j}\lambda(x,j)$

$\lambda(x,j)$ を configuration $x$ の $j$ -th site における Bagnoli’s Lyapunov exponent, $\lambda(x)$ を configuration
$x$ の Bagnoli’s Lyapunov exponent と呼ぶ.
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3. $ls-;s168$ の Bagnoli’s Lyapunov exponent
本稿では, ルール 169の Bagnoli’s Lyapunov exponent については次の定理が成立する.

Theorem 3.1 (Bagnoli’s Lyapunoc exponent for rule 168) ノレーノレ 168に対して, Banoli’s Lyapunov
exponent は, 次のようである.

(1) $x\in S_{0(1)}$ に対して, 01または 011のみからなる右側無限系列が存在する場合は, $\lambda(x)=\log 2$

であり, それ以外は $\lambda(x,j)=0$ である. 従って, $x\in S_{0(1),1(\leq 2)}$ に対しては, $\lambda(x)=\log 2$ である.

(2) $x\not\in S_{0(1)}$ に対して, $\lambda(x)=0$ または一 $\infty$ である.

$\lambda(x)=0$ の時, difference path の個数が, 時間推移に関して, 常に 1本しか存在しない場合と, 多

項式 order で増加していく場合とがある. つまり, Bagnoli’s Lyapunov exponent は, difference path
の個数が, 多項式 order で増加していくような場合においても $0$ を与えることになる.

以下に, $x\in S_{0(1)}$ に対して, 指数の値が $\log 2$ になる場合と, difference path の個数が多項式 order
で増加しながら $0$ になる場合を示す.

$p^{T}(x,j)=| \prod_{t=0}^{T}J(x^{t})\cdot\xi_{j}|$

と置く. $p^{T}(x, j)$ は以下のように与えられる. $x\in S_{0(1)}$ に対して $g_{168}(x)=\sigma_{L}(x)$ であることに注意

する.

(1) $m\geq 3$ として,
$n$ 組の oll

$x=(\cdots, 1, \cdots, \dot{1},\tilde{011,\cdots,011},0,1_{m}, 0f, \cdots)$

の場合,

$t\geq 2n+2$ , $p^{T}(x,j)= \sum_{i=0}^{2n+2}(\begin{array}{l}Ti\end{array})$ .

$T$ が十分大であれば,

$\sum_{i=0}^{2n+2}(\begin{array}{l}Ti\end{array})\leq(2n+2+1)(\begin{array}{l}T2n+2\end{array})\leq\frac{2n+2+1}{(2n+2)!}T^{2n+2}$

であるから
$\lambda(x,j)=\lim_{Tarrow\infty}\frac{1}{T}$ log $p^{}$ $(x,j)=0$ .

difference path の個数は, 多項式 order で増えていくが, 指数 order ではないため, $\lambda(x,j)=0$ となる.

(2) $n_{i}\geq 1,$ $m_{i}\geq 1,$ $i=1,2,$ $\cdots$ として,

$x=(\cdots, 1, \cdots, \dot{1},$ (01) $, (011)_{n_{1}},$ (01)$, (011)_{n_{2}}, \cdots)3$

または,

$x=(\cdots, 1, \cdots, \check{1}, (011)_{\mathfrak{n}_{1}},$ (01) $, (011)_{n},,$ (01)$, \cdots)j$
の場合, つまり $j$ -th site の右側が 01または 011のブロックのみからなる場合,

$p^{T}(x,j)=2^{T}$
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であり,

$\lambda(x,j)=\lim_{Tarrow\infty}\frac{1}{T}\log p^{T}(x,j)=\log 2$ .

(01) は, $\sim 01\cdots 01$ を意味する. $(011)_{n}$ も同様である.

$m$ 組
ルール 40については, 次の定理が成立する.

Theorem 3.2 (Bagnoli’s Lyapunov exponent for rule 40) ノレーノレ 40において$ $x\in S_{0(1),1(\leq 2)}$ に対
して, $\lambda(x)=\log 2$ である.

So(1), $1(\leq 2)\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\overline{\llcorner}}$属さない configuration に対するノレーノレ 40の Bagnoli’s Lyapunov exponent は, $-\infty$

であると予測される.

Theorem 3.1で与えられているルール 168の方が若干の多様性があるようだが, さほど大きいとは
言えない. また. Theorems 1.3と 1.4に見られるほどのルール間の差を Bagnoli の指数は, 反映しな
いと言える. 更に, Bagnoli の指数は, 多項式 order で増加してい $\langle$ difference path の個数を捉えるこ
とが出来ないが, これは, ルール 168と 40の違いの特徴でもある. diffference path の個数が増加して
いく order そのものがセルオートマトンの特徴を捉えるのかもしれないと考えられる.
また. Bagno旧よ, 基本的に一つのセルの状態変化が次の時間ステップでの状態に及ぼす影響のみを

考えている. つまり,. 複数個のセルの同時変化の影響を捉えられない. セルオートマトンが, セル間の
依存関係を生み出すような場合, Bagnoli の指標では不十分であると推測できる.

4. 結論
セルオートマトンに対して定義された Lyapunov exponent としては, 本稿で紹介した四つのものが

提案されている. それぞれの値を直接的な計算によって求めるのは, 相当に煩雑なものであることが本
稿での試みから想像できる. このために, 計算機シミュレーションに頼ることになるのだが, このこと
によって. それぞれの指標についての多くの知見が取りこぼされることになる.
セルオートマトンが生成する時空間パターンの特徴を捉えようとするためには, 少なくとも, 単純な
ものにはある一定の特定の値をもたらしてくれるようなものであってほしいのだが, これらの指標は,
全ての基本セルオートマトンと initial configuration に対して希望を満たしてくれるものではなさそう
である.
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